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COMPTES   RENDUS  ET  ANALYSES. 

GINO  LORIA.  -^  Le  Sciexze  ezatte  nell'  antica  Grecia.  Libro  I  :    Geo- 
inetri  grcci  prcci/rsori  di  Eaclide.  —  i()8  p.  iii-4".  Modena.  i8f)3. 

Si  l'Italie  possède  en  M.  Favaro  un  adepte  de  l'histoire  des 
Mathématiques  dont  les  publications  ont  depuis  longtemps 
commencé  à  honorer  sa  patrie,  l'œuvre  spéciale  à  laquelle  le 
nouvel  éditeur  de  Galilée  a  surtout  consacré  ses  efforts  ne  lui  a 
pas  permis  de  rédiger  pour  l'impression  les  leçons  professées  par 
lui  à  l'Université  de  Padoue.  Il  manquait  donc,  au  delà  des  Alpes, 
un  ouvrage  d'exposition  générale  résumant  les  progrès  réalisés 
pendant  ce  siècle  dans  l'étude  des  Mathématiques  anciennes. 
M.  Loria,  professeur  de  Géométrie  supérieure  à  l'Université  de 
Gênes,  après  s'être  signalé  par  quelques  essais  particuliers  sur  ce 
terrain,  s'est  proposé  de  combler  cette  lacune  et  il  nous  donne 
aujourd'hui  la  première  partie  d'une  liisloire  générale  des  Sciences 
exactes  dans  1  antiquité,  dont  l'ensemble  comprendra  cinq  livres 
et  figurera  d'ailleurs  dans  les  Mémoirea  de  V Académie  des 
Sciences,  Lettres  et  Arts  de  Modène. 

Cette  première  Partie  est  consacrée  à  la  Géométrie  avant  Euclide; 
les  questions  relatives  à  l'Arithmétique  sont  réservées  pour  le 
Livrf  Y,   de  même   que   les  recherches  de  Mathémali(|ues  inci- 
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demment  faites  j^ar  les  aslronomes  el  les  géocJrles  ^recs  pour  le 
Livre  IV.  Mais  si  le  cadre  est  ainsi  reslreinl  dans  un  sens,  il  se 
trouve  éiari;i  de  l'autre,  parce  que  Tauteura  su  relier  d'une  façon 
très  heureuse  l'iiisloire  de  la  Géométrie  j;recque  pendant  celle 
période  à  celle  de  l'évolution  de  la  |)ensée  philosophique  depuis 
Thaïes  jusqu'à  Socrate  el  Platon. 

L'énoncé  des  litres  des  Chapitres  [  L  Aperçu  général  sur  la  Géo- 
métrie grecque  avant  Euclide  (questions  relatives  aux  sources,  etc.). 
IL  Thaïes  el  TEcole  ionienne.  IIL  Pylhagore  el  l'Ecole  italique. 
IV.  Eléates,  atouustes,  sophistes  (Zenon  d'Elée,  OEnopide,  Anaxa- 
gore,  Démoerite,  Hippias).  V.  Pjlhagorisants  (Ilippoerate  de 
Chios,  Autiplion.  Bryson,  Archjlas).  VI.  De  Socrate  à  Euclide 
(Platon,  les  géomètres  de  l'Académie,  luidoxe  de  Cnide,  Mé- 
nechme,  Arislée,  Dinoslrate)]  suffit  pour  indiquer  le  plan  général 
du  Livre  que  complètent  deux  appendices,  l'un  sur  les  recherches 
géométriques  accomplies  par  les  Egyptiens  el  les  Babyloniens, 
l'autre  sur  la  divination  par  Viviani  des  Lieux  solides  d'Arislée. 

J'ai  moi-même  déjà  trop  entretenu  de  ces  matières  les  lecteurs 
du  Bulletin  j)our  anaivscr  dans  le  détail  la  façon  dont  M.  Loria 
les  a  exposées;  mais  je  ne  puis  que  souhaiter  que  pour  les  quatre 
Livres  qui  lui  restent  à  })ublier  et  dont  les  sujets  ont  été  moins 
approfondis  par  autrui,  il  satisfasse,  aussi  complètement  que  pour 
le  premier,  aux  conditions  de  la  tâche  qu'il  a  entreprise.  Il  possède 
toutes  les  qualités  d'un  véritable  historien,  et  en  première  ligne 
la  clarté,  le  sens  critique  et  la  circonspection.  S'il  s'est  enquis  avec 
un  soin  minutieux  de  ce  qui  avait  déjà  été  publié  sur  l'histoire 
des  Mathématiques  anciennes,  il  n'en  remonte  pas  moins  aux 
sources,  ainsi  qu'il  est  essentiel  de  le  faire;  s'il  adopte  en  général 
les  vues  el  interprétations  nouvelles  ('),  ce  n'est  pas  sans  les  avoir 
contrôlées  et  sans  signaler  avec  soin  ce  qu'elles  peuvent  offrir 
parfois  d'hjpolhétique  et  de  controversable. 

Les  quelques  remarques  critiques  que  je  vais  ajouter  prouveront 
suffisamment  que  je  ne  trouverais  pas  aisément  un  reproche  sérieux 
à  lui  adresser  : 


(')  Il  a  en  pai-liculier  largement  utilisé  les  deux  Ouvrages  que  j'ai  publiés  sur 
•etle  période  :  Pour  l'histoire  de  la  Science  grecque;  Alcan,  1887.  La  Géométrie 
grecque;  Gantliier-N'illars,   18S-. 
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Page  I  4,  Noie  2.  «  Il  est  vrai  que  Diogène  Laërcc  parle,  comme 
précurseur  de  Tlialès  en  Grèce,  d'un  Euphorbe  de  Phrygie;  mais 
la  \ic  et  les  œuvres  de  ce  personnage  nous  soni  loul  à  fail  in- 
connues. » 

Euphorbe  de  Phrygie  est  siniplenienl  le  nom  sous  lequel  le  poète 
Callimaque  avait  désigné  Pjlhagore  en  parlant  de  ses  travaux  ma- 
thématiques; on  sait  en  effet  que  Pythagore,  suivant  la  légende, 
aurait  prétendu  se  souvenir  avoir  vécu  antérieurement  sous  la  forme 
d'Euphorbe,  le  Troyen  qui  dans  Vlliade  porte  le  premier  coup 
mortel  à  Palrocle. 

Page  18,  Note  1  :  C'est  à  tort  que  le  nom  de  saros  est  donné  à 
la  période  écliplique  connue  par  les  Babyloniens;  le  témoignage 
de  Suidas  à  cet  égard,  le  seul  que  l'on  puisse  invoquer,  repose  sur 
une  méprise  évidente.  Le  sare  babylonien  est  exclusivement 
l'unité  de  troisième  ordre  dans  la  numération  sexagésimale,  c'est- 
à-dire  60-. 

I^ige  4i,  Note  2  :  pentaeclro  a  été  imprimé  |)ar  inadvertance 
au  lieu  de  letraedro;  de  même,  page  i56,  ligne  7,  Diodoio  pour 
Democvilo. 

Pace  43,  Note  4  :  Aux  significations  diverses  du  mot  vvw;xo)v 
aurait  dû  être  ajoutée  celle  que  les  Grecs  ont  donnée  à  ce  terme  en 
Arixhmétique  et  que  nous  pouvons  définir  comme  représentant  la 
différence  finie  d'une  fonction  entière  pour  un  accroissement 
égal  à  l'unité  de  la  variable  (ne  prenant  que  des  valeurs  entières). 

Page  53,  Note  1  :  Les  citations  de  Parménide  qu'on  trouve  dans 
Procliis  sur  Euclide  ne  se  rapportent  pas  au  |)hilosophe  Eléate, 
mais  bien  au  dialogue  platonicien  qui  porte  son  nom. 

Page  10  I  :  Le  témoignage  de  Cicéron  n'est  nullement  suffisant 
pour  faire  croire  que  Platon  ait  été  entendre  à  Cyrène  les  leçons 
du  mathématicien  Théodore,  alors  que  Platon  lui-même  nous 
représente  ce  géomètre  comme  enseignant  à  Athènes.  11  est  égale- 
ment douteux  que  Platon  ait  été  en  relations  personnelles  avec 
Philolaos,  etc. 

Page  161  etsuiv.  :  M.  Loria  a  analvsé  la  divination  de\  iviani  sur 
les  Lieux  solides  d'Aristée  et  cherché  à  déterminer  jusqu'à  quel 
point  elle  pouvait  être  considérée  comme  satisfaisante.  J'admets 
avec  lui  qu'il  n'v  a  guère  que  les  problèmes  Irailés  dans  le  second 
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livre  de  Yiviani  (jiii  aient  pu  (igiirer  dans  l'ouviai^c  du  géomèlre 
grec,  et  je  regarde  d'ailleurs  comme  assez  probai)le  qu'au  moins 
une  partie  de  ces  prol)lènies  ont  été  traités  par  Arislée  ('  ).  Mais  je 
crois  qu'on  peut  aller  plus  loin  dans  la  restitution  de  ces  Lieux 
solides;  il  me  paraît  en  (drci  nécessaire  d'admettre  que  le  problème 
à  trois  et  (|uatre  droites  était  traité  [)lus  ou  moins  complètement, 
et  en  formait  comme  le  couronnement.  Autrement  ce  que  dit  Apol- 
lonius dans  ses  Coniques,  au  sujet  de  ce  problème  qu'il  n'a  pas 
d'ailleurs  traité  lui-même,  me  j)araîl  inexplicable.  Je  crois  éga- 
lement que  l'on  peut  prouver  par  Pappus  (pi'Aristée  avait  traité 
les  problèmes  déterminant  les  coniques  comme  lieux  d'après  les 
propriétés  des  lojers  et  des  directrices,  que  notamment  il  con- 
naissait le  foyer  de  la  parabole,  dont  Apollonius  ne  parle  pas,  et 
qu'il  est  impossible  que  les  anciens  aient  ignoré  avant  Anthémius. 
11  me  semble  donc  que  l'Ouvrage  d'Aristée  devait  surtout  traiter 
des  coniques  comme  lieux  des]poinls  dont  les  distances,  soit  à  des 
points  fixes,  soit  à  des  droites  fixes,  sont  en  certaines  relations. 
D'autre  part,  les  Lieux  plans  (yA^oWannis  sonV^  comme  sujet, 
suffisamment  restitués  pour  que  la  généralisation  des  problèmes 
qui  V  sont  traités  jniisse  fournir  des  indications  sur  quelques 
autres  questions  qu'Aristée  aura  également  pu  aborder. 

Paul  Ta«]very. 


W.-W.  ROUSE  BALL.        An  essay  on  Newton's  Principia, 
x-175  p.  In-i(3.  London,  ]\Iacmillan  and  C";  1893. 

L'histoire  des  Principes  de  Newton  a  été  traitée  par  David 
Brewster  dans  ses  Memoirs  of  the  Life,  Writings  and  Disco- 
veries  of  Sir  Isaac  Newton  (Edimbourg,  1^  édition;  1860)  et  par 
Rigaud  dans  son  flistorical  essay  on  the Jirst publications  of  Sir 
Isaac  Newton  s  Principia  (Oxford,   1888).  Ces  Ouvrages  sont 


C)  Ils  rentrent  dans  l'énoncé  général  suivant  :  «Trouver  le  lieu  d'un  point  tel 
que  le  carré  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  une  droite  fixe  limitée 
soit  une  fonction  du  second  degré  des  segments  de  colle  droite  déterminés  par  le 
pied  de  la  perpendiculaire.  » 
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désormais  dlfliciles  à  se  procurer  et  M.  Roiise  Bail,  lellow  de 
l'Université  de  Cambridge,  qui  avait  formé,  mais  malheureu- 
sement semble  au  moins  ajourner  le  projet  de  donner  une  édition 
critique  des  Principes,  a  eu  Tidée  de  reprendre  la  question  de 
leur  histoire,  el  de  réunir  à  nouveau  les  principaux  documents  qui 
la  concernent.  Il  déclare  d'ailleurs  ne  pas  avoir  augmenté  sensi- 
blement le  nombre  de  ceux  déjà  connus,  si  ce  n'est  par  une  série 
de  lettres  échangées  entre  Newton,  d'une  part,  Hooke  et  Halley, 
de  l'autre. 

Son  introduction  {Chapitre  l)  donne  des  indications  sur  les 
collections  de  |)apiers  mathématiques  à  consulter  dans  l'objet 
(à  la  Royal  Societj;  à  Cambridge;  Collection  Portsmouth  et 
Bibliothèque  du  collège  de  la  Trinité;  à  Sherborn  Caslle  :  Col- 
lection Macclcsfield),  en  dehors  des  trois  éditions  parues  du 
vivant  de  Newton,  en  i63-,  17 13  et  l'/zii. 

Chapitre  II.  —  Les  premières  recherches  de  Newton  sur  la 
gravitation  remontent  à  1666;  il  eut,  dès  cette  époque,  l'idée  que 
la  force  qui  retient  la  Lune  dans  son  orbite  est  la  même  que  la 
pesanteur;  il  en  conclut,  dans  l'hypothèse  de  l'orbite  circulaire, 
que  cette  force  devait  varier  en  liaison  inverse  du  carré  des 
dislances;  essayant  de  vérifier  son  idée  par  le  calcul,  il  trouva, 
comme  on  sait,  une  discordance.  Supposa-t-il  qu'une  autre  lorce 
devaitintervenirou  s'expliqua-t-il  cette  discordance  par  les  causes 
d'erreurs  qui  entachaient  évidemment  ses  calculs,  le  point  reste 
obscur.  Le  plus  curieux  est  sans  doute  que,  se  trouvant  à  ce  mo- 
ment dans  le  Lincolnshire  et  dépourvu  de  livres,  il  ait  pris  pour  la 
valeur  du  rayon  terrestre  une  estimation  sensiblement  différente 
de  celles  qui  étaient  les  plus  courantes,  et  que,  de  retour  à  Cam- 
bridge, il  n'ait  pas  repris  ses  calculs  avec  une  donnée  plus  géné- 
ralement admise,  qui  aurait  fait  disparaître  presque  complètement 
la  discordance  reconnue  par  lui. 

Chapitre  III.  —  En  1677,  Newton  avait  l'occasion,  dans  une 
discussion  avec  Wren,  d'exposer  ses  idées  sur  l'extension  de  la 
gravitation  à  la  sphère  de  la  Lune  et  sur  la  variation  de  la  force 
attractive  en  raison  inverse  du  carré  de  la  dislance.  Mais  ce  ne 
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fut  qu'en  i()'j{)  qu'il  fut  provoqué  |)ar  llookc  à  aborder  plus  coin- 
l^lètement  le  problème. 

Invité  par  la  lloyal  Society  à  reprendre  avec  Newton  la  cor- 
respondance antérieurement  confiée  à  Oblenburg^li,  Hooke  obtint 
en  premier  lieu  de  Tillustre  mathématicien  l'idée  de  démontrer 
la  rotation  de  la  Terre  en  observant  la  déviation  des  graves  dans 
leur  chute.  Ce  fut  à  cette  occasion  qu'il  lui  posa  le  problème  de 
déterminer  la  force  centripète  correspondant  au  mouvement  des 
planètes  tel  qu'il  est  défini  par  les  lois  de  Kepler.  Newton  établit 
alors  que  la  loi  des  aires  suppose  précisément  une  force  centri- 
pète; que  le  mouvement  elliptique,  si  la  force  centripète  est 
dirigée  vers  le  foyer,  suppose  la  variation  de  cette  force  en  raison 
inverse  du  carré  des  distances.  Il  ne  publia  pas  pour  le  moment 
les  résultats  qu'il  avait  obtenus. 

Chapitre  11.  —  En  janvier  1684,  Halley  avait  déduit,  de  la 
troisième  loi  de  Kepler  et  dans  l'hypothèse  des  orbites  circulaires, 
la  variation  de  la  force  en  raison  inverse  du  carré  des  distances. 
U  trouva  que  Wren  et  Hooke  partageaient  depuis  plus  ou  moins 
longtemps  cette  opinion;  le  second  prétendit  que  ce  principe 
suffisait  pour  expliquer  les  lois  des  mouvements  célestes,  mais  ne 
put  rien  préciser.  En  août,  Halley,  visitant  Newton  à  Cambridge, 
apprit  ses  découvertes  et  en  demanda  communication;  Newton, 
n'ayant  pas  immédiatement  retrouvé  ses  papiers,  ne  fit  l'envoi 
qu'en  novembre  1684  ;  à  cette  occasion,  il  reprit  ses  rechercbes 
et  rédigea  des  leçons  De  motu  corporiim  pour  en  faire  l'objet  de 
son  cours  de  l'année.  Le  manuscrit  de  ces  leçons  existe  et  peut  être 
considéré  comme  une  esquisse  du  commencement  du  premier  Livre 
des  Principes. 

Après  avoir  reçu  la  communication  de  Newton,  Halley  fit  un 
nouveau  voyage  à  Cambridge  pour  s'entendre  avec  lui  sur  la  pu- 
blicité à  donner,  vit  le  manuscrit  De  motu,  en  rendit  compte 
à  la  Royal  Society,  et  annonça  qu'il  avait  oblenu  la  promesse  que 
Newton  enverrait,  pour  être  inscrite  sur  les  registres,  une  ré- 
daction de  ses  découvertes.  Cet  envoi  fut  fait  en  février  1684,  et 
comprit  onze  Propositiones  de  motu,  avec  démonstrations  géomé- 
triques. M.  Rouse  Bail  donne  in  extenso  cet  écrit,  dont  l'impor- 
tance bislorupic  est  capitale. 
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("lutpitri'  \  .  —  llalley  avait  également  insisté  aii[)rès  de  Newton 
nom-  (|iril  fil  de  ces  découvertes  l'objet  d'un  volume.  La  rédaction 
en  [)iil  environ  un  an  cl  demi,  et  ^e^vton  fit  également  son  cours 
de  i685,  dont  on  [jossèdc  le  manuscrit,  sur  le  sujet  des  Principes. 
La  Roval  Societv  se  chargea  de  l'impression,  mais  en  réalité, 
comme  elle  n'était  [kis  en  fonds,  ce  fut  Halley  qui  supporta  les  frais 
et  il  paraît  ne  pas  être  rentré  dans  ses  déboursés.  Sa  générosité 
est  d'autant  plus  remarquable  que  sa  situation  pécuniaire  n'était 
pas  très  brillante.  D'un  autre  coté,  il  surveilla  l'impression,  qui 
marcha  lentement  (ce  qui  permit  à  Newton  d'étendre  singulière- 
ment son  programme  primitif)  et  enfin  défendit  vigoureusement 
l'auteur  contre  les  réclamations  de  priorité  soulevées  par  Hooke. 
Le  Chapitre  17  contient  une  analyse  détaillée  des  Principes. 
Le  Chapitre  III  donne  quelc|ues  détails  sur  le  succès  mérité  de 
l'Ouvrage;  sur  l'occasion  que  Newton  eut  de  donner  des  explica- 
tions à  divers  philosophes,  comme  Locke  et  Bentley,  qui,  sans 
connaître  suffisamment  les  Mathématiques,  désiraient  se  rendre 
compte  du  sujet;  sur  les  nouvelles  recherches  qu'il  entreprit 
dans  le  même  ordre  d'idées,  en  particulier  sur  la  théorie  de  la 
Lune. 

Dès  1691,  l'édition  princeps  était  épuisée. Newton  futun  moment 
disposé  à  autoriser  Fatio  de  Duilliers  à  se  charger  de  la  réimpres- 
sion. Il  songea  ensuite,  vers  1694,  à  la  diriger  lui-même  et 
recueillit  dans  ce  but  de  nouvelles  données  astronomiques,  en  vue 
d'additions  importantes  qu'il  méditait.  Mais  les  fonctions  pu- 
bliques qu'il  avait  acceptées  lui  firent  abandonner  son  projet.  Le 
soin  de  la  nouvelle  édition,  pour  laquelle  il  avait  d'abord  pensé  à 
Gregory,  fut,  après  la  mort  de  celui-ci,  confié  à  Bentley  qui  n'était 
pas  compétent,  mais  devait  se  faire  aider  par  Cotes.  Bentley  fit 
d'ailleurs  là  une  spéculation  commerciale,  qui  lui  fui  très  profi- 
table, tandis  que  Cotes,  pour  sa  peine,  ne  reçut  que  douze  exem- 
plaires de  l'Ouvrage,  et  que  Newton  paya  quelques  corrections  de 
la  dernière  heure.  La  troisième  édition  fut  procurée  par  Pember- 
ton,  à  qui  Newton  en  abandonna  également  les  profits,  en  outre 
d'une  allocation  de  9.00  guinées. 

Les  différences  sérieuses  entre  chacune  de  ces  deux  éditions  et 
la  première  sont  indiquées  avec  soin,  ainsi  que  la  liste  des  éditions 
parues  dej)tiis  la  morl  de  Newton. 
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Le  Chapitre  VI il  conlienl,  comme  pièces  jusliricalives,  la  série 
(le  lettres  dont  j'ai  parlé,  et  dont  la  plupart  sont  inédites. 

Cette  analyse  montre  que  le  \olume  de  M.  Rouse  Bail  rcnlerme 
tout  ce  que  l'on  peut  désirer  savoir  sur  l'histoire  des  Piinripes; 
c'est  d'ailleurs  l'œuvre  d'un  esprit  clair,  judicieux  et  méthodique. 

Paul  Tannerv. 


MELANGES. 

SUR  LES  SURFACES  MINIMA; 
Par  m.  E.  CAMVALLO. 

M.  Hermann  Grassmann,  fils  de  léminent  géomètre  berlinois 
du  même  nom,  a  publié  récemment  une  Dissertation  inaugurale 
pour  le  Doctorat  qui  a  pour  titre  Application  de  /'ausdehncngs- 
LEHRE  à  la  théorie  des  courbes  et  des  surfaces  (').  L'Aus- 
dehnungslehre  (-)  est  cette  méthode  de  Grassmann  dont  j'ai 
exposé  les  principes  et  fait  valoir  les  avantages  (').  La  Disserta- 
tion du  nouveau  Docteur  allemand  est  intéressante.  Ecrite  dans 
un  style  remarquablement  clair,  elle  fait  bien  ressortir  la  supério- 
rité de  la  méthode  de  Grassmann. 

L'auteur  établit  entre  autres  l'équation  différentielle  des  sur- 
faces minima  et  en  déduit  cette  propriété  fondamentale  que  la 
somme  des  courbures  d'une  surface  minima  est  nulle  en  tous 
ses  points.  C'est,  de  tout  l'opuscule,  la  seule  démonstration  qui 
ne  laisse  pas  le  sentiment  d'une  propriété  intuitive.  La  démons- 
tration exposée  dans  le  Livre  de  M.  Darboux  ('■),  malgré  sa  sim- 
plicité, ne  m'a  pas  donné  plus  de  satisfaction  à  cet  égard.  Je  pro- 


(■)  Halle,  1893. 

(')  Die  Ausdehnungslelire;  Berlin,  r862. 

(')  Exposition  d'un  Mémoire  de  M.  F.  Casparj'  :  Bulletin  de  la  Société  mathé- 
matique de  France,  t.  XV  1887.  Théorie  des  déterminants,  3«  série,  t.  X;  mai 
et  aoiU  1891.  La  méthode  de  Grassmann  {\ou\\  Ann.,  2'  série,  t.  XI;  1892). 

(  ')  Leçons  sur  la  théoiie  générale  des  surfaces.  Cliap.  II,  p.  281. 
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pose  la  suivante.  Elle  est  si  inliiilive  qu'elle  pcul  cire  préscnlée, 
soil  par  le  calcul,  soil  piir  la  (  ".éométrie. 

Considérons  une  portion  de  surface  (S)  limilée  par  un  conlour 
donné  (C).  Faisons  subir  à  (il)  une  pelite  déibrmalion,  lonl  en 
laissant  le  contour  (C)  invariable.  Elle  devient  (S').  Proposons- 
nous  de  eal(iii<M-  la  variation  de  l'aire  (piand  on  passe  de  (X)à(S'). 

Soit  x  le  vecteur  d'un  point  de  (S),  dépendant  de  deux  para- 
mètres quelconques  u   et  e.  L'élément   de  la  surface  (S)  a  pour 

cotés   deu\   vecteurs  élémentaires  — -  <i«  et  -r^dv.  Si  à  ces  deux 

vecteurs  élémentaires  je  joins  le  v(>eteur  normal  v,  égal  à  l'unité 
de  loni^ueur,  j'aurai  un  parallélépipède  dont  le  volume  mesure  aussi 
l'élément  (/S  de  la  surface.  Si  donc  je  désigne,  avec  Grassmann, 
oar  le  svmbole  v  —  -^  le  déterminant  fomné  par  les  composantes 
rectangulaires  des  trois  vecteurs  qu'il  contient,  j'aurai,  pour  l'élé- 
ment de  la  surface, 

L    Ou  'A'  J 

L'aire  de  la  portion  de  surface  (S)  limitée,  par  la  courbe  (C) 
sera  donc 

l'intégration  étant  étendue  à  tous  les  éléments  compris  dans  l'in- 
térieur de  la  courbe  (G). 

Si  je  désigne  par  la  caractéristique  A  les  variations  dues  à  la  dé- 
formation de  la  surface  (S),  j'aurai,  pour  la  mesure  de  la  surface 
voisine  (S'  ), 

Je  dois  égaler  à  zéro  la  partie  principale  de  l'accroissement  AS. 
Or  le  premier  terme  du  développement  représente  S.  Les  trois 
termes  suivants  contiennent  la  partie  principale  de  l'accroisse- 
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meiU  AS,  la  pailie  simiiuLc,  non  écrilc,  ne  c(inlenanl  que  des 
lermes  d'ordre  supérieur  au  premier  )jar  rapport  aux  df'for- 
nialions. 

Si  donc  je  désii;ne  ])ar  la  earaelérislicpie  o   les  parties   princi- 
pales des  déformations  A,  j'obtiens 

Or  l'élémcnl   ov,  accroissement  de  la  normale  unité  v,  est  pa- 

-à  la  surface  (S). 

Ou   Oi'  ] 

Le  volume  du   j)arallélépipède  infiniment  aplati     ov -^ ^      est 


donc  nul  : 

(2) 


r^    dx  dxl 

ov  ■ —  ■    -     =  o, 
L      Ou  dv \  ' 


et  le  premier  terme  de  oS  disparait. 

Pour  interpréter  le  second  terme,  j  emprunte  au  Livre  de 
M.  Darboux  la  définition  suivante  de  la  déformation  de  la  sur- 
face (S). 

La  normale  en  un  point  M  de  (Sj  rencontre  (S')  en  un  point  M'. 
Désignons  par  \  la  longueur  INJM'.  La  surface  (2')  sera  définie  si 
l'on  donne  À  en  fonction  de  u  et  r.  Le  point  .r  +  A.r  de  (S'),  cor- 
respondant à  J",  sera  déterminé  par  la  formule  vectorielle 


croù  l'on  tire 
(3) 


A.r  =  T  -H  /.v, 

ù  o.r        OX 
Ou  Ou 


Ou 


Si  je  porte  cette  expression  dans  le  deuxième  terme  de  lex- 
pression  (i)  de  oS,  il  vient 

tt)  o.r  '^•2"^  _  <->f-  r     dx~\       ,  r    O'i    Ox^ 
Ou    ûv  \        Ou^     dv  \    '    '       Ou  Ov  J 

Le  premier  des  deux  termes  du  second  membre  est  nul 

'.  r     dxl 

-    'l'i  —      =  o. 

'  L    '-''•  J 


(1) 


OK 
Ou 
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car  le  clcleiniiiianl  reprcscnlc  par  le  cioclicL  csl  nul  comme  ayant 
les  tK-nx  prcniii  Tes  lignes  idcnliques  (leurs  éléments  sont  les 
cosinus  (lirccleiirs  de  la  normale  v  i.  ()n  a  donc 

r  0  ox  0x1  ,    ,      ^  V  0^1  ôx^  j    , 

(  î)  V  -    -   -—     r/ii  ch  r-  A    V  --  —     du  dv. 

^  '  y    du  i)ç  j  y  Ou  Ov 

En  faisant  la  même  IransCormalion  pour  la  troisième  intégrale 
de  (i),  on  oblicnl  pour  oS  l'expression 

ob  =   /    /   A    V  —     ^ h  V du  d\\ 

J ,1      l    Ou  Ov  Ou  Ovj 

Or  A  est  une  fonction  arltitraiie  de  //  et  c.  Celle  intégrale 
devant  être  nulle,  quelle  que  soil  la  fonction  A,  chaque  élément 
doit  être  nul,  ce  qui  donne 

r     O-j    Ox  1        r    O.r  0-1  \ 
'  y    Ou  Ov  J        L    Ou  Ov  J 

Telle  est  Técpiation  différentielle  des  surfaces  dites  ininima.  11 
faudrait  en  outre  écrire  que  les  termes  en  ).-,  dans  le  développe- 
ment de  AS,  conservent  le  signe  -h  quel  que  soit  A,  pour  être 
assuré  que  l'aire  de  (S)  est  plus  petite  que  l'aire  de  toute  surface 
voisine  (S'). 

L'équation  (6)  s'interprète  facilement,  de  façon  à  fournir  la 
propriété  fondamentale  des  surfaces  minima.  Pour  cela,  suppo- 
sons, avec  M.  Darhoux,  que  les  paramètres  u  et  c,  demeurés 
jusqu'ici  arbitraires,  représentent  les  paramètres  des  lignes  de 
courbure  de  la  surface.  Alors,  si  l'on  désigne  par  K  et  R'  les  deux 
rayons  de  courbure  de  la  surface,  au  point  .r,  les  formules 
d'Olinde  Rodrigues  donnent 

I    c)v  I    dx 

\  ôïi  ~       R  c'a' 

(7) 


Ov  T    dx 

'Jv  ~~        W  Ou 


En  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (7),  il  vient 

[Ox  Ox~\  /  \  1   \ 

''0u-0-^\\-^^w)=''- 

Le  premier  facteur  est  différent  de  zéro  :  c'est  le  quotient  par 
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diidv  de  réléiiiciiL  d'aire  <^S.  Le  second  iacleiir  doit  donc  èlre 
nul  et  Véqualion  différentielle  des  surfaces  ininima  exprime 
que  la  somme  des  courhurcs  est  futile. 

Ma  démonslralion  esl-elle  j)liis  siin|>le  que  les  deux  c|ue  j'ai 
citées  au  d(''l)iil?  Cela  peut  être  CDnlcslé,  révalualion  de  la  sini]»li- 
cité  étant  variable  avec  les  notions  et  les  foi-inulcs  les  plus  fami- 
lières à  chacun.  Mais  une  chose  est  incontestable,  c'est  que  tous 
les  termes  de  ma  démonstration  analytique  ont  une  interprétation 
si  simple  que  celle  démonslralion  peut  aussi  bien  être  présentée 
sous  une  forme  purement  géométrique,  (^esl  le  caractère  de 
supériorité  de  la  méthode  de  Grassmann  de  fournir  des  démon- 
strations qui  sont  à  la  fois  analyticpics  et  géométriques. 

Interprétons  donc  les  formules;  le  lecteur  reconnaîtra  que  tous 
les  faits  qu'elles  expriment  sont  inluitils. 

La  formule  (i)  signifie  que  la  partie  principale  du  changement 
de  Télémenl   de    surface  MNPQ  =  «-/S    {/iff-    i)    se  compose    de 


l-ig.  I. 


3  parties  dues,  respectivement,  au  changement  d'orientation  de 
son  plan  ov  et  au  changement  de  chacun  de  ses  cotes  -t — au  et 

d  ^x    t 
-T-dv. 
dç 

L'équation  (2)  signifie  que  la  première  cause  ne  modifie  pas 
l'aire  de  l'élément  de  surface. 

Les  formules  (3)  signifient  que  la  déformation  du  coté  ^^« 

est  due  à  deux  causes,  la  variation  de  la  fonction  ).  le  long  de  ce 
côté,  et  le  changement  d'orientation  de  la  normale  v. 

La  formule  (4)  signifie  que  la  variation  N,  N2=v^û?«  due 
à  A  est  sans  influence  sur  l'aire  de  l'élément  dS  [fig-  2). 

La  formule  (5)  s'interprète  ainsi  :  N,N:j=-  J^^<^lii  {fig-  3)  est 
l'élément  d'arc  intercepté,  sur  la  sphère  de  rayon  1,  entre  la  nor- 
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I  •  I  I  •  Or    ,       -   O'i    ,         ^     i 

iii;il<'  an  point  x  et  la  notnuuc  an  point  x -\ du  ;  A  -^  du  est  alors 

'  '^  Ou  Ou 


raccroissemenl  "('"omclrinne  de  l'arc  l.  ~-du  =  MjN,  qui  est  dii  au 
"-  '  ou  ' 

changement  d'orienlalion  de  la  normale  v. 

l-is.  ■-'. 


L'équation  (6)  égale  à  zéro  la  variation  de  l'élément  d'aire  due 
à  cette  déformation  et  à  celle  de  l'autre  côté  de  l'élément. 


Fif 


Pour  avoir  une  interprétation  simple  de  celle  formule  (G),  on  a 
pris  pour  élément  de  surface  la  maille  MNPQ  du  réseau  de  cour- 
bure, ce  qui  est  exprimé  par  les  équations  (7).  La  première  de 


dx 


ces  équations  signifie  que  le  changement  du   côté  MN=  -r—du^ 

pour  la  déformation  A  {fig.  4)i  se  réduit  à  un  allongement,  dans  le 

sens  -T-?  éo'al  à   Ni  Ni  =  -  — -du.  Le  coefficient  de  dilatation  de 
au      °  R  Ou 

cet  allongement  est  ^^  • 

L'équation  (S)  égale  à  zéro  l'accroissement  d'aire  ainsi  réduit  à 

Dull.  des  Sciences  malliem.,  1'  série,  l.  XMII.  (.liinvicr  1X9^.)  a 
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Toutes  CCS  inlerprélalions  se  lisenl  sur  les  lonuules.  D'autre 
part,  les  faits  qu'elles  contiennent  se  voient  facilement  par  des 
considérations  de  Géométrie  infini lésinialc.  La  laison  de  la  pro- 
priété fondamentale  des  surfaces  niinima  est  rendue  intuitive  et 

Fig.  4. 


peut  être  expliquée  en  langage  ordinaire.  Dans  la  déformation 
d'une  surface  dont  les  deux  courbures  sont  égales  et  de  sens  con- 
traire, l'un  des  côtés  de  la  maille  du  réseau  de  courbure  se  dilate 
autant  que  l'autre  se  contracte  et  cette  compensation  laisse  sa 
surface  invariable.  Si  les  courbures  sont  inégales,  cette  com- 
pensation n'a  plus  lieu  exactement.  Si  les  deux  courbures  sont  de 
même  sens,  les  deux  côtés  de  la  maille  se  dilatent,  ou  tous  deux 
se  contractent  à  la  fois,  de  façon  que  la  suiface  de  la  maille 
augmente  ou  diminue. 


SUR  UN  FRAGMENT  INÉDIT  DES  MÉTRIQUES  DE  HÉRON  D'ALEXANDRIE; 
Par  m.  Paul  TANNERY. 


Dans  son  commentaire  sur  la  Mesure  du  cercle  d'Archimède, 
Eutocius  s'exprime  comme  suit  (éd.  Heiberg,  p.  2jo,  1.  i-5)  : 
«  Comment  on  doit  prendre  la  racine  approximative  d'un  nombre 
donné,  cela  a  été  dit  par  Héron  dans  ses  Métricfues,  de  même  que 
par  Pappus,  par  Théon  et  par  divers  autres  commentateurs  de  la 
grande  Composition  de  Claude  Ptolémée  ». 

Des  auteurs  ainsi  allégués  par  Eutocius,  on  ne  possédait  jusqu'à 
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présent  que  Tliéon  d'Alexandrie;  il  ne  traite  d'ailleurs  que  de 
l'extraction  de  la  racine  carrée  des  nombres  sexagésimaux,  ce  qui 
ne  répond  nullement  à  la  question  qui  se  pose  au  sujet  des  calculs 
de  la  Mesure  du  cercle  :  Quelles  méthodes  étaient  enseignées 
chez  les  anciens  pour  la  détermination  des  fractions  complétant 
approximativement  la  partie  entière  d'une  racine  incommensu- 
rable (')? 

Cette  question  n'était  jusqu'à  présent  traitée  que  par  conjec- 
ture. Les  plus  anciens  textes  grecs  publiés  sur  la  matière  ne  re- 
montent pas  au  delà  du  xiv^  siècle  {-). 

Il  en  était  cependant  un  que  renferment  des  manuscrits  souvent 
étudiés,  qui  semble  l'aire  partie  de  la  série  des  écrits  que  vise 
Eutocius  et  qui  donne  précisément  le  passage  des  Métriques  de 
Héron  auquel  fait  allusion  le  commentateur  d'Archimède. 

Ce  texte  est  celui  des  Prolégomènes  à  la  syntaxe  de  Pto- 
lémée,  anonymes  dans  certains  manuscrits,  attribués  dans  d'autres 
à  Pappus  ou  même  à  Diophante.  En  réalité,  c'est  une  compilation 
faite  surtout  d'après  Pappus  et  Théon  d'Alexandrie,  par  un  auteur 
postérieur  à  Sjrianus  {^)  (v^  siècle  de  notre  ère),  mais  qui  n'est 
pas  chrétien  ('•)et  ne  peut  guère,  par  suite,  avoir  vécu  après  Euto- 
cius. 

Il  est  d'ailleurs  possible  de  former  une  conjecture  plus  précise 
au  sujet  de  cet  auteur.  Dans  le  précieux  manuscrit  de  la  Biblio- 
thèque ÎSationale  grec  n"  2390  du  xu"  siècle,  dont  la  première 
main  semble  reproduire  fidèlement  un  codex  beaucoup  plus 
ancien,  les  Prolégomènes  sont  immédiatement  suivis  d'une 
série  d'observations  astronomiques  faites  à  Alexandrie,  datées  de 
498  à  509  et  commençant  par  les  mots  :  «  J'ai  vu,  moi  Héliodore  ». 


(')  Celle  question  est  au  reste  essentiellement  différente  de  celle  de  savoir 
comment  dans  un  calcul  donné,  chez  Archimède  ou  chez  tel  autre  auteur,  la 
fraction  complémentaire  a  été  déterminée. 

(')  Barlaam  et  Nicolas  Rhabdas.  Voir,  pour  ce  dernier,  ma  publication  dans 
les  Notices  et  extraits  des  Manuscrits,  XXXII,  1886. 

(^)  II  attribue  à  ce  philosophe,  le  maître  de  Proclus,  d'avoir  inventé,  pour  faci- 
liter la  division  d'une  fraction  sexagésimale  simple  par  une  autre,  par  exemple 
de  120'"  par  240'^,  de  substituer  au  dividende  et  au  diviseur  leurs  quotients  par 
un  facteur  commun.  On  ne  peut  voir  là  qu'une  preuve  singulière  des  lacunes  que 
présentait,  dans  l'antiquité,  l'enseignement  classique  du  calcul. 

(*)  Ainsi  il  qualifie  Ptolémée  de  divin. 
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Ea  marge,  se  liome  la  incnlion  :  «  J'ai  copié  ceci  sur  rexeniplaiie 
du  philosophe  »  ('). 

Il  n'est  pas  doiUeiix  que  cet  Héliodore  ne  soit  le  fils  d'Hermias 
et  le  frère  d'Ammonius,  qui  avait  suivi  avec  lui  à  Alhrnes  les 
leçons  de  Proclus  et  qui,  vers  le  conimenccmenl  du  vi'^  siècle, 
professait  à  Alexandrie,  où  il  eut  Eutocius  pour  disciple.  Si, 
comme  il  semble  bien,  c'est  de  l'exemplaire  de  la  Syntaxe  appar- 
tenant à  Héliodore  que  dérive  notre  manuscrit  12390,  on  peut  lui 
attribuer  les  Prolégomènes,  qui,  en  tout  cas,  sont  dus  à  quelqu'un 
du  même  temps  et  de  la  même  école,  et  qu'Eu toci us  a  très  proba- 
blement connu. 

Jusqu'ici  on  n'a  publié  du  texte  des  Prolégomènes  que  le  début 
et  la  partie  concernant  la  théorie  des  isopérimètres  (dans  l'édition 
de  Pappus  de  Hultsch,  vol.  III,  préf.  xvii-xxi,  iiSp-iiôo)  ainsi 
qu'un  fragment  sur  la  multiplication  et  la  division  des  nombres 
sexagésimaux  (-).  C'est  de  la  partie  inédile  qui  fait  suite  que  je 
tire  le  passage  dont  je  donne  ci-après  la  traduction  (Ms.  gr,  2890, 
fol.  9  verso,  2*  colonne). 

«  Nous  montrerons  donc  comment  il  faut  prendre  la  racine 
carrée  des  nombres  donnés.  Proposons-nous  de  le  montrer  à  la 
fois  suivant  ce  qui  se  trouve  dans  les  Métriques  de  Héron  pour 
la  mesure  du  triangle  en  général,  et  suivant  ce  qu'en  a  dit  le  phi- 
losophe Théon  dans  son  commentaire.  Héron,  en  effet,  rencontre 
un  certain  nombre,  720,  dont  il  prend  la  racine  pour  trouver  l'aire 
du  triangle  d'après  la  méthode  générale.  Voici  ce  qu'il  dit  : 

«  Puisque  720  n'a  pas  de  racine  rationnelle,  nous  prendrons 
))  comme  suit  la  racine  avec  une  différence  minime.  Puisque  le 
»  carré  le  plus  voisin  de  720  est  729,  dont  la  racine  est  27, 
»  divisez  720  par  aj,  il  vient  26|.  Ajoutez-v  27,  il  vient  o3|,  prenez 
»  la  moitié,  qui  est  26^^.  Ainsi  la  racine  de  720  sera  à  très  peu 
»   près  26:^^;  car,  en  multipliant  ce  nombre  par  lui-même,   on  a 


(')  Celte  série  d'observations  est  celle  que  Boulliau  a  fait  connaître  sous  le 
nom  de  Thius,  parce  qu'elles  en  comprennent  une  faite  à  Athènes  et  de  date  an- 
térieure (470),  qui  porte  la  mention:  xoO  Sejo-j  -r^yr^Tiç,  ce  qui  signifie  :  Observa- 
tion du  divin  (c'est-à-dire  de  Proclus). 

{')  Opusculuni  de  multiplie atione  et  divisione  sexagesimalibus  Diophanto 
vel  Pappo  attribuendum,  primum  edidit  et  notis  illustravit  C.  Henry.  Halle, 
Schmidt.  1879.  Cette  publication  est  très  fautive  et  à  peu  près  inutilisable. 


),  -oo  — .  Si  nous  voulons  fiuc  la  dilléiT'nce  soil  encore  moindre 
»  que  la  fraction  ^îj,  nous  prenons  720^5,  et  faisant  la  même  chose, 
»  nous  trouverons  (|ue  la  dillV-renee  tombe  beaueoii|)  au-dessous 
»    de  tJj:  »  . 

»  Voilà  ce  que  dit  Héron    ». 

Avec  les  notations  modernes,  soient  :  A  =  «*-!-/•  un  nombre 
non  carré  parfait,  a  une  valeur  approchée  de  la  racine,  /■  positif  ou 
négatif,  Héron  enseigne  de  prendre  pour  ^/A  la  nouvelle  valeur 

approchée 

1  /         A  \  /• 

■1  \  a  ]  ia 

puis 

A 

H 

«1 


C'est  identiquement  le  procédé  de  Barlaam  et  de  Rliabdas, 
dont  l'antiquité  est  ainsi  démontrée.  Bien  plus,  on  peut  dire  que 
ce  fut  le  seul  procédé  classique  chez  les  Grecs,  quels  que  soient 
les  artifices  spéciaux  qui  aient  pu  être  employés  pour  l'approxima- 
tion effective  de  la  racine  dans  tel  ou  tel  cas  particulier. 

Le  fragnientdont  nous  avons  donné  la  traduction  provoque  une 
autre  remarque. 

Dans  les  écrits  géométriques  qui  nous  ont  été  conservés  sous  le 
nom  de  Héron,  le  procédé  d'extraction  de  la  racine  carrée  est 
toujours  supposé  connu.  Celui  de  ces  écrits  qui  paraît  le  plus 
authentique,  la  Geometria,  donne  (p.  iio-iii  de  l'édition  de 
Hultsch)  26.7^  pour  racine  approximative  de  720  et  comme  aire 
d'un  triangle  faisant  partie  d'un  trapèze  et  dont  les  côtés  sont  les 
nombres  7.8.9  (périmètre  2/):=  2^1).  Cette  aire  est  obtenue  par 
la  formule 

A  =  \fp{p  —  a){p  —  b){p  —  c), 

et  il  est  clair  que  c'est  l'application  de  cette  formule  que  notre 
auteur  entend  par  méthode  générale  pour  la  mesure  du  triangle 
(•/.aOc/.'.y.Y;  ;j.éTpr,7'.ç  tsj  Tpr/wv^j).  Or,  dans  la  Geometria,  nous 
trouvons  précisément  cette  expression  comme  litre  pour  les  pro- 
blèmes où  cette  formule  est  employée  (p.  71).  Mais  nous  ne  la 
rencontrons  là  que  [)our  deux  triangles  dont  Taire  est  ralionuelle, 
le  scalène  i?*,  i4,   1  N  el   If"  rectangle  ."),   12,   i3. 
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D'aulre  part,  dans  la  GeonicLria,  la  |)reinière  racine  appiocliéc 
(jui  se  présente  n'est  [)as  celle  de  7^0,  comme  cela  devait  être  dans 
les  Métriques. 

On  ne  peut  guère  supposer  cependant  que  Héron  ait  rédigé 
deux  Ouvrages  distincts  traitant  de  la  même  façon  les  mêmes 
sujets.  11  s'ensuit  que  la  Geomelria  ne  peut  tout  au  plus  valoir 
que  comme  un  extrait  incomplet  des  Métriques. 


SUR  UNE  APPLICATION  D'UN  THÉORÈME  DE  M.  HADAMARD; 
Par  m.  K.mii.k  BOREL. 

Voici  comment  M.  Hadamard  obtient  le  lliéorèmc  dont  il 
s'agit  (*).  Etant  donnée  une  série,  ayant  pour  rayon  de  conver- 
gence 0 

supposons  que,  en  la  mullipliant  par  un  polynôme 

Y*{x)  =  I  -I-  A|a?+  Aox^-h. . .-+-  X,,xi\ 

on  obtienne  une  série 

B(x)  =  P(x)  A(x)  =  bo^  bix  -h  boX'-h.  . ., 

ayant  pour  rayon  de  convergence  p'.  On  a 

On  en  conclut,  en  supposant  q  ~^ p.,  que  le  déterminant  défini 
par  l'égalilé 

(lin  ((  m  +  l  '^f'/n+l        •  •  •         Clm-irq 


^  /tï.rr  — 


''in  +  (j      ^f' /!!  +  (/+[ 


hn  hir/ 


(')  L'.s.sai  su/-  l'élude  des  fondions  (lonnces  par  leur  de\elo/>pement  en  série 
de  Tajior,  ^  13-l'.l  (  Journal  de  MatlK-niatiques,  '\'  -iéric,  t    \'in,   iSqîj. 
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est  éeal  à 


(i/n  +  i 


'iii+p+\ 


Ctin+q 


'  /ll-i-l/  +  /)—l 


f^m  +  ff 
'//I+7  +  1 


'/n+ir/ 


Or,  la  série  A(j:^)  ajanl  pour  rajon  de  convergence  p  et  la  série 
B(:r),  p',  le  module  de  ce  second  déterminant,  et  par  suite  le 
module  de  D,„,^,  est  visiblement  inférieur  à 


\ppp'<}-p  j 


B  désignant  un  nombre  positif  que  l'on  pourra  supposer  aussi 
petit  que  l'on  veut,  pourvu  que  l'on  prenne  m  suffisamment 
grand.  C'est  là  le  résultat  obtenu  par  jM.  Hadamard,  qui  en  a  fait 
de  très  intéressantes  applications. 

Je  me  place  dans  le  cas  particulier  où  les  a  étant  des  nombres 
entiers  (que  je  suppose  réels,  pour  plus  de  netteté,  mais  rien  ne 
serait  changé  s'ils  étaient  complexes),  la  fonction  A(x)  n'a  pas 
d'autres  singularités  que  p  pôles  à  l'intérieur  d'un  cercle  de 
rajon  p'^  i.  Déterminons  alors  un  nombre  q  vérifiant  la  relation 

pp  p'i-p  >  i . 

En  prenant  pour  P(^)  le  polynôme  qui  admet  pour  zéros  les/> 
pôles  dont  on  vient  de  parler,  on  voit  que  D,,,^^  tend  vers  zéro 
lorsque  m  augmente  indéfiniment.  Mais  c'est  un  nombre  entier; 
donc  pour  m  suffisamment  grand,  on  a  nécessairement 


Désignons  par  /c  le  plus  petit  nombre  tel  que,  pour  tn  suffi- 
samment grand,  on  ait  D,„^/;=o.  Le  nombre  k  est  au  pbis  égal 
à  ^  et  par  hypothèse  la  relation 

e  n l ra  i  n  c 


(■'•) 


D.„ 


a4  PUEMIÈHE  PARTIE. 

Je  dis  ciiic  Ton  ne  peut  avoir  en  même  temps 

(3)  1J/«,A-1  =  <>- 

En  effet,  l'idenlilé 

montre  que  les  relations  (•.^),  (3)  [cl,  par  suite  (i)  et  (3)]  entraî- 
neraient 

On  montrerait  de  même,  en  raisonnant  de  proche  en  proche, 
que  l'on  a  quel  ([ue  soit  h 

ce  qui  est  contraire  à  riiypothêse  laite  sur  /. .  La  relation  (i)  en- 
traîne donc  l'égalité  (2)  et  l'inégalité 

D/«,/i-i  9^  o. 

On  voit  dès  lors  immédiatement  que  l'on  peut  déterminer  des 
nombres  (visiblement  rationnels)  w,,  Wo,  u^,  ...,  «a,  tels  que  la 
relation 

( a )  a„i+u  =  Il  1  «/«+/. -1  -t-  «2 am+lc—i H- .  . . -H  i<A- « /« 

soit  une  conséquence  de  la  relation  (i);  car  si  l'on  écrit  toutes 
les  relations  analogues  à  (a),  en  donnant  à  m  successivement  les 
valeurs  m',  m' -\-  \,  m' -\-  2,  m' -\-  3^  .  .  .,  les  valeurs  des  u  qui  vé- 
rifient A'  équations  consécutives  quelconques  vérifient  nécessaire- 
ment la  suivante. 

Les  relations  (a)  montrent  que  A(x)  peut  être  considéré 
comme  le  quotient  de  deux  poljnomes  à  coefficients  entiers. 
Donc  :  Si  une  série  à  coefficients  entiers,  ordonnée  suivant 
les  puissances  croissantes  de  la  variable,  représente  une  fonc- 
tion n'admettant  sur  le  cercle  de  rayon  un  et  à  son  intérieur 
aucune  autre  singularité  que  des  pôles,  elle  est  égale  au  quo- 
tient de  deux  polynômes  à  coefficients  entiers  ('). 


(')  On  peut,  en  cITet,  trouver  alors  un  noinjjrc  f/ >  i  le!  qu'il  n"}'  ait  que  des 
pûlcs  à  riutr'rieur  du  cercle  de  ravon  0'. 
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En  excluanl  ce  dernier  cas,  on  voit  (|ue  : 

Une  fonction  inéromorplie  ne  peut  pas  être  représentée  par 
une  série  de  Taylor  à  coefficients  entiers. 

Si  une  série  à  coefficienls  entiers  a  une  valeur  incommensu- 
rable pour  une  valeur  commensurable  particulière  de  la  variable, 
elle  ne  peut  être  é^ale  au  quolicnl  de  deux  polvnomes  à  coeffi- 
cients entiers;  dès  lors  on  est  certain  que  la  fonction  qu'elle  re- 
présente a  d'autres  points  singuliers  que  des  pôles  à  l'intérieur 
du  cercle  de  rayon  un,  ou  sur  ce  cercle.  Tel  est  le  cas,  en  parti- 
culier, lorsque  les  coefficients  de  la  série  sont  limités  et  ne  se  re- 
produisent pas  périodiquement. 

Il  est  facile  de  comprendre  pourquoi  on  ne  peut  trouver  de 
théorèmes  analogues,  où  n'interviendraient  que  les  singularités 
comprises  à  l'intérieur  du  cercle  de  rayon  un.  En  effet,  si  dans 
une  série  quelconque  on  remplace  tous  les  coefficients  par  leur 
partie  entière,  ce  qui  revient  à  retrancher  une  série  ayant  un 
rayon  de  convergence  au  moins  égal  à  un,  on  n'allère  en  aucune 
façon  ces  singularités.  Donc,  à  leur  égard,  l'hypothèse  que  les 
coefficients  sont  entiers  n'a  rien  de  spécial. 
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Sia  \V.  THOMSON  (Loud  KELVIN).  —  Conféke.nces  s(:n;.vni-iQ(  ks  i:t  ai- 
locutions  (Constitulion  de  la  niatièro);  traduites  cl  aimoléos  par  M.  P. 
Liigol,  avec  des  extraits  de  Mémoires  récents  de  Sir  W.  Tlioinson  et 
quelques  Notes  par  iM.  BnUouln. 

M.  H.  Poincaré,  dans  son  Electricité  et  Optique  (t.  I),  parle 
du  «  senlinienl  de  malaise  et  même  de  défiance  )>  qu'un  lecteur 
français  éprouve  en  ouvrant  le  l.i\re  de  Maxwell.  En  lisant  les 
Conférences  et  allocutions  de  Sir  W.  Thomson,  on  est  d'abord 
sous  le  charme  d'un  langage  merveilleux  de  clarté  et  de  vivacité, 
qui,  sans  le  secours  d'autre  symbole  que  les  mots  usuels  et  les 
comparaisons  familières,  excelle  à  donner  une  idée  juste  sur 
quelques-uns  des  sujets  les  j)lus  (Jt-licats  de  la  Physique.  Mais  le 
livre  achevé,  quand  on  a  soigneusement  relu  les  nombreux  ex- 
traits empruntés  à  diverses  parties  de  l'œuvre  de  Tliomson,  que 
M.  Brillouin  a  coordonnées  en  y  joignant  des  Notes  fort  instru(-- 
tives,  si  l'on  jette  les  veux  sur  le  sous-titre  du  volume  :  Consti- 
tution de  la  matière;  et  si  Ton  se  demande  comment  Sir  W. 
Thomson  comprend  en  définitive  la  constitution  de  la  matière, 
on  éprouve  quelque  chose  de  ce  sentiment  de  malaise  dont  par- 
lait M.  Poincaré.  Les  molécules  matérielles  sont-elles  des  gvro- 
stats  articulés?  Sont-elles  des  solides  perforés  traversés  par  de^ 
circulations  de  liquides?  ou  bien  des  parallélépipèdes  dont  les 
arêtes  sont  formées  par  des  renvois  de  sonnettes  venant  s'accrocher 
aux  sommets?  La  réponse  du  lecteur  qui  a  lu  les  Conférences 
scienti fichues  serait  sans  doute  que  la  matière  n'est  pas  l'une  de 
ces  choses  plutôt  qu'une  autre;  elle  est,  si  l'on  veut,  tout  cela  eu 
même  temps. 

Nous  retrouvons  dans  ces  conférences  deux  tendances  qui  pa- 
raissent s'exclure  et  qui  se  trouvent  pourtant  réunies  dans  le 
même  esprit  chez  la  plupart  des  savants  anglais  :  un  éclectisme, 
qui  fait  exposer  l'une  à  la  suite  de  l'autre  deux  théories  contra- 
dictoires, et  un  objeclivisme  qui  fait  parler  quelquefois  d'hjpo- 
thèses  dépassant  la  science  sur  le  même  ton  affirmalif  que  du  cou- 
tenu  de  la  science  même.  Entre  ces  deux  tendances,  l'opposition 

Bull,  des  Sciences  nuilhéni.,  j"  st'-i  ie.   t.  X\III.  {['évripr  i^i'/i-)  3 


3o  l'IU-.MIKUI'    l'AIMIK. 

n'est  qu'appareille;  certains  passages  de  Sir  W.  Thomson  sont 
à  cet  égard  bien  signiHcalifs  ;  ils  nous  donnent  la  clef  du  sens 
que  les  physiciens  anglais  attachent  à  ces  mots  :  explication  d'un 
phénomène,  inlellii^ence  d'un  jihénomène. 

<(  Il  me  semble  (pie  le  vrai  sens  de  la  (jucslion  :  «  Coniprenons- 
»  nous,  ou  ne  comprenons-nous  pas  un  sujet  particulier  en  Phv- 
))  sique?  »  est  :  «  Pouvons-nous  faire  un  modèle  mécanique 
»  correspondant?  »  J'ai  une  extrême  admiration  pour  le  modèle 
mécanique  de  l'induction  électromagnétique  dû  à  Maxwell;  il  a 
créé  un  modèle  capable  d'exécuter  toutes  les  opérations  mer- 
veilleuses que  l'électricité  fait  dans  les  courants  induits. 

»  Je  ne  suis  jamais  satisfait,  tant  que  je  n'ai  pas  pu  faire  v\\\ 
modèle  mécanique  de  Tobjet;  si  je  j)uis  faire  un  modèle  méca- 
nique, je  compi'cnds;  tant  que  je  ne  puis  pas  faire  un  modèle  mé- 
canique, je  ne  comprends  pas,  et  c'est  pour  cela  que  je  ne  com- 
prends pas  la  théorie  électromagnétique  de  la  lumière.  Je  crois 
lérmement  en  une  théorie  électromagnétique  de  la  lumière; 
quand  nous  comprendrons  l'électricité,  le  magnétisme  et  la  lu- 
mière, nous  les  verrons  comme  des  parties  d'un  tout;  mais  je 
demande  à  comprendre  la  lumière  le  mieux  possible  sans  intro- 
duire des  choses  que  je  comprends  encore  moins.  Voilà  pourquoi 
je  m'adresse  à  la  Dynamique  pure.  »  (Ce  vol.,  p.  29g.) 

Cette  définition  du  mot  comprendre  ne  saurait  être  admise 
sans  provoquer  des  contestations.  A  vrai  dire,  il  y  a  autant  de 
définitions  du  mot  comprendre  qu'il  y  a  d'esprits  différents;  et 
celle  de  Sir  W.  Thomson  caractérise  à  merveille  ime  tournure 
d'esprit  fréquente  chez  les  savants  anglais  (*).  Mais  pour  bien 
des  gens,  comprendre,  c'est  autre  chose  :  comprendre  une  idée, 
c'est  la  rattacher  par  un  lien  logique  à  des  idées  antérieurement 
acquises  auxquelles  Tesprit  est  déjà  habitué;  comprendre  un 
phénomène  physique,  c'est  saisir  une  liaison  nécessaire  entre  ce 
phénomène  et  d'autres  phénomènes,  de  telle  sorte  que  la  notion  de 
ce  phénomène  ne  constitue  plus  dans  l'esprit  une  notion  isolée. 


(')  Voir,  sur  ce  sujet,  P.  Duhem,  L'École  anglaise  et  les  théories  physiques 
(Bévue  des  questions  scientifiques,  2°  série,  t.  IV,  p.  3^5). 
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Si  I  on  arrive  à  «'■tahlir  dé(îiiilivi;iii(MiL  celte  proposition  qui  ré- 
sume /<t  lliéorie  éleclroinagiiélique  :  «  l^a  cause  des  sensations 
lumineuses  est  un  pliénomrn(!  éleclromagnétiipie  d'un  genre 
spécial  »,  il  me  semble  (jiron  aura  compris  la  lumière,  aussi  bien 
qu'on  a  compris  le  son  quand  on  a  |)rouvé  que  la  cause  des  sen- 
sations auditives  esl  un  mouvemcnl  de  la  malière  ordinaire  qui 
satisfiiil  à  des  conditions  spéciales. 

Si  l'Optique  devenait  un  Cliapitrc  de  l'électromagnétisme 
comme  l'Acoustique  est  un  Chapitre  de  Télasticilé,  il  resterait  à 
comprendre  l'électricité  et  le  magnétisme,  comme  aussi  l)ien  il 
reste  à  comprendre  la  matière  élastique,  mais  il  ne  resterait  plus 
à  comprendre  la  lumière.  Se  faire  une  image  concrète  d'un  phé- 
nomène est  souvent  uliie  pour  arriver  à  l'inlelligence  du  phéno- 
mène :  l'image  concièle  ne  saurait  ni  renq^lacer.  ni  surtout  con- 
stituer cette  intelligence. 

Pour  prendre  un  exemple,  roMq)rendre  le  principe  d'Huygens, 
sera-ce  voir  avec  les  yeux  de  son  imagination  de  petites  particules 
mobiles  se  beurter  de  manière  à  neutraliser  leur  mouvement  dans 
une  région  déterminée  de  l'espace?  ou  bien  sera-ce  montrer  qu'il 
n'y  a  rien  dans  l'énoncé  du  principe  qui  ne  soit  imjîlicitement 
contenu  dans  la  notion  même  de  petit  ébranlement  d'un  milieu 
élastique,  en  établissant,  comme  l'a  fait  KirchbofT,  qu'il  constitue 
une"  propriété  analytique  inhérente  aux  fonctions  qui  vérifient 
l'équation  des  petits  mouvements? 

l.  La  première  conférence  traite  de  V aUraction  capillaire. 
Lord  Kelvin  y  indique  en  passant  le  tracé  graphique  de  Ja  méri- 
dienne d'une  surface  capillaire  :  une  Note  de  M.  Brillouin  cà  la  fin 
du  Voluzïie  reprend  et  généralise  le  problème.  Nous  trouvons 
encore  en  Appendices  la  célèbre  Note  de  Thomson  sur  l'équilibre 
d'une  vapeur  en  présence  d'une  surface  liquide  courbe,  et  je 
Mémoire  de  Lord  Rayleigh  sur  la  mesure  de  la  quantité  d'huile 
nécessaire  pour  arrêter  les  mouvements  du  camphre  sur  l'eau. 

Dans  une  Note  très  courte  Sir  W.  Thomson  donne  un  exemple 
d'une  constitution  de  la  matière  solide  qui  permettrait  d'expliquer 
la  cohésion  sans  imaginer  d'autres  forces  que  la  gravitation  et 
d'autres  lois  que  celle  de  Newton.  En  condensant  toute  la  masse 
de  deux  petits  cubes  en   contact,  dans  un  très  grand  nombre  de 
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barres  carrées  per[jf'ndiculaires  à  la  face  coniiiiiiiu-,  de  laçoii  que 
chaque  barre  d'un  groupe  soit  en  contacl  parCail  avec  une  barre 
de  l'autre,  on  peut  augmenter  indéfinimenl  leur  attraction  :  cette 
hypothèse  laisse  évidemment  subsister  bien  des  (b'fficultés;  elle 
est  sommairement  discutée  par  M.  lîrillouiu. 

II.  La  seconde  Conférence  a  trait  aux  unités  électriques;  la  XI* 
est  une  Conférence  sur  les  mesuras  électri()ues,  antérieure  à  la  pré- 
cédente. Ce  sont  des  cliefs-d'œuvre  d'exposition.  La  ré-sislance 
électromagnétique  est  une  vitesse;  la  conductibilité  électrostatique 
est  une  vitesse  ;  ces  énoncés  j)ar  eux-mêmes  assez  obscurs,  Sir  \V  . 
Thomson  excelle  à  les  illustrer  |)ar  ses  images  qui  parlent  aux 
yeux,  du  moulin  à  écureuil  et  de  la  sphère  qui  se  dégonfle.  Quoi 
de  plus  propre  à  faire  bien  saisir  ce  qu'est  un  système  d'unités 
que  celte  hypothèse  d'un  explorateur  perdu  en  un  point  de  l'Uni- 
vers et  reconstituant  une  à  une  toutes  les  unités  mécaniques  à 
l'aide  de  mesures  purement  électricpies?  M.  Biillouin  indique  en 
Note  un  moyen  de  reslilulion  des  unités  purement  thermodyna- 
mique, qui  a  l'avantage  de  ne  pas  supposer  la  permanence  des 
propriétés  du  milieu  qui  propage  la  lumière  et  les  perturbations 
électriques. 

On  rattache  les  unités  électriques  aux  unités  mécaniques  en 
donnant  arbitrairement  des  dimensions  nulles  et  une  valeur  égale 
à  l'unité  au  coefllcient  qui  figure  dans  Tune  des  formules  de 
Coulomb.  Lord  Kelvin  indique  ce  que  deviendraient  les  formules 
de  Mécanique  si  l'on  faisait  dériver  par  le  même  procédé  l'unité 
de  masse  des  unités  de  longueur  et  de  temps,  en  traitant  la  formule 
de  la  loi  neAVtonienne  de  gravitation  comme  on  traite  en  électri- 
cité les  formules  de  Coulomb.  Des  notes  de  M.  Lugol  éclair- 
cissent  ces  résultats.  Peut-être  y  a-t-il  lieu  d'insister  à  cette  occa- 
sion sur  ce  qu'il  y  a  d'arbitraire  à  procéder  ainsi,  qu'il  s'agisse 
d'électrostatique  et  de  magnétisme  ou  de  gravitation  universelle. 
L'une  des  grandeurs  électriques  ou  magnétiques  reste  une  gran- 
deur fondamentale,  qu'il  est  impossible  de  réduire  aux  unités 
mécaniques  sans  faire  intervenir  les  propriétés  spécifiques  d'un 
milieu.  Ne  peut-on  pas  dire  aussi  de  la  masse  qu'elle  est  irréduc- 
tible aux  unités  de  longueur  et  de  temps,  parce  qu'en  somme, 
dans  l'expression  numérique  de  la  loi  de  la  gravitation  universelle. 
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Inlervienncnl  im|)licileiiiciil   les  |)io[jriéLés  spôcifKHics  ilii  nulicii 
dans  lequel  se  meiivenl  les  corps  célestes? 

Dans  une  Note  Sur  les  dimensions  des  unités  électriques, 
M.  BrlUoiiin  développe  (railleurs  les  réserves  nécessaires.  11  in- 
siste sur  ce  fait,  qu'il  existe  une  lacune,  il  manque  une  loi  expé- 
rimentale pour  qu'on  puisse  relier  les  grandeurs  électriques  et 
magnétiques  aux  grandeurs  mécaniques  :  pour  suppléer  à  celte  loi 
(pii  manque,  on  introduit  une  hypothèse  arbitraire  :  M.  Bril- 
louin  donne  un  Tableau  général  des  dimensions  des  grandeurs 
électriques  et  magnétiques,  si  l'on  part  d'un  certain  nombre 
d'hypothèses  dilTérentes  sur  les  dimensions  de  la  force  électrique. 
Il  ne  retient  pour  les  discuter  que  les  systèmes  qui  satisfont  à  la 
condition  de  donner  aux  grandeurs  électriques  dirigées,  et  à  celles- 
là  seules,  les  dimensions  de  grandeurs  mécaniques  impliquant 
aussi  l'idée  de  direction,  et  il  indique  ses  préférences  pour  l'un 
d'eux  qui  fait  de  la  quantité  d'électricité  un  nombre  abstrait,  sans 
dimensions. 

III.  Sur  le  démon  distributeur  de  Max^vell,  sur  la  doctrine 
de  Maxwell-Boltzmann  au  sujet  de  la  distribution  de  V énergie 
cinétique,  l.ord  Kelvin  donne,  soit  un  simple  exposé,  soit  une  dis- 
cussion critique  :  M.  Brillouin  rappelle  à  juste  titre  l'attention  sur 
une"  définition  de  la  température,  trop  peu  connue,  de  M.  Boussi- 
nesq;  la  température  absolue  d'un  petit  volume  d'éther  serait  la 
demi-force  vive  qu'il  possède  sous  l'unité  de  masse,  et  un  corps 
serait  dit  à  une  certaine  température  absolue  quand  son  état  vi- 
bratoire n'est  pas  modifié  par  son  introduction  dans  l'éther  à  la 
même  température. 

IV.  La  grandeur  des  atomes.  —  Ici,  Sir  W.  Thomson  commence 
par  une  définition  très  nette  de  Vatome  physique;  on  est  arrivé  à 
l'atome  quand  on  ne  peut  pas  pousser  la  division  plus  loin  sans 
faire  perdre  à  la  matière  étudiée  ses  propriétés  :  «  on  ne  peut 
diviser  un  morceau  de  verre  en  fragments  d'un  diamètre  inférieur 
à_JL^  de  centimètre  sans  le  détruire  et  lui  faire  perdre  la  pro- 
priété de  verre,  de  même  qu'une  brique  «  n'a  pas  les  propriétés 
d'un  mur  de  briques  ».  L'atome  étant  ainsi  défini,  on  pourra  fort 
bien  arriver  à  des  mesures  diflerenlcs  de  sa  grandeur  suivant  le 
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genre  de  pliénomrne  yu(|ucl  on  s  adresse;  si  les  (livei's  ordres  de 
considération  eonduiseni  au  même  ordre  de  grandeur,  ce  sera  une 
présomption  en  faveur  de  l'existence  d'une  certaine  réalité  con- 
crète répondant  à  la  définition  pr('cédente.  Les  phénomènes  d'élec- 
tricité de  contact  se  produisani  entre  le  cuivre  et  le  zinc  amène- 
raient un  d(''gagenient  de  elialeur  énorme  qui  fondrait  un  mélange 
de  poudres  des  deux  métaux  si  l'action  électrique  de  contact  ne 
cessait  pas,  quand  la  division  est  poussée  au  cent-millionième  de 
centimètre.  Une  lame  mince  ca|)illaire  qui  va  se  crever,  s'amincit 
progressivement,  en  prenant  l'échelle  des  colorations  successives 
jusqu'au  noir  :  l'examen  de  ces  colorations  permet  de  conclure 
que  l'épaisseur  minimum  d'une  pareille  membrane  est  d'environ 
yj  de  longueur  d'onde  de  la  raie  J)  ;  d'ailleurs,  si  la  membrane, 
réduite  à  une  épaisseur  de  i^,,^',,,,,,^  de  centimètre,  conservait  sa 
résistance  à  l'extension,  le  travail  nécessaire  pour  augmenter  un 
peu  son  étendue  suffirait  pour  la  rédxiii-e  en  vapeur.  La  théorie  de 
la  lumière  nous  amènerait  à  des  conclusions  du  même  genre  :  la 
théorie  de  la  dispersion  de  Cauehy  conduit  à  l'idée  d'une  hétéro- 
généité élémentaire  de  la  matière  et  permet  d'obtenir  une  évalua- 
lion  approchée  du  nombre  de  molécules  par  longueur  d'onde;  on 
arrive  ainsi  à  des  nombres  très  faibles  :  douze  molécules  d'eau  ou 
d'alcool,  quatre  de  sulfure  de  carbone  dans  une  longueur  d'onde 
de  la  lumière  du  sodium.  Enfin,  la  théorie  cinétique  des  gaz 
*^*^"'^^  1 0 o'o 0 0  ^^  centimètre  pour  le  libre  j)areours  moyen.  On  est 
conduit  ainsi,  pour  les  distances  moyennes  entre  les  centres  de 
molécules  voisines,  à  des  nombres  variant  de  j^,-^,  à  ,„„»;„„„,, 
de  centimètre,  dans  les  liquides  ou  les  solides  transparents. 

V.  L' élasticité  envisagée  comme  pouvant  étie  un  mode  de 
mouvement.  —  VI.  Acheminement  vers  une  tliéorie  cinéticjue  de 
la  matière.  —  L'idée  fondamentale  de  Thomson  est  qu'on  peut 
réaliser  des  cas  de  stabilité  et  de  raideur  élastiques  avec  des  corps 
en  mouvement  dépourvus  eux-mêmes  de  rigidité. 

Aux  exemples  classiques  du  cerceau  et  de  la  toupie,  il  en  ajoute 
de  nouveaux  :  une  chaîne  sans  fin,  flexible,  tournant  rapidement 
sur  une  j^oulie,  se  tient  droite  et  raide  un  certain  temps  si  on  la 
fait  sauter  hors  de  la  poulie;  un  disque  de  caoutchouc  non  tour- 
nant acquiert  la  raideur  du  bord  cV un  chapeau  à  la  Bubens; 
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enfin,  lu  belle  expérience  des  anneaux  de  fumée  (léi;a^és  d'une 
ouverture  circulaire  percée  dans  une  boîle,  et  qui,  sur  le  point 
d'éprouver  un  choc  l'un  contre  Taulre,  s'écartent  et  se  mettent  à 
vibrer  comme  une  baiule  de  caoulcliouc.  Avec  des  matériaux  en- 
tièrement dépourvus  d'élasticité,  mais  animés  de  mouvements,  on 
peut  donc  constituer  des  systèmes  résistant  aux  déformations  :  on 
peut,  en  parliculicr,  se  rei)réscntcr  aussi  un  milieu,  soit  à  deux 
(p.  338),  soit  à  trois  dimensions  (^p.  349),  possédant  la  propriété 
fondamentale  de  l'éther  lumineux  :  une  rigidité  énorme  contre 
tout  déplacement  entraînant  une  rotation,  en  même  temps  que  la 
(acuité  de  subir  sans  aucune  ri-idité  les  déformations  sans  rota- 
lion. 

On  trouvera  dans  les  Notes  additionnelles  (Il  à  VI)  des  déve- 
loppements sur  ces  diverses  images  qu'on  peut  se  faire  de  la  matière 
ordinaire  ou  de  l'éther  ;  l'une  des  conséquences  les  plus  curieuses 
qu'en  ait  tirées  Thomson  est  la  découverte  de  la  dispersion 
anomale,  découverte  entendue  en  ce  sens  que  Thomson  n'apprit 
que  le  phénomène  était  connu  qu'après  l'avoir  aperçu  dans  ses 

formules. 

M.  Brillouin  se  range  du  côté  de  Thomson  qui  attribue  la  dissi- 
pation d'énergie  lumineuse  à  laquelle  est  liée  la  dispersion  à  des 
chocs  entre  molécules,  c'est-à-dire  à  l'introduction  d'actions  non 
linéaires  entre  les  molécules,  tandis  qu'Helmholtz  introduit  sim- 
plement un  terme  de  frottement  proportionnel  à  la  vitesse  dans 
les  équations  du  mouvement. 

VII.  Les  six  portes  de  la  connaissance.  —  Le  princij)al  objet 
de  la  Conférence  est  de  développer  une  idée  de  Thomas  Reid  sur 
la  subdivision  du  sens  du  toucher  en  deux  autres  :  le  sens  de  ru- 
gosité et  le  sens  de  la  température. 

VIII.  La  théorie  ondulatoire  de  la  lumière.  —  Fort  belle  Con- 
férence d'exposition,  donnée  en  Amérique.  On  j  remarquera,  en 
passant,  la  protestation  très  vigoureuse  contre  la  persistance  des 
Anglais  à  se  servir  de  leur  vieux  système  de  mesures. 

IX  et  X.  Sur  l'âge  de  la  chaleur  solaire  {\X)et  Sur  la  cha- 
leur solaire  (X).  —  Ces  deux  Conférences  sont  consacrées  sur- 
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toiil  à  Icxposc  de  la  théorie  météorique,  sous  la  rorine  que  lui  a 
donnée  Helniliollz  :  la  chaleur  solaire  a  dîi  être  engendrée  par  le 
choc  de  fragments  de  matière  qui,  placés  d'abord  très  loin,  se  sont 
rejoints  en  vertu  de  leurs  attractions  nuituelles  et  ont  formé  la 
masse  actuelle;  la  contraction  due  au  refroidissement  donne, 
grâce  au  travail  accompli  j)arla  gravitation  mutuelle  de  toutes  les 
parties  de  la  masse  (pii  se  contracte,  cette  vaste  capacité  d'emma- 
gasinement  de  la  chaleur  grâce  à  laquelle  le  refroidissement  a  été 
et  continue  à  être  si  lent.  Lord  Kelvin,  d'accord  avec  Newcomb, 
ne  pense  pas  que  la  lumière  du  Soleil  ail  brillé  plus  de  20  millions 
d'années  dans  le  passé  de  l'histoire  de  la  Terre,  ni  qu'on  puisse 
compter  pour  l'avenir  sur  plus  de  5  ou  G  millions  d'années  de 
lumière.  Les  notions  de  température  du  Soleil,  de  chaleur  spéci- 
fique du  Soleil,  sont  soigneusement  précisées. 

L'Ouvrage  est,  en  somme,  et  par  son  contenu,  et  par  la  forme 
sous  laquelle  les  problèmes  sont  présentés,  d'un  haut  intérêt  pour 
tous  ceux  qu'attire  la  Philosopliie  naturelle,  et  il  faut  remercier 
MM.  Lugol  et  Brillouin  d'avoir  rendu  plus  accessible  aux  lecteurs 
français  celte  Partie,  qui  n'est  pas  la  moins  originale,  de  l'œuvre 
de  Thomson.  Bernard  Brlnhes. 


MELANGES. 

SUR  LES  TRIANGLES  DE  M.  SGHWARZ: 
Pau  '\I.  W.  KAPTEV.N. 

Je  me  propose  d'étudier  les  relations  qui  existent  entre  les  élé- 
ments des  triangles  formés  par  des  arcs  de  cercle  qui  coupent  or- 
thogonalement  un  cercle  fondamental  dont  je  suppose  le  rayon 
égal  à  l'unité.  On  sait  que  ces  triangles  de  M.  Schwarz  jouent  un 
rôle  important  dans  la  théorie  des  fonctions  fuchsiennes  et  que 
M.  Poincaré  a  obtenu  quelques-unes  des  propriétés  de  ces  triangles 
par  des  considérations  de  la  Géométrie  non-euclidienne.  Nous 
allons,  au  contraire,  nous  servir  exclusivement  des  considérations 
emprunlécs  à  la  Géométrie  ordinaire. 
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1.  Soienl  z  une  variable  imaginaire  définie  par  la  position  d'un 
point  dans  un  |)lan,  t  une  fonction  imaginaire  de  cette  variable, 
définie  par  la  relation  linéaire 

as  -I-  P 

où   les  constantes   imaginaires  a  et  ^i  et  leurs  conjuguées  a,,  et  |^o 
sont  liées  par  l'équation 

La  substitution  (i)  n'altère  point  le  cercle  fondamental 

ZZq—  J  =  o, 

et  transforme  tout  cercle  orthogonal  au  cercle  fondamental 

^^0-^-  6-  -+-  Oo-o—  i  =  o, 
en  un  autre 

qui  est  également  orthogonal  au  cercle  fondamental. 
11  existe  en  général  deux  valeurs  de  :; 


qui  sont   égales  aux  valeurs  correspondantes   de    t  ;   ce   sont   ces 
points  qu'on  appelle  les  points  doubles  de  la  substitution. 

Si  (a  +  ao)-  >  4,  les  points  doubles  sont  distincts  ;  dans  ce  cas, 
on  vérifie  aisément  que  les  points  doubles  sont  situés  sur  le  cercle 
fondamental  et  que  la  relation  (i)  peut  s'écrire 

(3)  f^=^KÎ:^S 

t  Zn  •»   -«2 

OÙ  le  multiplicateur 

_  r  g  +  an  —  \/(  y-  -^  °^o  )^  —  4  I  ^ 

prend  une  valeur  réelle. 
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Si  (a4-au)--<4)  'es  points  «loiihics  sont  encore  dislincls;  dans 
ce  cas,  leurs  ])Osilions  sonl  inverses  par  ra[)port  au  cercle  fonda- 
nienlal.  En  écrivant  maintenanl  la  relalion  (i)  dans  la  (orme  (3), 
on  obtient  pour  le  inultiplicaleur 

a  -I-  «0  —  iV4  —  (  a  -i-  «0  )- 


a  -i-  ao  -h-  iV-l  —  (  a:  -T-  «0  j- 

iine  valeur  imaginaire  dont  le  module  est  égal  à  l'unité. 

Si  (y.  -{-y.^y-=  /{,  les  deux  points  doubles  se  confondent  et  la 
substitution  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(4)  7-^  =  :r-^+K, 


on  prendra  le  signe  supérieur  ou  inférieur  selon  que  a  —  7.0  =  2 
ou  a  —  ao  =  —  2. 

La  substitution  s'appelle  respectivement  dans  les  trois  cas  énu- 
mérés  Jiyperbolique,  elliptique  ou  parabolique. 

Nous  passons  sous  silence  les  cas  où  (a  +  7.0)-  sont  imaginaires 
ou  négatifs  parce  que  nous  ne  nous  occuperons  point  de  ces  sub- 
stitutions. 

2.  On  pourra  toujours  trouver  une  substitution  lijperbolique 
de  la  forme  normale  (i)  telle  que  le  centre  du  cercle  fondamental 
ou  l'origine  des  coordonnées  soil  le  transformé  d'un  point  quel- 
conque situé  à  l'intérieur  du  cercle  fondamental. 

En  effet,  soit  /•<?''^(A)  le  point  qu'on  veut  transformer  dans 
l'origine,  il  suffira  de  prendre  la  substitution  hyperbolique 

t  —  ei^       ,.  z  —  e'û 


et  de  déterminer  le  multiplicateur  K  par  la  condition   que  pour 
z  =  7'e'^^  on  a  ^  =  o.  De  cette  manière,  on  obtient 


K='- 
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En   suhsliluanl   cello   valeur  cl   en   résol\unl  t,   la  siibslilulion 
précédenle  s'écrit 


y/i  —  /•-  /i  —  /•■- 

qui  présente  la  l'orme  normale  (i). 

Il  est  évident  que  la  même  substitution  transformera  en  un  dia- 
mètre du  cercle  fondamental  un  cercle  quelconque  passant  par  le 
point  A. 

Pour  transformer  un  cercle  donné  passant  par  le  point  A(/'e'^) 
dans  un  autre  qui  passe  également  par  le  point  A  et  coupe  le  pre- 
mier sous  un  angle  donné  es,  on  prendra  la  substitution  elliptique 

déterminée  par  les  points  doubles  A(re'^)  et  A!  i-e'^  ]  et  le  multi- 
plicateur e'?.  Cette  substitution 

t  —  re'Q  .    z  —  re^^ 

(7)  — -=e'? 


9 giQ 


/• 


qui  fait  tourner  la  tangente  du  premier  cercle  au  point  A  par  un 
angle  o  dans  le  sens  positif  (contraire  aux  aiguilles  d'une  montre), 
mise  dans  la  forme  normale  (i),  s'écrit 


sh  I  i<  -1 ^  I  ie'^  sin- 


sh  u  sh  u 

(8)  /= 


ig-'O  sin^  sh  {  u - 


sh  u  s  11  u 

OÙ  r  est  représenté  par  e~". 

Un   cas   particulier  de  cette    substitution    se    présente    quand 
«  =  x;  dans  ce  cas  on  obtient 

ze 

(9)  '^-Ziï' 

e    2 
ce  qui  démontre  qu'il  y  a  toujours  une  substitution  clliplif|ui'  qui 
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permet  de  lounier  un  diainèlrc  du  cercle  iuud;iinenl;d  par  un 
angle  donne. 

3.   En  appelant  deux  figures  congruenles  lorscpi  elles  sont  trans- 
formées l'une  de  l'autre  par  une  substitution  de  la  forme  (i),  et 

posant 

z  =  re'O, 

/*mod  dr 
(,0)  L  =  .J__, 

on  vérifie  ais(''ment  que  deux  arcs  congruents  ont  même  L,  et 
deux  aires  congruenles  ont  même  S.  En  efi'el,  de  la  substitu- 
tion (i)  on  déduit 

1  —  ZZ(\ 


et 

par  suite, 

ou,  en  écrivant 


'    —   //o  =    — 7, 

£//_   _  I 

dz  ~  (  3o  -:  -f-  ao  y^  ' 

,  dt 


mofl  dt        mod  dr 


ce   qui    prouve    les    théorèmes    précédents    que    nous    devons    à 
M.  Poincaré  (  '  ). 

4.  Calculons  maintenant  la  L  d'un  arc  de  cercle  orthogonal  au 
cercle  fondamental. 

Soient  A  et  B  les  extrémités  de  l'arc  et  soient  a  el  b  les  quan- 
tités imaginaires  représentées  par  ces  points;  cela  posé,  la  sub- 
stitution (6)  ou 

z  —  a 
t—  

—  OqZ  -+-  I 

transportera  A  à  l'origine  O  des  coordonnées  et  le  point  B  dans 
(')  Acla  Math.,  l.  I,  p.  202. 
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Mil  poiiil  H    ({111  ic|)ri'>('iil<'   la  \alt'iii'  iiiiagiiiairc  //  (It'lcnniiu'e  par 

rt''([iiali()n 

, ,  b  —  a 

b  = 


«06  -r-I 


D'aprrs  rarliclc  |)r(''C<'clent,  la  L  de  l'arc  AB  est  éyale  à  la  L  de 
la  ligne  droite  OB',   Iransforinée  de  l'arc,  donné.  Or 


rnod  h' 


J/i  mon  II  I     , 

I  —  0-  I  —  ino(l6 

par  suite, 


,  ,        I  -^  niod^//        I  -4-  h' h\, 
ciiL 


I  —  niod- h'        1  —  b'  6'p  ' 
en  remplaçant  U  et  h'^  par 


6  —  a  b„  —  «0 

et 


«U  6   -f-    I  rt^y  -T-    i 

la  formule  j)récédenle  se  réduit  à 

.  ,^.  |,   _  Ct  -I-  ««o)(i-T-  bbo}  —  i(aob  -+-  abo) 

(I — a«o.)(i  —  ^60  j 

o..  Considérons  à  présent  un  triangle  dont  les  côtés  sont  des 
arcs  de  cercle  orthogonaux  au  cercle  fondamental  et  supposons 
que  tous  les  sommets  sont  situés  à  lintérieur  du  dernier  cercle. 

On  sait  que  toute  substitution  de  la  forme  (i)  n'altère  ni  les 
angles,  ni  les  L  des  côtés  du  triangle;  il  s'ensuit  que  les  relations 
entre  les  angles  et  les  L  des  côtés  ne  changeront  point  quand  on 
transforme  le  triangle  donné  par  une  ou  plusieurs  substitutions  de 
la  forme  (1).  Cela  posé,  nous  appliquerons  d'abord  une  substitution 
de  la  forme  (6)  qui  porte  un  des  sommets  à  l'origine  des  coor- 
données et  par  laquelle  les  deux  côtés  adjacents  se  transformeront 
en  lignes  droites.  Ensuite,  nous  introduirons  une  seconde  substitu- 
tion de  la  forme  (g)  de  telle  sorte  qu'un  des  côtés  vienne  coïn- 
cider avec  l'axe  réel.  Soit  ABC  (Jig-  i)  le  triangle  donné  après 
avoir  subi  les  transformations  dont  nous  avons  parlé,  et  représen- 
tons par  a  et  b  la  valeur  imaginaire  et  la  valeur  réelle  dont  les 
affixes  sont  respectivement  les  sommets  A  et  B. 


4-^  imii:miei{K  I'Aimik 

D'après  la  (oniuilc  (12),  on  aura 

chL(CB)=  •     "■",, 
\  -h  0- 

fliI.(CA  )=   '^ 
cil  L(AB)  = 


TT— rtr/o)(i— 62) 


Fig. 


En  écrivant,  au  lieu  de  la  dernière  de  ces  équations, 

( I  -h  aao  )(i  -^  i>-  )  —  46  iiod a  co? C 


chL(AB)  = 

et,  en  remarquant  que 

sh  L(CBi  = 


(i  —  aao){i  —  b^) 


ib 


1  —  62 


shL(CA) 


9,  mod  a 


cette  dernière  équation  prend  la  forme 

chL(AB)  =  ch  L(GB)ch  L(CA  )  —  sh  L(GB  )  sh  L(GA)  cosG, 

ou.  en  introduisant  les  abréviations, 

L(AB)  =  (c),         L(GBj  =  («),         L(GA)  =  (6). 


(i3) 


ch(c)  =  ch(«)  ch(6j  —  sh(rt)  S'h(6)  cosG. 


Cette  équation  exprime  la  relation  fondamentale  existant  entre 
les  L  des  trois  côtés  et  un  angle  de  tout  triangle  dont  les  côtés 
sont  orthogonaux  au  cercle  fondamental  et  dont  les  sommets  sont 
situés  à  l'intérieur  de  ce  cercle. 

6.  Relation  entre  les  L  de  deux  côtés  et  les  angles  opposés. 
—  Pour  avoir  une  relation  entre  les  L  de  deux  côtés  et  les  ansfles 
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oppost's,  011  ('(Tira 

siiiG  =  1/1  —  cos-L,  =  4/  I — ( T— \ — i '     , 

on,  en  remplaçanl  sli-(r/)  cl  sli-(A')  par  les  valeiiis  équivalentes 
ch-(<7)  —  (         et         ch-(6) — t, 

sinC   _  \/i  —  ch''(«)  — ch-(6)  —  ch-(c)-+- 2  ch(rt  )  ch  (  i  )  ch(c) 
sli(c)  ~  sh(a)sh(6)sh(c) 

La  valeur  de  -, — ^  ne  change  pas  quand  on  i)erniute  les  lettres 

sli(c)  f^       l  1  1 

,  1  '      I.      I  <  1  pin  R  sinA 

(i,  0,  c:   il  en  resuite  la  même  valeur  ijour  -T-r-rc  cl  i^our    ,  ,   ■  ; 

'  sh(6)         '  sh(a)' 

par  conséquenl,  on  aura 

sin  A    _    sin  B  sinC 

^''  sli  (rt)  ~  sli(6)  ~  sh(c)" 

7.  Relation  entre  cinq  éléments.  —   On  obtient  des  relatio 
entre  einq  éléments  en  [)osant,  dans  la  formule 

ch(«  )  =  c\\{b}  c\\{c)  —  sh(  6)  sh(c)  cos  A, 

la  valeur 

ch(c)  =  ch{a)ch(b)  —  sh(«)  sh(6j  cos  G; 

il  vient  ainsi 

ch((7)  =  ch(  «)  ch2(6)  —  sh(<7  )  s\\{b)  Q\\{h  )  cosC  ^  sh(  i)  sli(c)  cos  A; 

en  faisant  passer  dans  le  premier  membre  le  premier  et  le  deuxième 
terme  du  second  membre,  on  obtient 

ch(«)  sh(6)  —  sh(a)  sh(Z/)  cos  G  =  cli(c)  cos  A. 

Cette  relation   étant  homogène  par  rapport  à  sh(rt),  sli(Z>)  et 
sli(c),  on  peut  remplacer  ces  quantités  par  les  sinus  proportionnels 

sinA,     sinB,     sinG, 

et  l'on  obtient  ainsi  la  nouvelle  formule 

(i5)  chfa)sinB  —  ch(&)cosGsinA  =  cos  A  sinG. 

8.  Relation  entre  les  L  de  deux  côtés,  V angle  compris  par 
ces  côtés  et  V angle  opposé  à  l' un  d'eux.  —  En  remplaçant  dans 


Î4 

la  formule 

ch(c) par 

et  sli(r)  par 
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vUi  a )  =  (;li(^)  cli(f)  —  sli(^j  sli(r;  cosA, 
cil («)<''•'  f^)  —  sli(«)  slif/;)  cosC, 
sin  C 


sli(a) 


sin  A 


on  obtient 

ou 

(i6) 


ch(a)  —  ch(a)  ch'^(ù)  —  sh(a)sh(b)ch(b)  cosC 
—  sh(«)  sh^^)  sin  G  col  A 

colh(a)  sli(i}  —  col  A  sin  C  =  rh(^)  cosC. 


9.  Relalion  eiiLre  un  côté  et  les  trois  (tiigles.  —  En  ('-liini- 
nant  cli(6)  entre  les  deux  équations 

ch(  a)  sin  B  —  c\\{  b  }  cos  C  sin  A  =  cos  A  sin  C, 
(•\\(b)  sin  A  —  cli(a  j  cos  C  sinB  =  cosB  sin  G, 

de  la  forme  (lo),  on  trouve 

(17)  cosA -h  cosB  cosG  =  sin  B  sinG  c}i(rt). 

10.  Des  formules  (i3),  (i4),  (16)  et  (17),  on  déduit  aisément 
pour  un   triangle  rectangle  dans  lequel  C  =   -  les  dix  formules 

suivantes 

ch(c)  =  ch(a)  ch(6)  =  cot  A  col  B, 

sh(a)  =  sh(c)  sinA, 

sh(6)  =  sh(c)sinB, 

th(a)  =  sh(6)  tang  A  =  th(c;  cosB, 

th(6)  =  sh(a)  tangB  =  th(c)  cos  A, 

cosA  =  ch(a)  sinB, 

cosB  =  ch(6)  sin  A. 

11.  Pour  faire  une  application  des  dernières  formules,  je  me 
propose  de  calculer  les  éléments  d'un  triangle  rectangle  dont  le 
sommet  A  {Jig-  2)  situé  à  l'origine  des  coordonnées  est  donné  et 
la  L  du  côté  opposé  est  équivalente  à  l'angle  A.  J'entends  jjar 
cette  équivalence  que 

r''  do        ,  /A       x\       , 

A)=    /     — ^  =  logtang    - -^  -     =  («). 
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En  posa  ni  (1 

=  -•  On  ;i,  d'apirs  les  1 

lent. 

sh(c)  = -—  ; 

.    „        cosA 
""''  =  ch(A)' 

^            tang  A 

Fig.  2. 

:;^  M  Oc-y 


Ajoutons-y  les  expressions  bien  simples  pour  le  rayon  rdu  cer- 
cle BC  et  pour  la  distance  p  du  centre  de  ce  cercle  à  l'origine. 
On  a 

(a)  =  2   /  ;  =  /■    /     ~ tt; —  -  \0i 

'      ^    '  J    1--?"  Jo    p- 

par  suite, 


cos^O  — I 
tang  A 


/•  -4-  tangA 
'/•  —  tangA 


th^A) 
En  comparant  cette  formule  avec 

sh(o) = 
on  obtient 

r 
et 


tangA' 


/•2-i-  I  =  coth(6). 


12.  Quand  un  des  sommets  du  triangle  est  situé  sur  la  circon- 
férence du  cercle  fondamental,  il  est  évident  que  l'angle  corres- 
pondant s'annule  et  que  les  L  des  côtés  adjacents  deviennent  in- 
finis. 
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Pour  obtenir  direclcmenl  la  relation  qui  existe  dans  ce  cas 
entre  les  trois  éléments  restants,  nous  choisirons  d'abord  une  sub- 
stitution hyperbolique  convenable  permettant  de  transporter  un 
des  sommets  B  (^fig.  3)  à  l'origine  des  coordonnées,  ensuite  nous 

Fig.  3. 


transformerons  le   triangle  par  une  substitution  elliptique  telle- 
ment choisie  que  le  côté  qui  mène  de  l'origine  au  sommet  C.,  si- 
tué sur   la  circonférence   du   cercle  fondamental,   coïncide  avec 
l'axe  réel. 
Soient 

ABC  le  triangle  après  ces  transformations; 

q  l'ordonnée  du  centre  M  de  l'arc  AC; 

MP  la  perpendiculaire  abaissée  de  M  sur  le  côté  AB  du  triangle. 

En  admettant  que  le   point    A  représente   la  quantité   imagi- 
naire rt,  la  formule  (12)  donne 


ch(c) 


aao 


««0 


Pour  obtenir  la  valeur  de  a  en  fonction  des  angles  A  et  B  nous 
n'aurons  qu'à  déterminer  les  coordonnées  du  point  A  où  le  cercle 


et  la  droite 


x^  —  ix  -^  y-  —  1  q  y  -^1=0 
y  —  X  tangB  =  o 


se  rencontrent. 

En  remarquant  que 


q  cosA  =  MP  =  (tanîïB  —  q)  cosB, 


MÉLANGES, 
on  oblienl  aiséincuL  pour  ces  coordonnées 

_  cos  B  [  I  -+-  cos  (  A  -h  B  )] 
~~  cos  A  -f-  cosB 

sinB[i  -H  cos(A  -f-  B)]  _ 
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y 


d'où 


et 


a  =  X  -^  ly  = 


cos  A -h  cos  B         ' 

1  -f-  cos  (A  -t-  B)    _^.^ 


cos  A  -t-  cosB 


,  ,    ,        I  -t-  cosA  cosB 
ch(c)  =  — 


sinA  sinB 

11  est  évident  que  cette  relation  se  déduit  aussi  de  la  formule 
cosC  H-  cos  A  cosB  =  sin  A  sinB  ch(c), 
analogue  à  l'équation  (17),  en  supposant  G  =  o. 

i3.  Pour  obtenir  la  S  d'un  triangle,  je  suppose  le  sommet  G 
situé  dans  l'origine  et  le  centre  du  côté  opposé  AB  sur  l'axe  réel. 
Le  triangle  est  ainsi  divisé  en  deux  parties  AGD  et  BCD.  Gonsi- 
dérons  d'abord  la  première  partie. 

Menons  d'un  point  arbitraire  E  {fig.  4)  de  l'arc  AD  les  rayons 


EG,  EM  et  la  tangente  ET  et  abaissons  du  centre  M  de  cet  arc 
la  perpendiculaire  MP  sur  CE.  En  posant  GE  =  p,  EM  =  /, 
GM  =/?,  LEGD  =  w,  LGET  =  u,  on  aura 


d'où 


MP  =  p  sinw  =:  7- cos  m; 
p  cosoj  f/w  =  —  /■  sinw  du. 
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Or,  en  introduisanl  régalitc  connue 

pt  —  7-2  -)-  I  , 

on  tire  du  triangle  EGM 

1  —  p2  =  apr  sina, 

I  +  p2  =  2p/>  COSIO. 

A  l'aide  de  ces  équations,  on  obtient 

(l-H  p2)  rfoj   = (l  —  p2)  c/w 


OU 

2p2  du} 

On  a,  par  définition, 


—  ( dia  -\-  du). 


^'-^ff^'-'n 


^'  p2  rfw 


G,  représentant  l'angle  ACD  ;  par  conséquent,  D,  étant  l'angle 
GDA  et  A  l'angle  GAD,  on  obtient 

Si  =    /     {d(x>  +  du)  =  T.  —  Di  —  Cl  — A. 

De  même  la  S  de  la  seconde  partie  du  triangle  que  nous  repré- 
sentons par  So   se  déduit  des   angles  Do,  Go,  B  de  cette  partie, 

par  l'équation 

S2  =  Tr-D,  — G2-B. 

En  ajoutant  les  dernières  équations  et  posant 
Gi+G2=G,         D,--Do  =  -, 

on  trouve  pour  la  S  du  triangle  entier  ABG 
S  =  7r-A  — B  — G     (1). 

14.   Proposons-nous  encore   de  déterminer  la  L  d'un  arc  de 
cercle  perpendiculaire   à   la   fois   sur  deux  côtés   d'un   triangle. 


(')  PoiNCARÉ.  Acta  math.,  l.  I,  p.  228. 
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AdmoUons  (jiic  le  Irianglc  soit  situe  comme  dans  \:\.  ftg.  i  et  soit 
Qll  tin  arc  de  cercle  décrit  de  l'origine  avec  un  rajon  arbitraire 

La  L  de  l'arc  QR  se  détermine  par  l'équation 


En  posant 


-P. 


mod  dz 


on  a 

et 

par  suite, 


z  =  />e'w, 
dz  =  ipe^^  doj 
mod  dz  =:  p  dio, 

L  =  ^^^   f   d^  =  sh(p}C. 


Comme  le  point  Q  est  arbitraire,  on  pourra  choisir  ce  point  de 
telle  sorte  que 

(/?)  =  Iog(n-/i); 

on  obtient  alors 

L=C. 

Pour  obtenir  la  L  d'un  arc  à  la  fois  perpendiculaire  sur  deux, 
côtés  d'un  triangle  qui  se  coupent  dans  un  point  de  la  circonfé- 
rence du  cercle  fondamental,  nous  supposerons  ce  sommet  situé 
sur  l'axe  réel. 

Soient  M  et  N  i^fig.  5)  les  centres  des  arcs  AG  et  BC,  /■  et  r' 
leurs  rayons,  les  points  de  rencontre  A' B' de  ces  arcs  avec  la 
circonférence  du  cercle  fondamental  représenteront  les  quantités 

imaginaires 

I  -i-  ir  1  H-  ir' 

—      et r-,  • 

I  —  ir  I  —  ir 

Si  maintenant,  dans  les  substitutions  paraboliques 

I  I  i 

t  —  \ 


qui  transforment  respectivement  le  diamètre  CC  en  CA'  et  GB', 
nous  attribuons  à  :;  la  valeur  OS  =  6,  il  est  évident  que  les  va- 


5o 


PUliMlËUE   FAIITIE 


leurs  de  l  dans  ces  deux  équations  font  connaître  les  quantités 
imaginaires  correspondantes  aux  points  Q  et  R  qui  sont  situés 
sur  la  circonférence  qui  coupe  orthogonalenienl  les  arcs  CB'  et 
CA'  et  le  diamètre  aux  points  S  et  G. 


Kig.  5. 


Par    conséquenl,    le   point   représentant    la  valeur  de    /   dans 
l'équation 


t  — i       b  —  i 


—  ir,, 


OÙ  Ti  est  variable  avec  /,  parcourra  l'arc  de  cercle  QR  quand   ri 

,1,1 
varie  de  — ;  a  — 
2  /■      2  /• 

Cela  posé,  on  obtient 


6  -i-  «T, (i  —  b) 
[  -T-  ir,{i  —  b) 

1  —  62 


et 


dt  = 


mod  dt  = 


mod2[i  -+■  ii){ï  —  b}\ 
(i  —  by-idr^ 

(i  —  by-dr^ 


mod2[i-4-£r)(i  —  b)\ 
La  L  cherchée  de  l'arc  QR  se  pi^ésente  donc  sous  la  forme 

J    i  —  tto  H-6     Ji  i-hb\r        r  J 


MÉLANGES, 
ou,  en  inlroJiiisant  l;i  constante  R  de  la  substitution, 


t—  i 


z  —  I        i\r        ri 


qui  ti'ansformc  Tare  CB'  en  CA' 

L  =  2jK    j  • 

1  -1-  b 

lo.  En  terminant,  je  remarquerai  encore  qu'il  v  a  une  seconde 
espèce  de  triangles  qu'on  pourrait  traiter  de  la  même  manière. 
Ce  sont  ceux  qui  sont  formés  par  des  arcs  de  cercle  qui  passent 
par  les  extrémités  d'un  diamètre  du  cercle  fondamental. 

En  posant  dans  ce  cas 


/"mod  dz 

A   =:  2     /     ~   , 


et  en  appelant  deux  figures  congruentes  quand  elles  sont  les  trans- 
formées l'une  de  l'autre  par  la  substitution 

2t-3  —  3    ,  „_ 

'  =   fi    -    ,    '      (^^0  -^  ??0  =  I), 

on  verrait  que  deux  arcs  congruents  ont  même  A  et  deux  aires 
congruentes  même  S.  Les  relations  entre  les  A  des  côtés  et  les 
angles  d'un  tel  triangle  sont  parfaitement  identiques  avec  les  re- 
lations qui  existent  entre  les  côtés  et  les  angles  d'un  triangle 
sphérique,  tandis  que  la  2  d'un  tel  triangle  est  égal  à  l'excès  de  la 
somme  des  angles  sur  t. 

Tout  cela  s'explique  aisément  parce  que  ces  triangles  sont  les 
projections  stéréograpliiques  des  triangles  sphériques. 
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COMPTES   RENDUS  ET  ANALYSES. 

STEGEMANN.  —  Grundriss  dku  Differential-und  Integral-Recunumg. 
I.  Thcil  :  Differential-Recliiiuiig.  6"  édilioii.  n^londiio  par  L.  Kiepert.  i  vol. 
in-S".  xiv-GiS  p.  llannovor.  Hoiwing.  i^9>.. 

Le  succès  de  cet  Ouvrage  très  élémentaire  dont  nous  annoncions 
la  cinquiènic  édition,  il  y  a  peu  d'années  ('),  ne  se  ralentit  pas  : 
s'il  continue  de  répondre  évidemment  aux  besoins  du  public  auquel 
il  est  destiné,  c'est  justitie  aussi  que  de  reconnaître  les  soins  que 
M.  L.  Kiepert  prend,  à  chaque  fois,  pour  l'améliorer  et  le  com- 
pléter, tout  en  lui  laissant  son  caractère  :  l'édition  actuelle  com- 
porte environ  1 5o  pages  de  plus  que  la  précédente  :  l'exposition  des 
principes  a  été  remaniée  dans  le  sens  d'une  plus  grande  rigueur  et 
la  partie  géométrique  a  été  renouvelée;  on  a  introduit,  en  outre, 
une  théorie  élémentaire  des  déterminants. 


BONCOMPAGNI  (B.).  —   Catalogo  dei  lavori  di  Enrico  Narducci.   In-4°, 
11-18  p.  Ronia.  tipografia  délie  Scienze  matematiche  e  fisiciio;  1893. 

Enrico  îNarducci,  qui  vient  de  mourir  le  1 1  avril  iSgS  à  l'âge  de 
61  ans,  fut  de  son  vivant  le  bibliothécaire  érudit  et  distingué  de 
la  Bibliothèque  Alexandrine  à  Rome.  Nos  lecteurs  n'ont  sans  doute 
pas  oublié  les  articles  qu'il  nous  avait  donnés,  ceux  qu'il  a  publiés 
en  si  grand  nombre  dans  le  Bullettino  dibibliografia  du  prince 
Boncompagni  et  dans  plusieurs  autres  recueils.  Nous  nous  em- 
pressons de  nous  associer  à  l'hommage  que  le  prince  Boncom- 
pagni veut  rendre  à  celui  qui  fut  son  dévoué  collaborateur  et  de 
signaler  la  publication  précédente,  dans  laquelle  on  trouvera,  à 
côté  du  catalogue  des  nombreux  travaux  publiés  par  Narducci,  une 
courte  notice  sur  sa  vie  et  sa  carrière. 

(')  Voir  Bidlclin.  t.  Mil,  p.  48. 
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P.  TANNKRV.   —  Ri:ciii:iu;iii:s  siii  i/iiistoirf:  dk  l'Asthonomie  anciknne. 
I  vol.  iii-8",  viii-Sjo  [).  Paris.  Gaiilhier-Viliars  cl  fils;  1893. 

C'est  une  bonne  forliine  pour  lous  ceux  qu'inlércsse  l'hisloire 
(les  Sciences  que  l'apparition  d'un  Livre  de  M.  P.  ïannerj,  d'abord 
|)arcc  que  des  publications  sur  de  telles  matières  sont  rares,  ensuite 
et  surtout  à  cause  du  caractère  absolument  original  des  travaux  de 
ce  savant.  Son  érudition  encyclopédique,  qui  lui  permet  d'enlas- 
ser  sur  un  point  de  rechercbe  tous  les  documents  capables  d'éclai- 
rer la  question,  depuis  les  considérations  tirées  de  l'étymologle 
d'un  terme  jusqu'aux  connaissances  scientitiques  empruntées  à 
tous  les  domaines;  sa  hardiesse  dans  la  poursuite  de  conceptions 
nouvelles,  dans  le  remaniement  des  opinions  toutes  faites;  son 
sens  philosophique  profond,  qui  le  porte  sans  cesse  à  élever  bien 
haut  la  pensée  du  lecteur  :  tout  cela  fait  d'un  Livre  de  M.  Tan- 
nery  quelque  chose  qui  ne  ressemble  à  rien  autre.  La  lecture  n'en 
est  pas  toujours  absolument  facile,  l'abondance  des  considérations 
de  toutes  sortes  a  parfois  pour  conséquence  qu'il  faut  quelque  ef- 
fort pour  ne  pas  perdre  le  fil  des  idées;  mais  du  moins  quand  on 
a  su  goûter  le  charme  de  celte  lecture,  on  a  un  peu  la  sensation 
qu'on  a  puisé,  pour  l'histoire  de  la  Science,  aux  sources  les  plus 
cachées. 

Ces  réflexions  que  nous  suggèrent  aujourd'hui  les  Recherches 
sur  Vhistoire  de  C Astronomie  ancienne  font  comprendre  aussi 
toute  la  difficulté  qu'il  y  aurait  à  donner  de  cet  Ouvrage  un  compte 
rendu  absolument  fidèle.  Nous  nous  contenterons  d'en  présenter 
un  résumé  sommaire,  renvoyant  au  Livre  lui-même  tous  ceux  que 
ces  questions  intéressent. 

La  science  du  Ciel  s'est  successivement  appelée  chez  les  Hellènes 
Astronomie,  Astrologie,  puis  Mathématique.  Sous  sa  première 
appellation,  elle  a  pour  but  primitif  (Chap.  I)  la  distribution  des 
constellations  (vi[Ji.to,  je  partage)  et  non  point,  comme  nous 
sommes  tentés  de  le  croire  aujourd'hui  par  suite  de  la  déviation 
du  sens  de  ce  terme,  la  recherche  des  lois  des  astres.  Les  premiers 
astronomes  grecs  ont  des  visées  purement  pratiques  :  ils  ne  se  pré- 
occupent, en  examinant  les  constellations,  que  de  partager  la  nuit 
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en  heures,  raiinéc  en  saisons,  de  prédire  le  temps,  de  réyler  enfin 
l'anni'e  lunisolaire  Iradilionnelle. 

(^esl  à  partir  de  TEcole  de  Cy/i(]ue,  fondée  par  Eudoxede  Cnide 
(Cliap.  H),  que  s'emploie  le  n)ot  nouveau  d\isfrologie,  el  que  la 
science  du  Ciel  prend  un  caractère  rationnel  (Advoç,  raison).  Elle 
devient  alors  une  application  des  Mathématiques.  Pour  cela  com- 
mencent à  apparaître  les  postulats  fondamentaux  tirés  de  l'observa- 
tion des  phénomènes  célestes,  hypothèses  cosmolooiques  aussi 
simples  que  possible,  et  se  |)résentant  comme  bases  de  représenta- 
tions mathématiques,  destinées  à  exjjjiqucr  les  principaux  phéno- 
mènes. La  science  (pii  se  forme  ne  va  guère  d'ailleurs  au  delà  de  ce 
que  nous  appelons  aujourd'hui  Cosmographie  élémentaire,  pour 
cette  double  raison  que  la  Mathématique  n'a  encore  atteint  qu'un 
développement  très  limité,  el  surtout  que  l'observation  des  faits 
n'a  pas  encore  amassé  une  assez  riche  matière.  Ce  n'est  pas  que  les 
astronomes  de  cette  période,  et  Eudoxe  en  tète,  n'aient  pas  cher- 
ché à  observer,  mais  c'était  moins  alors  |)our  accroître  la  liste  des 
postulats  que  pour  vérifier  les  points  admis.  En  dehors  du  "nomoii 
et  du  polos,  qui  remontent  sûrement  à  IV/,ç^/'o/?o«?,/>  primitive,  la 
dioptre  et  rrt/Y/cA/?^^  semblent  avoir  été  inventées  ou  tout  au  moins 
importées  dans  cette  période. 

La  troisième  phase  que  distingue  M.  Tannery  (Chap.  111)  com- 
mence avec  l'école  d'Alexandrie,  c'est  celle  des  astronomes  mathé- 
maticiens. Hipparqtie  doit-il  apparaître  parmi  eux  comme  ayant 
créé  de  toutes  pièces  l'œuvre  que  Ptolémée  n'aura  plus  qu'à  perfec- 
tionner? iNL  Tannery  s'applique  à  réduire  le  rcMe  de  ce  génie  à 
«  des  proportions  plus  humaines  ».  Déjà,  à  propos  de  l'Arachné 
destinée  à  devenir  l'Astrolabe,  par  la  découverte  de  la  projection 
stéréographique,  l'auteur  n'a  pas  hésité  à  attribuer  l'honneur  de 
cette  découverte  à  Apollonius  de  Perga.  C'est  à  lui  encore  qu'il  fait 
remonter  le  théorème  fondamental  pour  les  relations  entre  les  arcs 
d'une  figure  sphérique  (théorème  des  transversales  sur  la  sphère) 
tandis  que,  d'autre  part,  il  nous  convainc,  par  toutes  sortes  dérai- 
sons, de  l'existence  de  tables  de  cordes  antérieures  à  Hipparque. 
L'invention  de  la  Trigonométrie  cesse  dès  lors  d'apparaître  comme 
l'œuvre  exclusive  de  l'astronome  de  Nicée.  Conon  de  Samos  l'avait 
déjà  devancé  dans  l'utilisation  des  anciennes  éclipses;  l'élude  des 
épicycles  el  excentriques  semble  remonter  à  Apollonius,  et  enfin 
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si  llip|)ar(|iic'  a  iililisc  une  sphère  aiinillairc,  cloiil  l'orgniiun  de  Plo- 
léméc  ofïVira  iiiie  simpllficalion,  nul  doiile  (|ue  cette  sphère  ne  réa- 
lisai cHc-jnême,  non  pas  une  invention  toute  neuve,  mais  un  [)er- 
lèclionneinent  (ra|)])areils  dont  l'ébauche  remontait  au  moins  à 
Archimède. 

Le  reste  du  Uvre  est  consacré  à  une  anaivse  minutieuse  et  mé- 
lhodi(Mu^  de  la  Syntaxe,  et  j)r(''senle  une  élude  critique  des  em- 
prunts faits  par  Ptolénn-e  à  ses  précurseurs,  eldes  ra[)|jrochemenls 
cpTon  peut  faire  en  particulier  avec  les  auteurs  clémcntaires  tels 
que  Geminus,  (^léomède,  Théon  de  Sm_)'rne. 

Les  Chapitres  IV  et  V  contiennent  une  discussion  historique 
et  critique  des  cinq  premiers  postulats  astronomiques  énoncés  par 
IHoh'inée.  Les  postulats  relatifs  à  la  sphéricité  et  au  mouvement  du 
monde,  à  sa  i^randeur  infinie  près  de  celle  de  la  Terre,  à  la  position 
de  celle-ci  au  centre,  et  à  son  immobilité,  sont  soigneusement  dis- 
tingués, pour  leur  nature  subjective,  du  poslidat  de  la  sphéricité 
de  la  Terre.  A  propos  de  celui-ci,  INL  Tannery  discute  les  quelques 
approximations  tentées  par  les  anciens  pour  la  mesure  de  la  cir- 
conférence de  la  Terre,  insistant  principalement  sur  celle  d'Era- 
tosthène,  dont  l'exactitude  dépass<;  les  autres  d'une  façon  surpre- 
nante. Le  savant  cyrénéen  était  d'ailleurs  arrivé  également,  pour 
l'obliquité  de  l'écliptique,  à  une  mesure  que  ni  Hipparque  ni  Plo- 
lémée  ne  modifièrent. 

Le  Chapitre  VI  traite  du  sixième  postulat  énoncé  dans  la  Syntaxe 
relativement  au  mouvement  général  des  planètes,  et  enfin,  après 
quelques  développements  sur  l'historique,  delà  distinction  des  cinq 
zones  de  la  sphère  céleste,  sont  brièvement  résumés  au  Chapitre  VII 
la  fin  du  premier  Livre  et  le  onzième  Livre  de  la  Syntaxe.  Ptolé- 
mée  y  expose  seulement  l'application  de  la  Trigonométrie  aux  pre- 
miers problèmes  traités  déjà  à  leur  manière  par  une  série  d'auteurs 
allant  d'Euclide  à  Hypsidès,  application  évidemment  due  à  Hip- 
parque, déclare  M.  Tannery. 

Les  Chapitres  suivants  (VIII-XIII)  sont  consacrés  aux  théo- 
ries de  Ptolémée  relatives  au  Soleil  et  à  la  Lune.  Ptolémée  se  pro- 
nonce en  faveur  de  l'année  tropique,  de  préférence  à  l'année  sidé- 
rale, pour  la  véritable  année  solaire  :  c'était  déjà  le  choix 
d'Hipparque,  qui,  quoi  qu'en  dise  Ptolémée,  n'a  pas  réellement 
mis  en  doute  la  fixité  de  la  durée  de  l'année  tropique  (p.  i47-i5i)- 
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Les  observalions  d'écjulnoxes  et  de  solstices  données  par  Plclcmée 
semblent  d'ailleurs  dirigées  de  façon  à  servir  de  vérification  à  la 
durée  de  l'année  Ci^éc  par  Hipparque,  plutôt  que  de  vouloir  la  cor- 
riger, de  sorte  qu'elles  n'ajouteni  pas  d'intérêt  véritable  aux  ob- 
stTvalions  d'Hipparque.  Les  tables  du  Soleil  de  la  Syntaxe  sont  en 
somme  celles  d'Hipparque,  qui  dépassent  démesurément  ce  que 
l'on  peut  conjecturer  des  tables  antérieures.  Quant  à  la  théorie  de 
la  Lune,  si  Hipparque  a  eu  la  gloire  de  diviser  le  problème  des 
révolutions  lunaires,  et  de  donner  deux  périodes  pour  établir 
l'accord  des  révolutions  synodlques  avec  la  révolution  d'anomalie, 
d'une  part,  et  celle  de  latitude,  d'autre  part,  s'il  a  atteint,  pour  ce 
problème(parunelnvestlgatlondontPtoléméenedonnequ'uneidée 

imparfaite  et  queM.Tannery  s'efforce  de  reconstruire  Ingénieuse- 
ment), des  résultais  que  Ptolémée  n'a  pu  que  malencontreusement 
modifier,  il  est  probable  qu'il  n'a  eu  pour  les  tables  de  la  Lune 
qu'à  suivre  les  traces  d'xVpoUonius  de  Perga. 

Ptolémée  complète  les  tables  à  l'aide  de  sa  théorie  géométrique 
de  l'évectlon  :  Hipparque  avait  ébauché  un  mode  de  calcul  de 
cette  inégalité.  La  théorie  des  parallaxes  du  Soleil  et  de  la 
Lune,  sans  doute  ébauchée  par  Apollonius,  avait  été  continuée 
par  Hipparque  :  les  modifications  de  Ptolémée  ne  réalisent  pas  le 
moindre  progrès.  D'une  façon  générale  d'ailleurs,  Ptolémée  ne 
semble  corriger  son  précurseur  que  pour  aggraver  les  imperfec- 
tions, la  plupart  du  temps  pressenties  par  Hipparque,  et  pour  com- 
pliquer les  dltficuhés  par  ses  nouvelles  combinaisons  géomé- 
triques. , 

Dans  les  règles  pour  la  prédiction  des  éclipses,  il  semble  s  en 
être  strictement  tenu  à  celles  données  par  Hipparque.  Remarquons 
à  ce  propos  l'opinion  de  M.  Tannery,  fondée  sur  un  texte  de 
Pline,  que  l'astronome  de  Nicée  aurait  eu  déjà  connaissance  des 
effets  de  la  réfraction  atmosphérique. 

L'œuvre  propre  de  Ptolémée,  d'après  son  témoignage,  serait  sa 
théorie  des  planètes  (Ghap.  XIV).  La  combinaison  de  l'éplcycle 
sur  déférent  excentrique,  avec  Introduction  de  Vaquant,  et  le  re- 
noncement au  principe  du  mouvement  circulaire  uniforme  (ce  qui 
reste  uniforme  étant  le  mouvement  angulaire  dont  le  centre  est  l'é- 
quant)  semblent  à  Ptolémée  résoudre,  à  propos  des  planètes,  le 
problèmedevanllcquclavaitrcculcHIpparqiic.  M.  Tannery  nousfait 
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scnlir  loulcs  les  raisons  (jiii  auraient  dû  conduire,  non  pas  à  l'ijyno- 
thèse  héliocentrique  (la  conception  d'Aristarqiic  de  Samos  était 
venue  trop  tôt  pour  résoudre  toutes  les  difficultés),  mais  à  un  sys- 
tème mixte  analogue  à  celui  de  Tyclio  Bralié.  L'éljauclic  d'im  pareil 
système  fut  certainement  tentée.  Ilipparque  ne  la  jugea  |)as  suffi- 
sante; Ptoléméey  substitua  malheureusement  ses  hypothèses  com- 
pliquées. 

Enfin  le  Chapitre  XV  épuise  l'étude  critique  de  la  Syntaxe  à  pro- 
pos de  la  précession  des  équiuoxes,  dont  la  détermination  n'est 
pas  identiquement  la  même  pour  Plolémée  et  pour  Hipparquc,  et 
du  catalogue  des  fixes. 

Quelques  appendices  terminenirOuvragedeM.Tannery  :I.  l'ra- 
duction  delà  Didascalie  de  Le[)tine.  — II.  Vie  d'Eudoxe  d'après 
Diogène  Laërce,  observations  sur  la  vie  d'Eudoxe.  —  111.  Sur  la  Tri- 
gonométrie des  Anciens.  —  IV.  Sur  la  grande  année  de  Josèphe.  — 
V.  Sur  les  opinions  conjecturales  des  Anciens  concernant  les  dis- 
tances des  planètes  à  la  Terre.  —  VI.  Traduction  d'un  Chapitre 
de  Nasir  Eddin  Atliisi,  par  M.  Carra  de  Vaux  :  ce  sont  autant  de 
documents  inappréciables  pour  l'Ilistoire  de  la  Science. 

Enfin,  ce  que  nous  n'avons  pas  dit  dans  ce  court  résumé,  c'est 
le  nombre  incalculable  de  développements  semés  incidemment  sur 
des  points  techniques,  pour  lesquels  ce  sont  désormais  des  sources 
de  premier  ordre  :  ainsi  sur  l'organon  de  Ptolémée  (Chap.  111); 
sur  la  valeur  des  stades  chez  les  Anciens  (^  );  sur  les  dates  de  Pto- 
lémée (VIll),  etc. 

L'impression  que  laisse  la  lecture  de  ce  Livre  si  attachant,  c'est 
bien  d'abord,  comme  le  dit  M.  Tannery  dans  sa  préface,  que  les 
progrès  réalisés  par  Ptolémée  après  Hipparque  n'ont  qu'une  im- 
portance vraiment  secondaire.  Quant  à  Hipparque  lui-même,  nous 
n'avons  pas  de  peine  à  suivre  M.  Tannery  dans  ses  efforts  pour  ré- 
tablir entre  lui  et  ses  précurseurs  une  continuité  historique  dont 
nous  sentons  instinctivement  le  besoin.  Mais  il  est  un  point  peut- 
être  où  il  semble  que  l'auteur  aille  un  peu  loin.  Non  seulement  il 
veut  faire  partager  aux  illustres  prédécesseurs  d'Hipparque,  Ar- 
chimède,  Apollonius  de  Perga  surtout,  la  gloire  des  découvertes 
mathématiques  utilisées  par  le  grand  astronome,  ce  qui  est  assez 
naturel,  mais  encore  il  déclare  qu'Hipparque  eût  été  incapable  de 
faire  œuvre  de  vrai  géomètre,  et  l'argument  le  plus  important  à  cet 
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C'^ard  aux  yeux  de  M.  Tannery  est  le  lémoignagcsuivanl  cleTliéon 
de  Smyrne  :  «  llipparque,  dil  en  subslance  celui-ci,  a  signalé 
comme  digne  de  l'allenlion  des  malhémaliciens  l'cxplicalion  pos- 
sible de  la  marche  du  Soleil  à  l'aide  de  deux  hypolhèscs  difTé- 
renles  (cpicyclcs  concenlrique  et  excentrique).  Adrasle,  ajoule- 
t-il,  a  montré  la  raison  géométrique  de  ce  fait.  »  M.  Tannerv  ne 
doute  pas  qu'llipparque  eût  pu  résoudre  le  problème;  mais  il  voit 
une  preuve  de  son  insuffisance  mathématique  dans  le  peu  d'inté- 
rêt que  semble  avoir  ])résenlé  pour  lui-même  la  recherche  de  cette 
explication,  Mais  csl-il  bien  sur  qu'Hipparqne  se  soit  abstenu  de 
cette  recherche?  Le  passage  de  Théon  ne  pourrait-il  pas  prouver 
seulement  qu'il  ne  l'a  pas  donnée,  qu'il  n"a  pas  jugé  utile  d'y  in- 
sister, s'en  remettant  à  tous  ceux  qu'intéressent  les  exercices  de 
Géométrie  pure  du  soin  de  la  trouver  aisément?  Hipparque  est 
d'ailleurs  avant  tout  un  astronome,  cela  est  évident.  La  raison  géo- 
métrique dont  il  recommande  la  recherche  aux  géomètres  ne  pou- 
vait avoir  pour  lui  qu'un  intérêt  fort  restreint  et  il  pourrait  à  lan- 
gueur ne  pas  s'en  être  soucié  outre  mesure  sans  encourir  le  reproche 
d'insuffisance  mathématique.  Nous  nous  permettons  de  soumettre 
ces  réflexions  à  M.  Tannery  ;  elles  ne  diminuent  en  rien  d'ailleurs, 
est-il  besoin  de  le  dire,  ni  le  mérite  du  Livre  ni  notre  propre  ad- 
miration. 
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UN  THÉORÈME  DES  ÉLÉMENTS  D'EUCLIDE,  EXPRIMÉ  EN  FORME 
TRÈS  GÉNÉRALE; 

Par    E.    FEDOtlOFF, 
Ingénieur  des  Mines  à  Saint-Pétersbourii. 

Dans  le  Livre  X  des  Éléments  d'Euclicle  nous  trouvons,  en 
outre,  le  théorème  suivant  : 

Dans  un  même  cercle  sont  inscrites  la  face  triani^iilaire 
d'icosaèdre  et  la  face  pentaiionale  de  dodécaèdre,  tous  deux 
corps  inscrits  dans  une  même  sphère. 
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En  celte  forme  le  théorème  est  très  insulTisant.  11  semble  que 
la  propriété  indiquée  n'appartienne  qu  à  deux  corps  géométriques 
individuels  :  icosaèdre  et  dodécaèdre  (*). 

Nous  nous  proposons  de  démontrer  que  le  théorème  est  juste 
pour  tous  les  polyèdres,  qu'on  peut  simultanément  circonscrire  à 
une  sphère  et  inscrire  dans  une  autre  sphère  concentrique.  Mais, 
pour  plus  de  simplicité,  nous  devons  faire  usage  de  quelques  dé- 
finitions, données  dans  les  Eléments  de  lathéorie  des  figures  àe 
l'auteur  (-). 

1.  Un  polyèdre  typique  (pour  une  espèce)  est  celui  que  l'on 
peut  circonscrire  à  une  sphère. 

Note.  —  En  transportant  dans  la  position  parallèle  chaque  face 
d'un  polyèdre  typique  (pourvu  que  la  face  ne  disparaisse  et  ne 
coïncide  pas  avec  la  face  parallèle,  s'il  en  existe  une),  nous 
obtiendrons  tous  les  polyèdres  de  la  même  espèce.  Le  polyèdre, 
circonscrit  à  la  sphère,  a  parmi  tous  ces  polyèdres  une  impor- 
tance spéciale,  et  c'est  la  raison  pourquoi  on  l'a  nommé  ty- 
pique (•^). 

2.  Le  polyèdre  sous-typique  est  celui  qu'on  peut  inscrire  dans 
une  sphère. 

Note.  —  Il  existe  des  relations  différentes  entre  des  polyèdres 
typiques  et  des  polyèdres  sous-typiques  correspondants  :  à  chaque 
face  d'une  de  ces  figures  correspond  un  sommet  de  l'autre  et  vice 
versa;  à  chaque  arête  qui  joint  les  deux   sommets  d'un  de  ces 


(')  Nous  trouvons  la  démonstration  du  théorème  inutilement  très  compliquée. 

(')  Publiés    en  russe  en  i8S5.   Exposé    détaillé  de  cet  Ouvrage    en  allemand 

oir  Zeitschrift  filr  Krystallo graphie,  t.  X\I,  p.  679). 

(')  D'après  un  théorème  de  Lindelôf  {Bulletin  de  l'Acad.  imp.  des  Sciences 
le  Saint-Pétersbourg,  p.  257;  1870),  un  polyèdre  pareil  sous  une  étendue  super- 
ficielle donnée  renferme  le  plus  grand  volume  de  tous  les  polyèdres  de  la  même 
espèce.  Dans  un  travail  nouveau  {La  question  sur  les  niininia  des  surfaces 
dans  la  théorie  de  la  symétrie)  nous  avons  indiqué  le  rôle  important  des  po- 
lyèdres, et  des  surfaces  en  général,  symétriques  à  ce  point  de  vue. 
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corps  correspond  l'arête  comme  la  droile  (riiilorseclioii  de  deux 
laces  correspondantes,  de  l'anlre,  etc.  ('). 

Ces  définitions  pcrmeltent  de  donner  au  throrèniç  dont  il  est 
question  cette  forme  génrrale  : 

Si  i/n  polyèdre  typique  circonscrit  à  une  sphère  5)  peut 
s  inscrire  dans  une  autre  sphère  concentrique  ^o,  le  polyèdre 
sous-typique  correspondant,  inscrit  dans  la  sphère  s^,  sera 
circonscrit  à  la  sphère  s  y. 

Soient  t\  le  point  de  langence,  /;,  un  sommet  d'une  face  du 
polyèdre  typique  donné  et  O  le  centre  des  sphères,  S\  inscrite  et  5^ 
circonscrite  à  ce  polyèdre;  typy  sera  la  droite  d'intersection  de  la 
face  considérée  avec  le  plan  de  la  lîg;ure.  Menons  la  droite  O^i 

Fig.   I. 


jusqu'à  l'intersection  avec  la  sphère  s^  dans  le  point /^oj  joignons 
O  avec  /?,,  et  dans  le  point  io  d'intersection  Op^  avec  la  sphère  5, 
menons  la  tangente  t^p- 

Il  est  évident  que  cette  droite  passera  par  le  point/>2-  Mais  la 
droite  t^p-y  n'est  autre  chose  que  la  droite  d'intersection  avec  le 
plan  de  la  figure  d'une  face  du  polyèdre  sous-typique,  correspon- 
dant au  polyèdre  typique  donné.  Ainsi,  chaque  face  de  ce  po- 
lyèdre, correspondant  à  un  sommet  /?,  d'une  face  du  polyèdre 
typique  donné,  passera  nécessairement  par  le  point/?...  Le  point/^^ 
sera  donc  un  sommet  du  polyèdre  sous-typique  correspondant. 


(')  Éléni.  de  la  th.  de  fig.,  p.  60.  I^es  Ihéorèmes  analogues  ont  été  démonlrcs 
par  un  géomètre  illustre,  W.  C.  .Jordan  {Crelle  Journ.  fiir  Mathematik. 
B.  6(i,  p.  29  ). 
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Et  comme  nous  avons  la  même  chose  pour  loulcs  les  aulrcs 
faces  et  sommets,  le  lliéorème  est  prouvé. 

Dans  un^  lettre,  dont  l'illuslre  géomètre  M.  Darhoux  avait 
honoré  Tauteur,  il  se  trouve  une  autre  démonstration,  très 
simple  et  élégante,  du  même  théorème  ('). 

Ce  théorème  nous  donne  une  nouvelle  notion  d'une  grande 
importance,  la  notion  des  polyèdres  nié sosphériq lies,  c'est-à-dire 
des  polyèdres  qu'on  peut  circonscrire  à  une  sphère  et  inscrire 
dans  une  autre  concentricjue. 

Pour  se  rendre  compte  de  l'importance  de  cette  nouvelle  défi- 
nition, il  suffit  de  définir  par  analogie  les  polygones  mésosphé- 
riques  comme  tels,  (|ui  peuvent  être  circonscrits  à  un  cercle  et 
inscrits  dans  un  autre  cercle  concentrique.  En  se  servant  de  cette 
définition,  il  est  facile  de  prouver  que  les  polygones  mésosphé- 
riques  sont  les  polygones  réguliers  de  premier  ordre  ou  d'ordres 
supérieurs. 

Ainsi  la  notion  des  polyèdres  mésosphériques  est  analogue  à  la 
notion  des  polygones  réguliers  sur  le  plan. 

Le  théorème  que  nous  venons  de  prouver  peut  être  formulé 
aussi  bien  de  la  manière  suivante  : 

Etant  donné  un  polyèdre  niésosphévique  inscrit  et  circonscrit 
à  deux  sphères  concentriques,  il  existe  un  autre  polyèdre 
mésosphérique  polaire,  également  inscrit  et  circonscrit  à  ces 
mêmes  sphères. 

Ce  théorème  a  de  nombreuses  applications,  mais  nous  nous 
bornerons  à  présent  avec  les  exemples  les  plus  importants. 

1.  Tous  les  polyèdres  réguliers  ordinaires,  qui  s'arrangent  par 
paires  suivantes.  (Cette  application  était  déjà  faite  dans  le  Traité 
de  MM.  Rouché  et  de  Comberousse.) 

a.  Les  deux  tétraèdres  (inscrit  et  circonscrit)  polaires. 

b.  Le  cube  et  l'octaèdre. 

c.  Le  dodécaèdre  et  l'icosaèdre. 


(  '  )  Le  voilà  :  Soit  en  effet  P  un  polyèdre  inscrit  à  une  sphère  s  et  circonscrit 
à  une  sphère  concentrique  s,.  //  existe  une  sphère  s'  par  rapport  à  laquelle  s 
et  s,  sont  polaires  réciproques.  Par  conséquent  le  polyèdre  P'  polaire  réciproque 
de  P  pai-  rapport  à  s'  sera  encore  inscrit  à  s  et  circonscrit  à  5,. 
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2.  Tous  les  polyèdres  réf^ullers  de  l'ordre  supérieur  (  les  solides 
de  Poinsol)  (arrangés  aussi  par  paires)  : 

(I.   Les  deux  octaèdres  de  deuxième  ordre  (inscril  et  circonscrit). 

b.  Les  deux  dodécaèdres  de  troisième  ordre  polaires  (du  pre- 
mier et  du  second  genre). 

c.  Le  dodécaèdre  et  l'icosaèdre  de  septième  ordre. 

3.  Un  poljèdre  à  qualre  faces  (triangulaires)  se  nomme 
splicnoïdc.  Celui  dont  toutes  les  quatre  faces  sont  égales  s'appelle 
un  sphénoèdrc.  11  est  facile  de  prouver  que  tous  les  s|)hénoèdres 
sont  les  polyèdres  mésosphériques.  Il  en  existe  un  nombre  infini 
du  second  ordre,  car  n'importe  quel  triangle  peut  servir  de  face  à 
un  pareil  poljèdre  (et  tous  les  poljèdres  semblables  font  un  indi- 
vidu indépendant  au  point  de  vue  de  la  théorie  des  figures).  Le 
tétraèdre  (régulier)  ne  présente  qu'un  cas  très  particulier  de  ces 
figures. 

4.  Parmi  toutes  les  séries  des  isoèdres  typiques  trigonaux,  de 
même  que  tous  les  isogones  sous- typiques  trigonoédriques,  il 
existe  un  membre  mésosphérique  ('  ). 

Pour  le  démontrer,  il  suffit  de  joindre  le  centre  de  la  sphère 
inscrite  avec  les  sommets  de  l'isoèdre  typique  donné.  Le  nouveau 
polyèdre,  dont  les  sommets  sont  les  points  d'intersection  de  ces 
droites  avec  la  sphère,  sera  aussi  un  isoèdre  typique,  parce  que 
les  pyramides,  ayant  pour  bases  ses  faces  triangulaires  et  leurs 
sommets  au  centre  de  la  sphère,  sont  toutes  égales  ou  symétriques 
et  leurs  hauteurs,  qui  ne  sont  que  les  rayons  de  la  sphère  inscrite, 
sont  aussi  égales. 

Tous  les  exemples  donnés  ne  sont  que  des  cas  particuliers 
d'application  du  théorème  prouvé.  Au  point  oià  se  trouve  actuelle- 
ment la  théorie  des  figures  il  n'est  pas  encore  possible  de  déduire 
tous  les  polyèdres  mésosphériques.  11  n'est  pas  difficile  cependant 
de  déduire   tous  les  isogones  et  isoèdres  mésosphériques-,  mais 


(')  L'isoèdre  trigonal  est  un  polyèdre  avec  les  faces  triangulaires  égales  ou 
symétriques;  l'isogone  trigonoédrigue  est  un  polyèdre  avec  les  trigonoèdrcs 
(angles  trièdres)  égaux  ou  symétriques. 
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nous  devons  nous  arrcler  à  ce  j)oinl-là,  parce  que  |)Our  celte  dé- 
duction il  est  nécessaire  de  faire  usage  de  détails  de  la  théorie 
de  la  symétrie,  qu'on  ne  li'ouve  actuellement  qu'en  Ouvrages 
publiés  en  russe. 


DÉMONSTRATION  DE  L'EXISTENCE  DE  RACINES  PRIMITIVES 
MODULE  PREMIER  IMPAIR; 

Tau  m.  Joski-u  l'EllOTT. 
Soit/j  un  nombre  |)remier  imj)air;  posons,  pour  abréger, 

*1  =        I       -t-       2       -t-        J        -t-...-T-(/»  l), 

5.2=    r-  -t-    -i.-   -t-    3-*  -+-...-(-(/» — 1)2, 


.S/,_2=    |/'-2-+-  -ll'-'^-r-  3/'-^-h.  .  .-h  (/>  —  l)/'-2. 

Je  dis  que  toute  expression  telle  que  Sk  est  nécessairement  con- 
grue à  zéro  ou  à  /?  —  i  (mod/?).  En  eflet,  si  dans 

Si;  =  i^-i-  2^-t-  3''' -t-. . .         ( P  ~  •/■'» 
on  remplace  les  nombres 

I,  2,   3,    .. .,  p  —  \ 
par  les  nombres 

h,  ih,  '5 h,   ...,  h{p  —  i), 

la  fonction  5;^  se   trouvera  multipliée  par  h'',    mais  ne  changera 
guère  de  valeur  (niod/>),  car  la  suite 

h,  -2, h,  3/i,   ...,  /i(p  —  i), 

reproduit  (raodp)  la  suite 

I,   2,   3,    . . .,  p  —  ï, 

sauf  l'ordre.  On  a  donc 

5/,^s /i^\ç^.         (modp), 

pour  toute  valeur  de  //  prise  dans  la  suite 
I,   >,  3,  ...,  p  —  \. 
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Cela  fxij^c  ([ii On  ail   soil 

Sl-^  O  (  lUixl/j), 

soit 

//'•  ss  I  (  mi)i\p), 

pour  loiile  valeur  de  //  prise  dans  la  suite 

I,   2,   3,    . . . ,  p  —  I, 

ce  (pu  donne 

s/,.~p  —  i         (mod/j). 

Je  dis  de  [)Iiis  (pie  si,  comme  nous  le  supposons,  le  <^ p  —  i ,   la 

conyruence 

S/,-E=p  —  i  (iiiod/;) 

ne  peut  avoir  lieu.  En  effet,  soil  l  la  plus  petite  valeur  de  /."  telle 

que 

St  ^  p  —  I         (  modp) 
et,  |)ar  suite, 

//'  ^  I         (modp), 

pour  toute  valeur  de  h  |)rise  dans  la  suite 
I ,  •>.,   3,   . . .  p  —  I, 


on  aura 


I -f-     3-1-3    ■+-...~(p  —  j)       ss  o  (modp), 

I--I-    2-    -+-    3-    -;-...-;-(/?  —  I)-     =o  {modp), 


l'-'-f-  'i'-'  -i-  3'-'-!-. .  .4-  (/>  —  i)'-i  =  o  (mod/?), 

l'-i-    2'    -<-    3'   -H.  .  .-H  (^  —  i)^      =/?—  I         (mod/>). 

Donc,  en  faisant  la  somme  colonne  par  colonne 

t  ^ p  —  I         (mod/)) 

puisque  toutes  les  colonnes  à  gauche,  sauf  la  première,  donnent 
pour  résultat  une  expression  telle  que 

A(A'  — i) 

où  I  •<  //  <ip  et.  par  suite, 

— ^- s=  o         (modo). 

h  —  I 
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Coiunic  la  congriiciicc  à  lu(|iicllc  on  esL  aiiiv»'- 
t  ^=  p  —  I         {modp) 

ne  pcul  avoir  lieu  pour 

o  </</>  —  I  , 

la  siipposilion 

St^^P  —  I  (  I110(l/>) 

esl  absurde. 

Soit  m  le  jilus  pelil   commun  inulliplc  des  c^posanls  auxf|ucls 
apparlienncnl  les  nombres 

I,   •>.,   3,    . . .,  /5  —  I, 
on  aura  évidcmmeni 

s,n~p—\         (mofJ/>), 
el,  par  suite, 

m  '^  jj  —  2. 

D'autre  pari,  soit  A  un  nombre  appartenant  à  rex|)osant  m,  la 

suite 

A,  A2,  ...,  A'" 

n'aura  que  des  termes  premiers  à  p  et  inconj^rus  entre  eux  et, 

par  conséquent, 

ni^p  —  I , 

puisqu'il  n'v  a  en  tout  que  p  —  i   restes 

1,    2,    3,    ...,  p  —  I, 

à  un  desquels  tout  nombre  premier  à  p  doit  être  congru  (mof\p). 

Il  s'ensuit  que 

m=p  —  i, 

et  que,  par  conséquent,  A  est  une  racine  primitive. 


EXTRAIT  D'UNE  LETTRE  DE  M.  CESARO; 

En  relisant  mon  dernier  article  du  Bulletin  (1893,  p.  Sai),  je 
m'aperçois  que  la  démonstration  et  l'énoncé  même  de  mon  Théo- 
rème  peuvent  donner  lieu  à  des  objections.  11  aurait  fallu  dire, 
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avant  lotit,  que  les  fondions 


i  o{x,  t)dt,  I    <ii{x,  t)dt 


doivent  être  supposées  telles,  qu'en  y  faisant  croître  x  à  l'infini, 
après  avoir  fixé  arbitrairement  l,  elles  restent  finies.  C'est  ce  qui 
arrive  toujours  dans  les  cas  particuliers  que  j'ai  considérés.  Il 
faut  remarquer,  ensuite,  que  la  règle  de  IHospital  a  été  appli- 
quée par  rapport  à  la  variable  t.  Aussi,  pour  bien  comprendre 
certain  passage,  il  est  utile  d'imaginer  que,  pour  toute  valeur 
finie  de  f,  les  fonctions  o{x^  t)  et  ^'(•^5  t)  tendent  vers  des  limites 
finies  cpi  {l)  et  '|,  [t)  lorsque  x  croît  indéfiniment.  Sous  les  condi- 
tions énoncées  précédemment,  les  intégrales 


j    oi{t)dt,  f  ^i{t)dt 


ont  un  sens,  pour  toute  valeur  finie  de  t,  mais  elles  croissent  à 
l'infini  avec  t.  On  a  donc 


Oi( f)dt 


lim =  lim 


f"' 


?i(0 

J/,(/)  df 


cest-à-dire 


r 


o(x,  t)dt 

tim  lim  =  lim  lim  -^-7 -, 

/     <l(x,  t)dt 
•-  0 

OU,  enfin,  en  échangeant,  entre  eux,  dans  les  deux  membres,  les 
deux  passages  à  la  limite, 

f     o{x.  t)dt 

lim =  lim   lim  -, -• 

^■-  f    ^{x,t)dt      ---=«^(^'0 

Mais,  comme  je  l'ai  dit  dans  mon  Article,  ce  n'est  pas  là  une 
démonstration.  D'ailleurs  une  démonstration  rigoureuse  d'un 
théorème  plus  général  va  paraître  dans  Mathesis. 


68  BULLETIN   Bl  BLlOG  U  A  PHIQUE. 

Errata  a  l'ahticlic  Thcorème  d'Anfilrse,  \>\\\  M.  E.  ('-i:s\ro. 

Ligne  8,  après  avec  x,  lisez  :  Supposons  aussi    (pi'il   iTru   soii  pas  de 
même  des  inlci^rales 


fa  „<t 

o(.r,  t)dt,  I     <l(.r,  I  )(n, 

"  V  «-  0 


lorsque  a  esl  fini. 

Ligne  9,  au  lieu  de  aussi,  lisez  encore. 
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COMPTES  ki<:ni)us  et  analyses. 

Paul  APPELL,  IMcnibrc  do  ITnsliUit,  Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences.  — 
Traité  de  MiicAMuiE  rationnelue.  Tome  picmier  :  Statique,  Djnamique 
du  point.  Paris,  Gaulliier-Villars  et  fils,  1898. 

1.  La  réduction  de  la  Mécanique  à  un  petit  nombre  de  prin- 
cipes a  été,  comme  on  sait,  l'œuvre  de  Galilée,  d'Hujgens  et 
surtout  de  Newton  qui,  dans  sa  Philosophie  naturelle,  formula 
explicitement  pour  la  première  fois  les  trois  principes  fonda- 
mentaux de  l'inertie,  des  mouvements  relatifs  et  de  l'action  et 
réaction.  Ces  trois  principes  suffisent  à  l'édification  de  la  Méca- 
nique; l'idée  de  force  y  naît  de  celle  de  mouvement,  la  compo- 
sition des  forces  s'_y  ramène  à  la  composition  des  vitesses.  Tel 
n'est  pas  cependant  le  point  de  vue  où  se  sont  placés  la  plupart 
des  maîtres  qui  ont  enseigné  ou  écrit  des  Traités  sur  la  Mécanique. 
La  Statique  est  ordinairement  présentée  comme  indépendante,  et 
si  la  force  est,  au  début,  définie  comme  une  cause  de  mouvement, 
on  renonce  au  bénéfice  de  cette  définition  précise  pour  lui  sub- 
stituer une  sorte  de  notion  première,  qui  paraît  tirée  de  la  con- 
science que  nous  pouvons  avoir  de  notre  propre  effort  musculaire. 
Celte  manière  est  évidemment  opposée  au  but  poursuivi  par  Ga- 
lilée, ffujgens  et  Newton. 

L'opinion  de  I^agrange  à  cet  égard  serait  curieuse  à  noter; 
malheureusement,  si  l'on  se  reporte  à  la  Mécanique  analytique, 
la  consultation,  naturellement  très  instructive,  ne  laisse  pas  ce- 
pendant que  d'être  singulièrement  contradictoire. 

Dès  les  premières  lignes  de  son  grand  Traité,  Lagrange  dit  fort 
bien  que  (*  )  :  C'est  par  la  quantité  de  inouvement  imprimé  que 
la  force  doit  s'estimer  ;  plus  loin,  parlant  de  la  composition  des 
forces  concourantes,  il  nous  dit  (-)  :  Il  faut  bien  avouer  qu'en 
séparant  le  principe  de  la  composition  des  forces  de  celui  de 
la  composition  des  mouvements  on  lui  fait  perdre  ses  prin- 


(')  Mécanique  analytique,  t.  XI  des  OEuvres  complètes,  p.  i. 
(")  Ibid.y  p.  19. 

Bull,  des  Sciences  matliém.,  2'  série,  l.  XVIII.  (Avril  1894.) 
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cipaiix  avantages,  Vévidence  et  la  simpLicilê.  Mais,  quelques 
pages  auparavant,  après  avoir  rapporté  du  principe  du  levier 
les  démonstrations  purement  statiques  d'Archimède,  de  Stevin, 
d'Hujgcns  et  indiqué  quelques  perfectionnements  à  apporter 
dans  ces  démonstrations,  Lagrange  écrivait,  en  comparant  le  prin- 
cipe du  levier  à  celui  de  la  composition  des  forces  concou- 
rantes (')  :  On  ne  peut  cependant  s  empêcher  de  reconnaître 
que  le  principe  du  levier  a  seul  V avantage  d^être  fondé  sur 
la  nature  de  l' équilibre  considéré  en  lui-même  et  comme 
un  état  indépendant  du  mouvement  ;  d'ailleurs  il  y  a  une 
différence  essentielle  dans  la  manière  d^ estimer  les  puissances 
qui  se  font  équilibre  dans  ces  deux  principes;  de  sorte  que 
si  V^on  n^  était  parvenu  à  les  lier  par  les  résultats,  on  aurait 
pu  douter  avec  raison  s'il  était  permis  de  substituer  au  prin- 
cipe du  levier  celui  qui  résulte  de  la  considération  étrangère 
des  mouvements  composés. 

En  rapprochant  ces  divers  passages,  nous  voyons  que  Lagrange 
n'a  pas  pris  parti  dans  la  réduction  sj^stématique  de  la  notion  de 
force  à  celle  de  mouvement. 

Il  l'accepte  pour  la  composition  des  forces  concourantes,  et 
l'écarle  à  l'occasion  du  levier.  Il  ne  faut  point  s'en  étonner  :  dans 
son  Traité  rénovateur,  Lagrange  a  eu  en  but  une  unité  d'une  autre 
sorte,  d'ordre  moins  spéculatif,  d'ordre  pratique,  une  unité  de 
méthode  qui  lui  permet,  suivant  sa  propre  expression  :  de  ré- 
duire la  théorie  de  cette  science  et  l'art  de  résoudre  les  pro- 
blèmes qui  s'y  rapportent  à  des  formules  générales  dont  le 
simple  développement  donne  toutes  les  équations  nécessaires 
pour  la  solution  de  chaque  problème  (-). 

L'unité  des  principes  philosophiques  qui  servent  de  raison  à  la 
Mécanique  paraît  lui  importer  moins.  Et  cependant  peut-on  dire 
que  la  question  n'ait  pas  existé  pour  Lagrange,  quand  on  lit  la 
fin  de  l'avant-dernier  passage  que  j'ai  cité;  quand  on  le  voit 
mettre  le  doigt  sur  le  plus  grave  inconvénient  qui  résulte  de  ce 
que  j'appelle  l' indépendance  de  la  Statique ,  à  savoir,  cette 
dualité  de  la  notion  de  force  en  Mécanique,  notion  qui  n'est  plus 


(')  Mécanique  analytique,  p.  17. 

{')  Avertissement  de  la  Mécanique  analytique. 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  71 

la  même  en  Dynamique  et  en  Stalique,  lorsque  l'on  veut  faire  de 
celle-ci  une  science  indépendante. 

A  coté  de  cet  inconvénient  d'ordre  tout  philosophique  en  sur- 
gissent d'autres  secondaires.  C'est  ainsi,  comme  le  fait  observer 
Lagrange,  que  la  règle  du  parallélogramme  des  forces  devient 
d'une  démonstration  difficile  en  dehors  de  la  considération  du 
mouvement.  Depuis  le  premier  essai  de  démonstration  purement 
statique  par  Bernoulli,  de  nomln^cuscs  démonstrations,  conçues 
dans  le  même  sens,  ont  été  produites;  celle  de  Poisson  est  une 
des  plus  célèbres.  Dans  une  Note  placée  à  la  fin  de  la  Mécanique 
de  Despeyrous,  M.  G.  Darboux  a  analysé  les  difficultés  inhérentes 
à  ces  démonstrations  et  énuméré  les  postulata  mécaniques  qu'elles 
exigent.  La  question  se  pose  alors  de  savoir  s'il  vaut  mieux  ad- 
mettre ces  postulata  au  titre  de  principes  spéciaux  à  la  Statique, 
ou  bien  les  déduire,  ainsi  qu'on  le  peut,  des  trois  principes  fonda- 
mentaux de  Newton.  Il  n'y  a  pas  d'inconvénient,  à  notre  avis,  à 
admettre  les  postulata  dans  l'enseignement  élémentaire  pour 
arrivera  la  Statique  indépendante,  telle  que  Poinsot  l'a  fixée  dans 
son  livre  immortel;  la  Statique  ainsi  construite  devient  une  sorte 
de  prolongement  de  la  Géométrie  d'Euclideet,  jointe  aux  notions 
de  Cinématique  récemment  introduites  dans  le  programme  des 
lycées,  constitue  un  beau  complément  de  l'enseignement  géomé- 
trique. Mais  il  en  va  tout  autrement  dans  un  grand  Traité  qui  a 
en  vue  l'enseignement  de  la  Mécanique.  Là  les  choses  doivent 
être  présentées  sous  leur  vrai  jour,  avec  le  caractère  philoso- 
phique que  permet  de  leur  attribuer  l'esprit  de  critique  qui 
semble  être  l'esprit  de  notre  époque. 

2.  A  côté  de  cette  question  des  principes  et  de  la  définition  de 
la  force  se  place  une  question  non  moins  grave,  une  question  de 
méthode. 

Certains,  désireux  de  cette  unité  créée  par  Lagrange,  la  poussant 
à  l'excès,  n'acceptent  rien  que  de  l'Analyse  ;  d'autres,  au  contraire, 
plus  soucieux  des  faits  que  des  formules,  qui  n'en  sont  que  le 
reflet,  pensent  que  chaque  problème  doit  êtreétudié  enlui-même, 
avec  toutes  les  ressources  qu'offrent  les  conditions  particulières 
dans  lesquelles  il  se  trouve  posé;  à  ceux-ci,  Poinsot  peut  servir 
de  modèle.  Mais,  si  l'exagération  des  analystes  purs  les  porte  à  se 
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complaire  clans  les  formules,  au  délriment  des  faits  eux-mêmes, 
d'un  autre  côte,  l'abandon  des  méliiodes  générales  a  le  grave  incon- 
vcnienL  de  faire  de  la  Mécanique  un  ensemble  de  problèmes  sans 
liens  logiques  entre  eux,  à  lui  faire  perdre,  en  un  mol,  l'unilé  de 
tnélhode  qui  est  le  propre  de  tonte  science. 

Du  reste,  c'est  bien  à  tort  que  l'on  ne  veut  voir  parfois  dans 
l'œuvre  de  Lagrange  qu'une  grande  méthode  analytique.  Le  prin- 
cipe des  vitesses  virtuelles  n'aboutit  pas  forcément  à  de  grandes 
formules;  dans  bien  des  cas  il  conduit  à  une  solution  directe,  d'où 
les  faits  jaillissent  pleins  de  clarté. 

La  méthode  analytique  a  son  chamj)  d'applications  propre; 
ailleurs  d'autres  procédés  doivent  lui  être  préférés. 

C'est  dans  cet  esj)rit  qu'a  été  écrit  le  Traité  de  Poisson,  le  plus 
célèbre,  sinon  le  premier,  qui  ait  été  composé  dans  ce  genre. 
Depuis  cet  excellent  Ouvrage,  un  peu  vieilli,  mais  où  le  sens  phy- 
sique de  la  Mécanique  était  bien  affirmé,  l'enseignement  français 
de  la  Mécanique  a  élaboré  un  progrès  incessant,  soit  par  les  nom- 
breux traités  qui  ont  été  publiés,  soit  parles  cours  de  nos  Facultés, 
avec  des  maîtres  comme  Despeyrous,  Darboux,  Tannery,  Tisse- 
rand, Appell.  De  fortes  traditions  se  sont  établies,  certaines 
théories  se  sont  développées;  il  appartenait  à  M.  Appell  de  donner 
au  public  mathématicien  une  complète  et  en  même  temps  très  per- 
sonnelle synthèse  des  résultats  de  tous  ces  efforts. 

3.  Depuis  le  commencement  de  ce  siècle  le  fonds  de  la  Méca- 
nique s'est  accru  d'un  grand  nombre  de  faits  d'ordre  purement 
géométrique  ou  analytique,  intéressants  par  eux-mêmes,  et  très 
dignes  de  l'attention  des  géomètres,  mais  qui  ne  tiennent  à  la  Mé- 
canique que  par  l'usage  qu'on  y  en  fait. 

Lorsque  l'on  veut  soumettre  à  la  Géométrie  quelque  ensemble  de 
phénomènes,  il  n'est  point  rare  de  la  prendre  au  dépourvu.  Mais 
on  la  voit  aussitôt  construire  de  toute  pièce  ou  par  morceaux  le 
cadre  régulier  destiné  à  contenir  les  faits,  et,  tout  en  restant  elle- 
même,  se  plier,  avec  toute  la  souplesse  qu'elle  peut  déployer,  aux 
exigences  qui  lui  sont  imposées.  C'est  ainsi,  dit-on,  que  se  sont 
formées  toutes  les  doctrines  géométriques  ;  chacune  est  née  en 
vue  d'une  application.  La  Mécanique  nous  offre,  à  cet  égard,  les 
exemples  les  plus  mémorables,  et,  depuis  que  les  principes  en  ont 
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t'ic  ncllcmcnl  posés,  on  ne  pciil  mesurer  lout  ce  que  celle  science, 
d'essence  purcmenl  physique,  a  aj>porlé  à  l'Analyse  et  à  la  Géo- 


mélrie,  comme  fruit  de  ses  exigences. 


Plusieurs  de  ces  théories,  que  j'appellerai,  si  Ton  veut,  parasites 
(parasites  au  point  de  vue  de  la  Mécanique)  ont  passé  dans  le  do- 
maine de  la  Géométrie  et  de  l'Analyse,  font  partie  de  leur  ensei- 
gnement ;  elles  ont  été  détachées  de  la  Mécanique.  Mais  non  pas 
toutes.  Plusieurs  encombrent  encore  cette  science  et  occupent 
dans  son  enseignement  une  place  que  l'on  aimerait  mieux  réserver 
à  des  questions  plus  mécaniques.  Espérons  que  des  traditions 
finiront  par  se  créer  à  cet  endroit.  L'enseignement  élémentaire 
comporte  déjà  quelques  notions  de  la  Géométrie  du  déplacement; 
souhaitons  que  la  théorie  géométrique  des  moments  et  des  seg- 
ments pénètre  un  jour  dans  nos  programmes  de  Mathématiques 
spéciales,  comme  un  complément  naturel  de  la  théorie  delà  droite 
et  du  plan  en  Géométrie  analytique.  Ce  morceau  de  Géométrie 
remplacerait  avec  avantage  dans  le  programme  telle  doctrine 
abstraite  qui  conviendrait  à  des  esprits  plus  mûrs  que  ceux  des 
jeunes  élèves. 

4.  Certains,  je  ne  l'ignore  pas,  hésitent  à  séparer  ce  chapitre  de 
la  Géométrie  de  l'exposition  des  propriétés  statiques  ou  cinéma- 
tiques  auxquelles  il  s'applique.  Mais  pourquoi  ôterà  la  Géométrie 
une  doctrine  qui  lui  appartient  bien,  et  à  laquelle  elle  ofire  elle- 
même  des  applications  étrangères  à  la  Mécanique?  En  outre,  les 
propriétés  des  segments  que  la  Statique  utilise  ne  sont  pas  tout  à 
fait  les  mêmes  que  celles  dont  se  sert  la  Cinématique.  Par  exemple, 
les  axes  de  moment  nul  constituent  en  Cinématique  l'ensemble 
important  des  normales  aux  trajectoires;  en  Statique,  ce  sont  les 
axes  autour  desquels  le  corps  serait  en  équilibre  s'il  était  réduit  à 
y  tourner;  ces  axes  n'ont  qu'un  rôle  effacé  dans  la  Statique  de 
Poinsot.  Même  remarque  pour  les  couples  de  droites  conjuguées 
rectangulaires.  Sans  grand  intérêt  en  Statique,  ces  droites  ont  en 
Cinématique  une  double  et  importante  interprétation;  ce  sont  les 
tangentes  aux  trajectoires  des  points  et  les  caractéristiques  des 
plans  entraînés  dans  le  mouvement  du  corps  solide.  Le  déve- 
loppement   normcd    de  la    Statique   ne  fait  donc    appel   qu'à   un 
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nombre  liinilé  tic  propriétés  des  segments,  pio|)riélés  doiil  il 
faul  plus  lard  compléter  l'étude  en  Cinématique  avec  un  nutro 
langage.  Il  est  incontestablement  plus  simple  et  |)lus  logitpie  de 
développer  à  part  la  théorie  des  segments  pour  l'applitpicr  ensuite 
à  la  Statique  et  à  la  Cinématique.  Ainsi  procède  i\l.  Appell.  Le 
premier  Chapitre  de  son  livre  nous  olTre  le  développement  des  pro- 
priétés des  segments  et  de  leurs  systèmes.  Dans  la  définition  du 
moment  M.  Appell  a  introduit  la  considération  du  moment  de 
deux  segments  qui  a  le  grand  avantage  de  grouper  deux  éléments 
importants  :  les  moments  par  rapport  aux  axes  et  les  tétraèdres 
introduits  par  Cbasles  dans  la  Statique. 

Dans  la  théorie  des  systèmes  de  segments,  un  couple  apparaît 
comme  un  système  de  segments  dont  la  résultante  de  translation 
est  nulle.  Cette  délinition,  identique  au  fond  à  celle  de  Poinsot,  a 
sur  elle  l'avantage  d'être  moins  étroite  et  de  faire  mieux  com- 
prendre certaines  applications.  Par  exemple,  tout  contour  fermé 
doué  d'un  sens  de  parcours  donne  lieu  à  un  couple;  la  projection 
du  moment  linéaire  de  ce  couple  sur  un  axe  représente  le  double 
de  l'aire  de  la  projection  du  contour  sur  un  plan  normal  à  l'axe. 
D'un  autre  côté,  cette  façon  de  définir  le  couple  rend  intuitifs 
les  théorèmes  dont  Poinsot  a  donné  de  si  élégantes  démonstrations. 
Les  fervents  de  Poinsot  pourraient  les  regretter;  mais  M.  Appell 
n'a  voulu  laisser  place  à  aucun  regret  dans  son  livre,  et  une  brève 
digression  est  consacrée  à  la  théorie  élémentaire  des  couples 
d'après  Poinsot. 

La  théorie  des  segments  a  été  fort  développée  par  Mobius 
d'abord,  et  puis  par  Bail  en  Angleterre,  qui  a  consacre  un  volume 
à  la  dynamique  du  coi'ps  solide.  Dans  le  cas  où  les  segments  sont 
des  forces,  les  systèmes  de  segments  constituent  les  torseui'S  de 
Bail,  appelés  aussi  <y>-/<ame5  par  Piûeker. 

Dans  le  second  Chapitre  sont  exposés  les  éléments  de  Cinéma- 
tique indispensables  à  la  Dynamique.  La  théorie  des  vecteurs  y  joue 
naturellement  son  rôle.  Le  théorème  de  Coriolis  s'y  trouve  établi 
par  l'analyse. 

5.  Ces  deux  premiers  Chapitres  ne  sont  qu'une  sorte  de  pré- 
liminaire ;  avec  le  troisième,  qui  traite  des  [)rincipes  et  des  notions 
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de  force  et  de  masse,  nous  en  Irons  dans  la  Mécanique  proprement 
dite.  Le  soin  avec  lequel  M.  Appell  a  traité  la  matière  mérite  que 
l'on  s'y  arrête  longuement. 

Nous  y  trouvons,  avant  tout,  le  souci  de  cette  unité  que  nous 
avons  définie  au  début.  Une  force  est  la  cause  qui  fait  fju'un  point 
matériel  n'est  pas  animé  d'un  mouvement  rectiligne  et  uniforme. 
Telle  est  la  définition  de  la  force  tirée  du  principe  de  l'inertie. 

Le  principe  des  mouvements  relatifs  conduit  à  la  notion  de  ré- 
sultante. On  montre,  tout  d'abord,  que  si  deux  forces  agissent  sur 
un  point  matériel  et  tendent  à  lui  imprimer  séparément  deux  accé- 
lérations J,  J',  l'eflet  des  deux  forces  agissant  ensemble  est  de 
provoquer  une  accélération  J"  égale  à  la  somme  géométrique  de  J  et 
de  J';  il  j  a  une  force  unique  capable  à  elle  seule  d'imprimer  celte 
accélération  J";  cette  force  unique,  c'est,  par  définition,  la  résul- 
tante des  forces  considérées.  On  admet,  il  est  vrai,  qu'il  existe  une 
force  provoquant  à  elle  seule  l'accélération  J";  mais  est-ce  bien  là 
un  postulatum?  Cela  ne  résulte-t-il  pas  de  la  définition  de  la 
force? 

On  admet  aussi  que  les  considérations  précédentes  sont  indé- 
pendantes du  point  matériel  sur  lequel  agissent  les  forces,  et  que 
la  résultante  serait  la  même  si  le  point  matériel  changeait.  Mais  la 
vérité,  c'est  que  les  trois  principes  tels  qu'on  les  annonce  ordi- 
nairement n'indiquent  point  qu'il  j  ait  lieu  de  distinguer  plu- 
sieurs sortes  de  points  matériels.  En  un  mot,  l'idée  de  masse 
résulte  d'un  principe  qui  semble  étranger  aux  trois  principes  fon- 
damentaux. 

Examinons  cependant  en  détail  l'énoncé  courant  du  principe  de 
l'action  et  réaction.  On  y  voit  deux  choses  :  d'abord,  si  un  point 
matériel  M  agit  sur  un  autre  M',  cette  action  est  dirigée  suivant  la 
droite  MM'  :  il  faut  entendre  par  là  que  l'accélération  qui  résulte 
pour  M'  de  cette  action  est  dirigée  suivant  la  droite  MM'.  En  second 
lieu,  le  point  M'  exerce  aussi  une  action  opposée,  appelée  réaction, 
sur  le  point  M,  ce  qui  signifie  que  M  subit  une  accélération  op- 
posée à  celle  que  subit  le  point  M'.  Mais  le  principe  énonce  quel- 
que chose  de  plus  ;  il  dit,  en  ellet,  que  l'action  est  égale  à  la  réaction. 
Jusqu'ici  rien  que  de  compréhensible;  mais  maintenant  cette  notion 
de  l'égalité  de  l'action  et  de  la  réaction,  comment  l'expliquer?  Les 
forces  ne  se  sont  jusqu'ici  traduites  pour  nous  que  par  les  accélé- 
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rations  cjii 'elles  imprimenl;  voiidra-l-elle  dir<'  que  raccéléralion 
subie  par  M  égale  l'accélération  subie  par  M'?  Evidemment  non. 
Si  les  accélérations  ne  sont  pas  égales,  leur  nipjiort  a-t-il  quelque 
propriété  remarquable  d'après  l'égalité  de  l'action  et  de  la  réac- 
tion? On  voit  bien  que  la  place  de  la  notion  de  masse  est  ici  mar- 
quée; cette  notion  se  rattache  par  là  au  troisième  principe,  qui 
par  ce  moyen  conduit  à  la  com|)araison  des  forces  et  à  leur  me- 
sure. 

Mais  cette  manière  est  assez  peu  répandue,  et  M.  Appell  lui  a 
préféré  une  autre  méthode  dont  il  a  puisé  le  principe  dans  un  livre 
de  M.  Ossian  Bonnet,  livre  trop  peu  connu,  publié  en  i858,  qui 
n'a  que  quelques  pages,  mais  dont  la  portée  jjhilosophiqueest  in- 
contestable, comme  tout  ce  qu'a  écrit  cet  illustre  géomètre.  Dans 
une  Note  placée  à  la  fin  du  Volume,  M.  Appell  introduit  une  modi- 
fication à  la  méthode  précédente,  en  démontrant  avec  beaucoup  de 
simplicité  et  d'élégance  qu'une  force  constante  imprime  à  un 
point  mobile  une  accélération  constante. 

Des  esprits  qui  s'attachent  plutôt  aux  conséquences  des  prin- 
cipes et  à  leurs  applications  qu'à  leurs  origines  s'étonneront  sans 
doute  de  ce  que  l'on  s'attarde  autant  pour  écrire  les  équations  de 
l'équilibre  ou  la  formule  fondamentale  de  la  Dynamique  F  =  m  J. 
Etonnons-nous  de  notre  côté  de  ce  que  l'on  insiste  généralement 
si  peu  sur  cette  question  si  philosophique  et  si  nécessaire  à  une 
haute  intelligence  de  la  Alécanique  et  remercions  M.  Appell  pour 
le  beau  Chapitre  qu'il  lui  a  consacré. 

6.  La  notion  de  force  acquise,  celle  du  travail  des  forces,  la 
théorie  des  fonctions  de  forces  en  sont  des  corollaires  naturels. 
Tel  est  l'objet  du  quatrième  Chapitre.  M.  Appell  ne  manque  pas 
de  faire  observer  que  l'existence  d'une  fonction  de  forces  n'implique 
pas  que  le  travail  accompli  soit  une  fonction  des  positions  limites. 
Encore  faut-il  que  la  fonction  des  forcées  soit  uniforme  et  continue 
dans  la  portion  d'espace  que  l'on  envisage. 

7.  Avec  le  Chapitre  V  s'ouvre  la  Statique  par  l'équilibre  du 
point  matériel  libre  ou  gêné  et  du  solide  invariable;  à  côté  des 
questions  classiques,  où  la  théorie  des  vecteurs  trouve  un  vaste 
champ  d'application,  l'auteur  a  placé  des  développements  du  plus 
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haul  intérêt,  suivant  en  cela  un  plan  général  que  l'on  retrouvera 
dans  toutes  les  parties  de  ce  livre  et  qui  lui  donne  une  véritable 
portée  scientifique.  Signalons  ici,  par  exemple,  les  conditions  pour 
que,  suivant  trois,  quatre,  cinq  ou  six  droites,  on  puisse  placer  des 
forces  se  faisant  équilibre. 

Le  cas  de  six  droites  est  particulièrement  intéressant;  il  a  oc- 
cupé Sylvester  et  Chaslcs  en  1861  et,  à  son  sujet,  Chasles  intro- 
duisit pour  la  première  fois  les  complexes  linéaires  dans  la  Statique. 
Nous  trouvons  un  peu  plus  loin  plusieurs  paragraphes  sur  les  pro- 
priétés de  l'équilibre  qui  se  présentent,  loi'sque,  sans  changer  la 
grandeur  et  la  direction  des  forces  et  leurs  points  d'application 
dans  un  corps,  on  soumet  ce  corps  à  un  déplacement. 

Les  recherches  de  Mobius,  le  beau  théorème  de  Minding,  les 
propriétés  des  axes  d'équilibre  et  de  l'équilibre  asiatique  y  sont 
évoqués  en  leurs  traits  essentiels. 

La  Statique  des  systèmes  déformables  occupe  le  Chapitre  VL  On 
y  trouvera  avec  grands  détails  la  théorie  des  polygones  funicu- 
laires; quelques  notions  sur  les  figures  réciproques  et  leurs  appli- 
cations en  Statique  graphique.  A  propos  de  l'équilibre  des  fils, 
l'auteur  entreprend  l'étude  de  l'intégrale  définie 

question  dépure  Analyse,  qui  trouve  en  Mécanique  de  fréquentes 
et  importantes  applications.  Témoin  la  théorie  de  l'équilibre  des 
fils  où  elle  a  conduit  MM.  Thomson  et  Tait  à  une  formule  et  à  un 
théorème  importants  que  l'auteur  ne  manque  pas  de  faire  con- 
naître. L'emploi  de  ce  théorème  permet  de  traiter  certaines 
questions  avec  la  plus  grande  simplicité,  celles  notamment  qui, 
dans  l'équilibre  des  fils,  concernent  les  conditions  aux  limites. 
L'étude  de  cette  même  intégrale  définie  se  prête  au  développement 
de  la  théorie  de  la  réfraction;  M.  Appell  traite  cette  question  dans 
une  digression  de  quelques  pages. 

8.  On  voit,  par  ce  qui  précède,  que  l'auteur  n'a  pas  fait  du 
principe  des  vitesses  virtuelles  le  point  de  départ  uniforme  de 
toutes  les  questions  de  la  Statique.  Il  y  a  en  efl'et  tout  avantage, 
cela  ne  se  discute  plus,  à  traiter  directement  et  par  leurs  moyens 
propres  les  problèmes  de  l'équilibre  du  point  matériel,  du  corps 
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solide,  des  fils;  ces  questions  gagnent  en  claiié  à  être  <;tudiécs  en 
elles-mêmes,  et  cette  étude  directe  est  de  beaucoii|)  la  plus  propre 
à  faire  saisir  l'esprit  véritable  de  la  Mécanique,  à  préparer  les  in- 
telligences aux  applications  nombreuses  qu'elle  trouve  dans  d'au- 
tres branches  de  la  Science,  en  Phjsique  notamment. 

Le  principe  des  vitesses  virtuelles  peut  être  envisagé  à  un  double 
point  de  vue  :  d'abord  il  a  son  champ  d'application  proj)rc,  où  il 
s'exerce  avec  avantage  préférablcmcnl  à  d'autres  méthodes;  mais 
l'erreur  est  de  croire  que  ce  champ  comprend  toute  la  Mécanique. 
Dans  bien  des  cas,  il  doit  se  borner  à  un  rôle  dominateur  sans 
doute,  mais  de  natui^e  abstraite,  et  céder  le  pas  à  une  méthode  plus 
claire  et  plus  complète. 

Il  conserve  toujours  ce  haut  caractère  philosophique  que  lui  a 
donné  Lagrange  et  sa  place  est  marquée  à  la  lin  de  la  Statique  pour 
en  synthétiser  les  lois. 

Ce  principe  fait  l'objet  du  Chapitre  VIII.  La  démonstration 
classique  que  l'auteur  a  adoptée  consiste,  comme  on  sait,  à  vérifier 
le  principe  dans  un  certain  nombre  de  cas  de  liaisons.  Pour  les 
autres  cas  où  la  notion  des  forces  de  liaisons,  celle  de  frottement 
ne  sont  plus  susceptibles  d'une  définition  physique  et  directe,  on 
retourne  en  quelque  sorte  l'ordre  des  choses.  On  admet  le  principe 
et  il  servira  alors  à  définir  les  foi^ces  de  liaisons  et  l'absence  de 
frottement.  En  somme,  on  admet  le  principe,  sauf  à  vérifier  qu'il 
s'accorde  avec  les  cas  que  l'on  a  pu  traiter  directement.  Il  est  bon 
cependant  d'observer  que  les  cas  où  le  principe  est  indémontrable 
offrent  toujours  un  caractère  abstrait  qui  les  rend  intéressants  pour 
les  seuls  géomètres. 

Je  n'insiste  pas  sur  les  nombreuses  applications  données  par 
M.  Appell,  et  où  le  principe  des  vitesses  virtuelles  fournit  la  solu- 
tion la  plus  simple  et  la  plus  élégante  sans  entraîner  à  aucun  cal- 
cul. Ces  exemples  sont  trailésavec  un  soucides  détails  qui  marque 
assez  quels  soins  consciencieux  ont  présidé  à  leur  choix. 

9.  Le  Chapitre  VIII,  qui  termine  la  Statique,  traite  une  question 
un  peu  dédaignée  dans  l'enseignement  classique,  bien  que  son  im- 
portance soit  des  plus  hautes  dans  la  réalité.  La  Mécanique  du  frot- 
tement est  en  effet  très  différente  de  celle  où  l'on  néglige  les  résis- 
tances passives.  Les  grandes  formes  analytiques  de  la  Mécanique 
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cli?|)iiraissenl  ;  les  problèmes  de  mouvement  sur  les  surfaces  ne 
tlépendcnt  plus  du  seul  ch'-;  les  condilions  d'équilibre  s'y  expri- 
ment par  des  inéj^alités.  En  quelques  paragraphes  très  lumineux, 
M.  Appell  définit  les  trois  frottements  de  glissement,  de  roulement 
et  de  pivotement,  et  donne  quelques  exemples. 

10.  Les  développements  auxquels  donne  lieu  la  Dynamic[ue  du 
point  matériel  occupent  les  six  derniers  Chapitres  du  Volume. 
On  j  retrouvera  partout,  dans  l'exposé  des  questions  classiques, 
cette  clarté  et  ce  soin  des  détails  qui  font  le  principal  mérite  d'un 
Ouvrage  didactique.  Il  me  suffira  crallircr  l'attention  sur  les  dé- 
veloppements surajoutés  par  l'auteur,  et  sur  la  bonne  pensée  qu'il 
a  eue  d'introduii-e  les  équations  de  Lagrange  dès  le  début  au  lieu 
de  les  cantonner  à  la  fin  de  tout  l'ensemble  de  l'Ouvrage.  Ces 
équations  ont  leur  rôle  dans  le  mouvement  du  point  matériel,  elles 
s'appliquent  notamment  avec  élégance  à  l'étude  du  mouvement 
d'un  point  matériel  sur  une  courbe  ou  sur  une  surface  variables 
avec  le  temps.  On  verra  l'heureux  usage  que  M.  Appell  a  su  faire 
de  ces  équations  dans  les  nombreux  exemples  qu'il  a  traités. 

Pour  ce  qui  est  des  questions  particulières,  nous  signalerons 
d'intéressants  paragraphes  sur  les  courbes  tautochrones;  à  propos 
des  forces  centrales,  les  belles  recherches  auxquelles  sont  attachés 
les  noms  de  MM.  Bertrand,  Darboux  et  de  Halphen.  Le  mouve- 
ment des  planètes  est  l'objet  d'une  étude  approfondie;  l'équation 
si  importante  qui  porte  le  nom  de  Kepler  occupe  une  place  hono- 
rable; l'auteur  a  indiqué  l'usage  des  fonctions  de  Bessel  dans  la 
résolution  de  cette  équation.  Un  peu  plus  loin  est  traitée  la  cé- 
lèbre question  du  pendule  avec  toutes  les  questions  géométriques 
qui  s'y  rattachent  et  qui  ont  trouvé  dans  la  théorie  des  tauto- 
chrones et  des  brachistochi'ones  une  double  extension. 

Le  Volume  se  termine  par  l'exposition  du  principe  de  d'Alem- 
bert,  du  principe  d'Hamilton  et  de  celui  de  la  moindre  action  dans 
le  cas  du  point  matériel.  On  place  ordinairement  ces  principes 
dans  la  Dynamique  des  systèmes.  En  les  donnant  d'abord  dans  la 
Dynamique  du  point  matériel,  l'auteur  a  atteint  un  double  but  : 
d'abord,  familiariser  de  bonne  heure  les  étudiants  avec  ces 
principes,  qui  dans  certains  cas  fournissent  avec  une  grande  faci- 
lité la  solution  des  problèmes;  en  second  lieu,  présenter  ces  prin- 


8o  PREMIERE  PARTIE. 

cipes  dans  un  milieu  où  ils  posscdenl  des  propriétés  parlioii- 
lières  dont  l'interprélation  géométrique  est  incontestablement 
plus  aisée  que  dans  le  cas  général  oîj  elle  exige  [jarfois  le  secours 
de  conceptions  abstraites  telles  que  la  Géométrie  à  n  dimensions 
ou  une  conception  extra-euclidienne  de  la  notion  de  distance. 

M.  Appellnous  promet  deux  autres  Volumes.  Le  public  atten- 
dra avec  impatience  et  acceptera  avec  faveur,  nous  n'en  doutons 
pas,  la  publication  intégrale  d'un  Ouvrage  qui  marquera  une  ère 
dans  l'enseignement  de  la  Mécanique.  G.  KotMos. 


MÉRAY  (Ch.).  —  Leçons  nolvelles  sur  l'Analyse  infinitésimale  et  ses 
APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES.  Première  Partie  :  Principes  généraux,  i  vol. 
in-S";  xxxiv-404  p.  Paris,  Gauthier- Villars  cl  fils,  1894. 

M.  Méraj  est  à  coup  sûr  un  des  mathématiciens  qui  honorent 
notre  pays;  la  publication  d'un  grand  ouvrage  de  lui  sur  l'Analyse 
infinitésimale  ne  peut  manquer  d'être  accueillie  avec  faveur  et 
avec  intérêt  par  le  monde  savant,  et  les  lecteurs  seront  heureux 
de  retrouver,  cette  fois  avec  les  développements  et  les  compléments 
qu'ils  souhaitaient,  les  idées  systématiques  émises  par  l'auteur  dans 
son  Précis  d'Analyse  injinitésimale.  M.  Méray  a  consacré  de 
longs  et  fructueux  eflbrts  à  édifier  sa  théorie  des  fonctions;  il  a 
apporté,  sur  des  points  essentiels  et  difficiles,  d'importantes  con- 
tributions^ c'est  avec  une  fierté  légitime  qu'il  reproduit,  en  tête 
de  ses  Leçons  nouvelles,  les  titres  et  les  dates  de  ses  nombreuses 
publications.  Depuis  1868,  M.  Méray  était  en  possession  de  ses 
idées  fondamentales  sur  le  rôle  essentiel  que  doivent  jouer,  dans 
la  théorie  des  fonctions,  les  séries  qui  procèdent  suivant  les 
puissances  entières  et  positives  des  variables.  Ces  idées,  de- 
puis 1 869,  ont  été  le  fond  et  la  substance  de  son  enseignement  (  '  ). 


(')  Sur  un  point  de  moindre  importance,  relatif  à  la  théorie  des  nombres 
irrationnels,  je  n'avais  pas  songé,  dans  la  préface  de  mon  Introduction  à  la  théorie 
des  fonctions,  à  citer  le  pi-emier  travail  de  M.  Méraj'.  C'est  de  la  façon  la  plus 
aimable  pour  moi  que  M.  Méray  rappelle  sa  publication,  et  je  ne  saurais  que  l'en 
remercier. 
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Elles  sonl  aujourd'hui  dominâmes,  el  M.  Méray  a  le  droit  de  s'en 
réjouir,  si  même  il  n'a  pas  été  le  seul  à  en  assurer  le  triomphe  : 
on  sait  assez  qu'elles  ont  été  développées  ailleurs  par  un  géomètre 
illustre  qui  s'est  acquis  une  gloire  incontestée,  non  seulement  dans 
l'organisation  de  la  théorie  générale,  mais  anssi  par  les  progrès 
considérables  qu'il  a  réalisés  dans  l'élude  approfondie  de  ces  fonc- 
tions particulières,  pour  lesquelles  il  semble  que  la  théorie  géné- 
rale soit  faite. 

Chez  M.  Méray,  l'idée  du  développement  en  série  de  Taylor 
est  en  quelque  sorte  primordiale  el  exclusive  :  pour  lui,  en  dehors 
d'un  pareil  développement,  il  n'y  a  point  de  fonction.  C'est  un 
point  sur  lequel  il  revient  continuellement  et  avec  quelque 
passion.  Il  fait  bon  marché  de  tout  le  reste.  Les  fonctions  analy- 
tiques, comme  on  dit  aujourd'hui,  suffisent  à  tout  et  se  suffisent 
à  elles-mêmes.  En  dehors  d'elles,  les  règles  générales  ne  s'ap- 
pliquent pas  ou  s'appliquent  mal  et  l'on  ne  trouvera  rien  qui  soit 
vraiment  utile,  vraiment  intéressant.  On  doit  donc,  dans  l'ensei- 
gnement, tout  sacrifier  aux  fonctions  analytiques.  Que  leur  rôle  soit 
actuellement  prépondérant,  personne  ne  pense  à  le  contester; 
qu'elles  puissent  suffire  d'ici  longtemps,  le  plus  souvent,  aux 
applications  des  Mathématiques,  à  la  Mécanique,  à  l'Astronomie, 
à  la  Physique,  on  n'en  saurait  douter  non  plus,  et  le  passé  nous 
répond  de  l'avenir. 

Cependant,  n'y  a-t-il  pas  quelque  excès  à  vouloir  bannir  toute 
autre  spéculation?  Pour  ce  qui  est  de  la  science  pure,  il  convient 
peut-être  de  la  laisser  se  constituer  librement,  suivant  le  génie 
propre  de  ceux  qui  en  ont  la  curiosité.  En  fait,  quoique  l'Analyse 
ait  la  prétention  d'être  la  science  de  Va  priori,  c'est  en  quelque 
sorte  d'une  façon  contingente  et,  en  tout  cas,  impossible  à  prévoir, 
que  les  questions  se  posent  et  que  les  solutions  se  découvrent; 
c'est  l'observation  seule  et  l'expérience  qui  montrent  l'importance 
et  la  valeur  des  idées  qu'on  y  introduit.  Le  développement  d'une 
fonction  en  série  de  puissances  entières  est  après  tout  un  mode 
particulier  d'existence  de  cette  fonction  :  comment  justifier 
a  priori  le  caractère  primordial  de  ce  mode  d'existence?  C'est 
l'expérience  seule  qui  a  révélé  son  importance.  M.  Méray  a 
réalisé  cette  expérience,  c'est  un  service  éminent;  mais  d'autres 
expériences,  qui  ne  se   grouperont  pas   autour  des  mêmes   lois, 
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ne  sonl-ellcs  pas  Ic^ilimcs,  cl,  par  exemple,  les  séries  enlicrcs 
elles-mêmes  ne  posent-elles  pas,  sur  le  cercle  de  convergence,  la 
question  des  développements  en  série  trigonométrique?  N'y  a-t-il 
pas  là  un  mode  d'existence  d'une  nature  tout  autre,  cl  ce  mode 
d'existence  n'intcrvienl-il  pas,  lui  aussi,  dans  les  applications  aux 
problèmes  posés  ])ar  les  sciences  de  la  nature? 

Pour  ce  qui  est  de  ces  applications,  il  s'agit  d'arriver,  par  les 
moyens  les  plus  simples  pour  notre  intelligence,  à  des  solutions 
aussi  approchées  que  j)ossil)le.  A  la  vérité,  il  y  a  des  gens  qui 
croienlquela  chose  <?/î  .so/est  une  fonction  analytique  ;  mais  je  n'ai 
heureusement  aucune  raison  pour  prêter  cette  opinion  à  M.  Méray  ; 
il  est  encore  permis  de  penser  que  nous  n'atteindrons  jamais  la 
chose  en  soi,  et  que  le  progrès  des  sciences  de  la  réalité  consiste 
dans  la  constitution  de  schémas  qui  s'adaptent  de  mieux  en  mieux 
à  la  façon  dont  nous  nous  représentons  les  choses;  la  valeur  de 
ces  schémas,  toute  relative  à  nous,  est  double  :  elle  est  dans  l'exac- 
litude  avec  laquelle  ils  réalisent  celle  représentation  cl  dans  leur 
simplicité.  Les  fonctions  analytiques  se  présentent  actuellement 
comme  ayant  une  simplicité  incomparable,  et  c'est  ce  qui  fait  leur 
importance;  j'ai  entendu  dire,  il  est  vrai,  que  cette  simplicité 
tenait  à  ce  que  notre  cerveau  était  lui-même  composé  de  fonctions 
analytiques.  Je  n'attribue  pas  non  plus  celte  opinion  à  M.  Méray; 
il  est  encore  permis  de  suspendre  son  jugement  sur  ce  sujet,  et 
les  esprits  timorés  peuvent,  sans  absurdité,  craindre  que,  après 
avoir  étudié  des  fonctions  analytiques  simples,  on  en  renconlre  de 
fort  compliquées,  qui  ne  s'adaptent  aux  choses  que  difficilement, 
avec  de  grands  efforts  :  s'il  arrivait  qu'il  en  fût  ainsi,  et  si  d'autres 
fonctions  nous  fournissaient  des  formules  plus  simples,  on  n'hési- 
terait sans  doute  pas  à  les  adopter,  quelle  que  fût  leur  origine. 
C'est  la  future  histoire  des  progrès  de  la  science  (jui  seule 
pourrait  nous  dire  ce  qui  en  est  cl  personne  ne  sait  l'histoire 
future  de  ces  progrès.  Quoi  qu'il  en  soit,  ceux  qui  ont  une  foi 
robuste  sont  aussi  ceux  qui  contribuent  le  mieux  à  ces  progrès,  et 
l'on  serait  mal  venu  à  reprocher  la  sienne  à  M.  Méray,  d'autant 
que  la  religion  des  fonctions  analytiques  n'est  pas  près  d'être 
épuisée  :  tout  au  plus  peut-on  regretter  qu'il  mette  tant  d'ardeur 
à  décourager  et  à  poursuivre  les  hérétiques.  Il  y  a  longtemps 
qu'on  a  dit  que  les  hérésies  étaient  nécessaires. 
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Sa  doclrinc,  en  tout  cas,  se  lient  fort  bien  ;  elle  est  pure  de  tout 
mélange;  ridée  de  nombre  lui  suffit,  et  M.  Méray  a  grand  soin 
d'écarter  loule  considération  étrangère;  il  convient  de  dire  un 
peu  plus  :  tout  en  fondant  uniquement,  comme  il  fait,  l'Analyse 
sur  cette  seule  idée,  on  peut  avoir  hâte  de  faire  intervenir  ces 
fonctions  particulières  qui  ont  une  représentation  géométrique 
simple,  et  s'aider,  sans  le  dire,  de  cette  représentation;  cette 
marche  détournée  n'est  pas  la  sienne  :  il  écarte  tout  ce  qui  est 
transcendant;  il  ne  veut  point  d'autre  clarté  que  la  clarté  de 
l'Algèbre  élémentaire,  qui,  sans  doute,  est  incomparable.  S'il  parle 
des  variables  imaginaires,  il  bannit  rrt7-«-wme/z^,  dontil  n'aquefaire, 
et  qui  sent  sa  Géométrie  .Voici  un  volume  de  quatre  cents  pages 
qui  commence  à  la  notion  de  nombre  entier,  qui  se  termine  par  des 
propositions  générales  sur  les  équations  aux  dérivées  partielles; 
l'auteur  n'y  a  parlé  d'aucune  fonction  particulière;  on  n'y  ren- 
contre ni  la  fonction  exponentielle,  ni  les  fonctions  circulaires. 
Cela  est  trop  particulier,  et  viendra  plus  tard,  comme  une  appli- 
cation infime  des  théorèmes  généraux  :  il  ne  faut  pas  troubler 
l'ordre  et  l'enchaînement  de  ces  théorèmes  qui  se  déroulent  majes- 
tueusement. Nous  ne  toucherons  terre  que  plus  tard;  nous  restons 
ici  dans  la  sérénité  des  principes.  J'insiste  sur  ce  goût  de 
M.  Méray  pour  les  généralités,  car  il  est  vraiment  caractéristique. 
C'est  toujours  à  l'idée  générale  qu'il  court,  il  ne  s'attarde  jamais 
à  particulariser;  si  une  proposition  et  une  démonstration  s'ap- 
pliquent à  des  systèmes  de  fonctions  et  de  variables,  c'est  à  ce 
système  de  fonctions  et  de  variables  qu'il  s'attaquera  de  suite,  sans 
traîner  sur  le  cas  d'une  fonction  et  d'une  variable.  Il  s'exprime 
d'ailleurs  très  exactement  quand  il  dit  que  l'intelligence  de  son 
ouvrage  ((  n'exige  presque  pas  autre  chose  que  la  pratique  du  calcul 
algébrique  élémentaire,  avec  la  connaissance  approfondie  des 
équations  simultanées  du  premier  degré  »  :  \ç^  presque  pas  autre 
chose,  c'est  la  force  d'abstraction  nécessaire  pour  rester  longtemps 
dans  la  région  des  principes  généraux,  et  ce  n'est  pas  rien,  si  claire 
que  soit  cette  région,  et  si  lumineux  que  soit  le  chemin  par  lequel 
M.  Méray  nous  y  conduit. 

Il  faut  s'habituer  peu  à  peu  à  cette  région  élevée,  à  l'air  subtil 
qu'on  y  respire,  et  ne  vouloir  y  monter  que  lentement.  A  coup 
sûr,  M.  Méray  ne  conseillerait  à  personne  de  commencer  l'étude 
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de  ses  Leçons  sans-  autre  bagage  que  «  la  pralicjuc  du  calcul  alg('- 
brique  élémentaire  et  la  connaissance  approfondie  des  équations 
simultanées  du  premier  degré  »,  bien  que,  assurément,  au  point 
de  vue  de  la  pure  logique,  ce  bagage  soit  suffisant.  Comme  pour 
les  autres  sciences,  l'enseignement  des  Matbématiques  doit  pro- 
céder du  particulier  au  général;  il  faut  étudier  des  types  caracté- 
ristiques pour  bien  comprendre  les  lois  de  l'espèce,  il  faut  voir  le 
général  en  lui-même,  mais  aussi  dans  le  particulier.  Quelques 
géomètres  vont  plus  loin  :  ils  font  consister  l'Analyse  entière  dans 
l'étude  approfondie  des  fonctions  particulières,  de  leur  mode  d'exis- 
tence, de  leurs  relations  mutuelles,  et  n'accordent  de  valeur  aux 
propositions  générales  qu'en  tant  qu'elles  peuvent  faciliter  cette 
étude.  Mais  peu  importe,  puisque  cette  valeur-là,  au  moins,  ne 
peut  pas  être  contestée;  tout  le  monde,  et  M.  Méray  le  premier, 
sera  d'accord  pour  conseiller  aux  jeunes  gens  d'étudier  les  fonc- 
tions élémentaires  les  plus  importantes,  la  fonction  exponentielle 
et  les  fonctions  circulaires,  avant  d'aborder  les  théories  générales. 

Cette  étude,  dans  notre  système  d'enseignement,  a  sa  place 
marquée  dans  la  classe  de  Mathématiques  spéciales  :  elle  y  est 
faite,  mais  en  se  plaçant  à  un  point  de  vue  qui  est  peut-être  trop 
étroit.  On  n'y  craint  point  d'user  (quelques-uns  disent  d'abuser) 
des  imaginaires  en  Géométrie;  pourquoi  a-t-on  tant  de  scrupules 
quand  il  s'agit  d'Analyse,  où,  peut-être,  les  difficultés  sont  moin- 
dres? On  enseigne  la  série  de  Taylor,  la  série  exponentielle  pour 
les  variables  réelles,  puis  le  calcul  des  nombres  imaginaires,  la 
formule  de  Moivre;  pourquoi  laisser  ignorer  aux  élèves  le  lien  qui 
existe  entre  les  fonctions  circulaires  et  la  fonction  exponentielle? 
Pourquoi,  lorsqu'on  n'a  qu'un  pas  à  faire,  ne  pas  donner  aux 
élèves  quelques  notions  sur  les  séries  entières,  notions  que  l'on 
touche,  pour  ainsi  dire,  et  que  l'on  n'a  presque  plus  qu'à  énoncer? 
De  cette  façon,  les  élèves  seraient  préparés  à  suivre  M.  Méray  sur 
les  hauteurs  où  il  prétend  les  conduire.  Ce  serait  un  très  léger 
changement  à  nos  habitudes,  et  qui  semble  bien  désirable.  Au 
reste,  quelques  professeurs  l'ont  déjà  essayé,  avec  cette  timidité 
dans  l'innovation  que  leur  impose  le  souci  des  examens,  qui,  trop 
souvent,  n'est  pas  le  même  que  le  souci  du  meilleur  enseigne- 
ment théorique. 

Quoi  qu'il  en  soit,  M.  Méray  reprend  les  choses  au  début  :  après 
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avoir  lappclc  la  noLioii  tic  iioinlne  entier,  il  cxpli(|iie  coinnieril 
rimpossibilité  de  la  division,  conçue  comme  opéralion  inverse  de 
la  mulli|)lication,  conduit  à  la  notation  des  fractions,  et  commenl 
rimpossihililé  de  la  soustraction  conduità  la  notation  des  nombres 
ncf^atifs.  11  revient  sommairement,  de  ce  point  de  vue,  sur  les 
propositions  fondamentales  relatives  au  calcul  des  nombres  frac- 
tionnaires et  négatifs.  Il  introduit  ensuite  ce  qu'il  appelle  les  fia- 
riantcs  :  une  variante  r,„^„,  ...  est  une  quantité  qui  est  définie 
quand  le  système  de  ses  indices  m,  /?,...  est  déterminé  :  ces  in- 
dices sont  habituellement  des  nombres  entiers  |)Ositifs. 

Une  variante  est  dite  par  lui  convergente  quand  la  différence 
t'w'.«%... —  «'/M,«',...  devient  infiniment  petite,  les  indices  m", 
n" ,  ...,  m' ^  /?',  . . .  étant  inliniment  grands.  On  saitque  cette  notion 
de  convergence  suffit  à  établir  rigoureusement  la  notion  de  limite  et 
celle  de  nombre  irrationnel,  ainsi  que  les  propositions  qui  concer- 
nent le  calcul  de  ces  nombres.  Les  nombres  imaginaires  sont  in- 
troduits comme  un  système  de  deux  nombres  réels;  on  peut 
considérer  les  variantes  imaginaires  comme  des  systèmes  de 
deux  variantes  réelles.  La  notion  de  nombre  a  maintenant  acquis 
toute  l'extension  nécessaire  à  la  constitution  de  l'Analyse.  Les 
séries,  tant  qu'on  y  regarde  chaque  ternie  comme  une  constante, 
n'apportent  rien  de  plus  que  quelques  règles  commodes  de  calcul 
à  la  notion  de  variante. 

Avec  les  séries  entières  ('),  l'auteur  entre  dans  le  cœur  de  son 
sujet  :  il  considère  de  suite  les  séries  de  cette  sorte  avec  un  nombre 
quelconque  de  variables,  et  il  établit  le  théorème  d'Abel  relatif  à 
leur  mode  de  convergence.  Une  telle  série,  tant  qu'on  reste  dans 
les  cercles  de  convergence,  peut,  comme  un  simple  polynôme,  être 
ordonnée  suivant  l'une  ou  l'autre  des  variables,  etc.;  la  substitu- 
tion, aux  diverses  variables,  de  sommes  de  quelques  autres  en- 
gendre une  série  encore  entière  par  rapport  à  ces  dernières 
variables,  résultat  analogue  à  la  formule  ordinaire  du  binôme  et 
de  portée  non  moindre  dans  la  théorie  des  fonctions;  une  série 
entière  définit  une  fonction  continue;  un  développement  de  ce 


(')  L'expression  de  série  entière,  qui  remplace  avantageusement  série  or- 
donnée suivant  les  puissances  entières,  etc..  a  été  introduite  par  M.  Mérav  dans 
son  Précis. 

Bull,  des  Sciences  matliém.,  2"  série,  t.  XMII.  (Avril  1894.) 
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genre  n'est  possible  (|iie  d'iint;  seule  fiieoii,  ele.  (^es  |)i()|)osilions, 
si  capitales  qu'elles  soient,  n'offrent  aucune  (Jifficuilé  :  une  seule 
fait  exception,  c'est  celle  qui  fournit  une  limite  supérieure  des  mo- 
dules des  coellieicnts  quand  on  a  une  limite  supérieure  du  module 
de  la  fonction  sur  les  cercles  de  convergence.  Cette  proposition, 
à  la  véiité,  s'odVe  pour  ainsi  dire  d'elle-même  quand  on  veut  faire 
appel  à  quelques  considérations  de  (Calcul  intégral.  Ces  considé- 
ralions-là,  M.  Méray,  dans  l'ordre  qu'il  a  adopté,  devait  les  rejeter, 
et  la  di'monstralion  qu'il  donne  semble  aussi  naturelle  que  pos- 
sible, en  se  plaçant  à  son  point  de  vue  (').  La  théorie  des  séries 
entières  étant  ainsi  établie  dans  ce  qu'elle  a  d'essentiel,  l'auteur 
définit  les  fonctions  olotropes  en  un  point  XQ^y^,  .  .  .,  avec  les 
olomètres,  o^,  Oj,  ...,  c'est-à-dire  développables  en  séries  en- 
tières en  X  —  .To,  y  —  y»,  •••,  convergentes  dans  des  cercles 
de  rayons  ôj^,  ô^-,  .  .  . ,  puis  les  fonctions  olotropes  dans  des 
aires  S.r,  S,-,  .... 

Le  mot  ololrope,  proposé  par  M.  Méray  en  iHjr^.,  valait  bien 
holomorphe  (-),  expression  moins  ancienne  qui  a  fait  meilleure 
fortune.  En  altérant,  il  est  vrai,  la  signification  donnée  par 
Cauchj,  on  aurait  pu  conserver  le  mot  syneclique,  qui  a  exac- 
tement la  même  extension.  C'aurait  été  une  économie.  Quant  à 
l'expression  indéfiniment  olotrope,  elle  me  paraît  moins  prêter 
à  l'ambiguïté  que  l'expression  transcendante  entière. 

Cette  notion  acquise,  celle  de  dérivées  se  présente  immédia- 
tement. L'auteur  expose,  ensuite,  avec  une  grande  clarté,  la 
génération  des  fonctions  ^diV  prolongement,  continuation,  ou, 
suivant  sa  terminologie,  par  cheminement.  Il  convient  de  signaler 
la  façon  dont  l'auteur  montre  comment,  dans  une  aire  limitée  par 
un  contour  simple,  une  pseudo-fonction  oloïde,  c'est-à-dire  une 
suite  de  séries  entières  dont  les  cercles  de  convergence  empiètent 
les  uns  sur  les  autres  et  qui  se  raccordent  dans  les  parties  com- 
munes à  ces  cercles  (éléments  ou  articles  de  fonctions)  consti- 
tuent une  véritable  fonction  olotrope  dans  cette  aire,  et  aussi  la 
façon  dont  il  montre  comment,  lorsqu'une  fonction  est  olotrope 


(>)  Voir  Bulletin,  t.  XV,  p.  891. 

(»)  Quant  à  la  lettre  initiale  h,  ses  partisans  et  ses  ennemis  peuvent  se  jeter 
respectivement  à  la  tète  les  mois  holocauste  et  olographe. 
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dans  une  aire  S,  avec  l'ulomèlrc  o,  c'esl-à-dire  est  dévcloppable 
en  une  série  enlière  en  x  —  JCo  avec  un  rayon  de  convergence  au 
moins  égal  à  o,  le  rayon  de  convergence  est  au  moins  égal  à 
Uo4-o,  en  désignant  par  R(,  le  rayon  du  plus  grand  cercle  de 
centre  Xq  qui  soit  contenu  à  l'intérieur  de  S.  L'auteur,  avant  la 
publication  de  son  Précis,  était  en  possession  de  ces  deux  dé- 
monstrations, (jui  restent  strictement  dans  l'ordre  d'idées  que  j'ai 
essayé  de  caractériser  plus  haut.  On  sait  que  la  seconde  propo- 
sition est  immédiate  si  l'on  se  place  au  point  de  vue  de  Cauchv  et 
l'on  voit  ainsi  que  M.  Méray  s'était  éloigné  très  tôt  de  ce  point 
de  vue. 

Sous  le  nom  de  calcul  inverse  des  dérivées,  l'auteur  traite  des 
intégrales  indéfinies,  ou,  plus  généralement,  de  l'intégration  d'un 
système  d'équations  difîerentielles  de  la  forme 


^"-  TT        / 

du        , .    , 


Il  s'agit,  bien  entendu,  de  l'existence  de  la  fonction  ;/,  c'est- 
à-dire  de  son  développement  en  série,  mais  nullement  de  son 
expression  au  moyxn  de  fonctions  élémentaires  connues. 

Jusqu'ici  il  n'a  été  question  que  de  fonctions  isolées,  considé- 
rées chacune  comme  si  nulle  autre  n'existait. 

Le  reste  du  Volume  est  consacré  aux  diverses  théories  générales 
qui  impliquent  la  composition  des  fonctions.  L'auteur  développe 
d'abord  l'ensemble  des  conséquences  qui  résultent  de  ce  qu'une 
fonction  composée  F(x, y, ...),  déduite  de  la  fonction  composante 
/(«,  V,  .  . .),  en  y  remplaçant  m,  v,  . . .  par  des  fonctions  olotropes 
de  ^, y,  ...,  est  elle-même  olotrope  en  x^y,  . . .  quand /(//,  v,  ...) 
est  olotrope  en  w,  p,  . .  .. 

M.  Méray  commence  ensuite  l'élude  des  équations  différen- 
tielles totales.  Expliquons  d'abord  sa  terminologie. 

Un  système  d'équations  différentielles  est  immédiat  quand 
toutes  les  équations  sont  du  premier  ordre  et  fournissent  immé- 
diatement plus  ou  moins  de  dérivées  des  fonctions  inconnues,  ex- 
primées en  fonctions  composées  des  variables  indépendantes,  de 
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ces  fondions  inconnues  el  de  leurs  autres  dérivées.  Cliaque  pre- 
mier membre  est  ainsi  une  dérivée  de  quelque  fonction  inconnue 
el  celle  dérivée  ne  figure  dans  aucun  des  seconds  membres.  Si  le 
nombre  des  équations  est  égal  à  celui  des  dérivées  des  fonctions  in- 
connues, les  seconds  membres  ne  contiennent  plus  de  dérivées,  et 
l'on  a  alors  afTaire  à  un  système  d'équations  difTérentielles  totales; 
si  le  nombre  des  équations  est  moindre  que  le  nombre  des  fonctions 
inconnues,  on  a  un  système  d'équations  différentielles  partielles. 
Le  système  d'équations  différenlielles  totales  est  d\[  passif  si  les 
conditions  d'inlégrabililé  sont  vérifiées. 

En  désignant  par  ^,  y,  ...  les  variables  indépendantes  el  par 
u,  ^^  ...  les  fonctions  inconnues,  puis  par  S^,  Sj,  .  .  .,  S«,  S^,  ... 
des  aires  dans  lesquelles  les  seconds  membres,  regardés  comme  des 
fonctions  des  variables  .2:,  r,  ...,?/,  r,  . . .,  sont  olotropes,  les  inté- 
grales ordinaires  du  système  seront  des  fonctions  u,  r,  ...  de 
X,  y,  ...  dont  les  valeurs,  tant  que  les  fonctions  seront  olotropes  en 
x,y,  ...,  jointes  aux  valeurs  de  ces  dernières  variables,  tomberont 
toujours  dans  les  aires  S„,  S,,,  .  ..,  S^,  Sj,  ..  .. 

L'auteur,  en  supposant  que  le  système  soit  passif  et  que  les  aires 
Sj:,  Sj,  .  . .,  Sh,  S^,  ...  soient  limitées,  montre  que,  si  les  valeurs 
arbitraires  a^o,  JKo»  •••»  "0,  t'o,  •••  appartiennent  à  ces  aires,  il 
existe  des  intégrales  ordinaires  se  réduisant  à  Uq,  Cq,  •••  quand 
X,  y,  ...  prennent  les  valeurs  .Tq,  j'o?  •  •  •  • 

Cette  démonstration  repose  uniquement  sur  l'examen  des  déve- 
loppements en  série  des  intégrales  cherchées,  que  fournissent  les 
équations  différentielles  données;  Taiiteur  n'a  besoin  d'y  faire 
intervenir  aucune  équation  différentielle  auxiliaire;  l'emploi  d'une 
fonction  majorante  très  simple  lui  fournit  tout  ce  qu'il  lui  faut 
pour  obtenir  une  limite  inférieure  des  rajons  de  convergence. 

Il  montrera  plus  tard  que  ces  intégrales  sont  aussi  olotropes 
par  rapport  aux  valeurs  initiales.  Il  applique  ensuite  ce  théorème 
londamental  à  la  preuve  de  l'existence  des  fonctions  implicites. 

Il  passe  ensuite  aux  systèmes  d'équations  différentielles  par- 
tielles, et  les  suppose  toujours  immédiats,  dans  le  sens  qui  a  été 
donné  jjlus  haut  à  ce  mot  :  maintenant,  les  seconds  membres  con- 
tiennent des  dérivées  qui  ne  figurent  pas  dans  les  premiers.  Sup- 
posant les  équations  écrites  dans  un  quadrillage,  en  sorte  que 
les  dérivées  d'une  même  fonction  soient  toujours  dans  une  même 
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colonne  vcrlicalc,  el  que  les  dérivées  })rises  par  ra|)[)oiL  à  une 
niènic  variable  solenL  toujours  clans  une  même  lij^ne  horizontale, 
il  désigne  sous  le  nom  de  variables /;/7'/?c;/^c//<75  d'une  (onclion  in- 
connue celles  par  rapport  auxquelles  sont  prises  les  dérivées  qui 
figurent  dans  la  ligne  verticale  relative  à  cette  fonction,  et  sous  le 
nom  de  variables  paramétriques  les  autres  variables  indépen- 
dantes. Il  va  sans  dire  qu'une  variable  peut  être  paramétrique  pour 
une  fonction,  principale  pour  une  autre.  Ceci  posé,  il  réserve 
désormais  le  nom  de  système  immédiat  aux  systèmes  qui  satisfont 
à  la  condition  suivante  :  en  désignant  par  ;/,  c  deux  fonctions  in- 
connues quelconques,  aucune  dérivée  (paramétrique)  de  v  ne  fi- 
gure dans  les  seconds  membres  des  équations  de  la  colonne  {u)  si 
quelque  variable  paramétrique  de  «est  principale  pour  r.  Dès  lors, 
en  supposant  Texistence  d'intégrales  ordinaires,  la  connaissance 
des  déterminations  initiales  de  toutes  les  intégrales  (détermina- 
tions qui  sont  des  fonctions  des  variables  paramétriques)  permet 
la  reconstruction  des  développements  de  ces  intégrales.  Si  le  sys- 
tème est/Jrt^^//";  on  peut  ainsi  construire  ces  développements;  mais, 
dans  le  cas  général,  on  ne  peut  pas  affirmer  leur  convei'gence  : 
celle-ci  est  assurée  lorsque,  d'une  part,  le  système  est  régulier, 
c'est-à-dire  quand  les  fonctions  inconnues  du  système  (immédiat) 
peuvent  être  rangées  dans  un  ordre  tel  que  toute  variable  qui  est 
principale  pour  l'une  le  soit  aussi  pour  toutes  les  précédentes,  et 
lorsque,  d'autre  part,  il  est  linéaire,  c'est-à-dire  quand  les  déri- 
vées (paramétriques)  des  fonctions  inconnues  entrent  toutes  linéai- 
rement dans  les  seconds  membres.  Alors  les  développements 
hypothétiques  des  intégrales,  sous  des  conditions  que  l'auteur 
précise  avec  soin,  ont  un  groupe  commun  de  rayons  de  conver- 
gence, non  tous  nuls;  en  résumé,  un  pareil  système  possède  des 
intégrales  ordinaires  qui  restent  localement  olotropes  tant  que 
leurs  déterminations  initiales  el  les  fonctions  qui  jouent  le  rôle  de 
coefficients  des  dérivées  paramétriques  dans  les  seconds  membres 
demeurent  elles-mêmes  olotropes.  Enfin,  l'intégration  de  tout  sys- 
tème immédiat,  passif  et  régulier,  peut  être  ramené  à  celle  d'un 
autre  jouissant  de  ces  trois  propriétés,  et,  de  plus,  linéaire.  Au 
contraire,  pour  un  système  immédiat,  passif,  irrégulier,  il  peut 
être  impossible  de  trouver  des  intégrales  qui  répondent  à  des  dé- 
terminations initiales  arbitraires.  M.  Mérav  en  donne  un  exemple. 
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Après  avoir  ensuite  expliqué  rapidcmcuL  la  niarclie  générale  à 
suivre  pour  découvrir  loutes  les  solulions  ordinaires,  singu- 
lières ou  exceptionnelles  d'un  système  donné  quelconque  d'équa- 
tions différentielles  et  finies,  l'auteur  revient  aux  systèmes  immé- 
diats et  passifs  d'équations  différentielles  totales,  pour  faire  une 
étude  plus  apj)rofondie  de  leurs  intégrales,  en  particulier  au  point 
de  vue  des  constantes  arbitraires,  et  des  équations  intégrales  :  il 
établit  enfin  l'existence  des  multiplicateurs  intégrants. 

Ajoutons  que  les  Cbapitres  X  et  XII,  relatifs  aux  développe- 
ments des  intégrales  d'un  système  d'équations  différentielles  to- 
tales ou  partielles,  avaient  fait  la  matière  de  deux  Mémoires  publiés 
avec  le  concours  de  M.  Riquier,  dans  \ç,%  Annales  scientifiques 
de  V Ecole  Nurniaie  supérieure. 

Je  ne  sais  si  ce  rapide  résumé  aura  pu  donner  au  lecteur  quelque 
idée  de  la  parfaite  bomogénéité  du  livre  de  M.  Méray,  de  l'ordre 
qui  y  règne,  du  caractère  naturel  et  de  la  rigueur  absolue  des  dé- 
monstrations. C'est  le  livre  lui-même  qu'il  faut  lire.  Le  terrairt  est 
maintenant  singulièrement  déblayé  pour  les  monographies  de 
fonctions  et  les  applications  diverses  qui  rempliront  les  volumes 
suivants,  dont  nous  espérons  que  la  publication  ne  se  fera  pas 
attendre.  J-  T. 


DEDEKIND.  —  Vorlesunge.x  leber  Zvulextheorie  von  P. -G.  Lejelne-Di- 
RicHLET.  Vierte  Aufgabo.  i  vol.  in-8",  vui-Gaj  p.  Braunschweig,  Yieweg 
und  Sohn,  1894. 

Nous  sommes  beureux  d'annoncer  la  quatrième  édition  des 
Leçons  de  Lejeune-Dirichlet  sur  la  théorie  des  nombres.  Ces 
leçons  sont  classiques,  dans  toute  la  force  du  mot;  elles  sont,  à 
bien  des  égards,  définitives,  et  M.  Dedekind  n'avait  pas  à  toucher 
à  la  rédaction  qu'il  en  avait  donnée,  il  y  a  déjà  bien  des  années; 
toutefois,  il  a  pris  grand  soin  de  tenir  à  jour  les  renseignements 
bibliographiques,  afin  de  permettre  au  lecteur  de  consulter  les 
travaux  dont  quelques  points  ont  été  l'objet.  Il  n'est  pas  de  livre 
qui  puisse  dispenser  entièrement  le  lecteur  de  recourir  aux  tra- 
vaux (|ul  Tout  [uécédé,  non  plus  qu'à  ceux  qui  font  suivi.  Les 
Icrons   dr  l)iiiclikl  clb^s-mèmcs    n'empèclieront  point  qu'on  lise 
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les  Disquisitiones  de  Gauss,  ni  les  recherclies  de  Kronecker  sur 
la  loi  de  réciprocité,  pour  ne  parler  que  de  celles-là. 

Mais,  s'il  a  eu  la  piété  de  ne  pas  toucher  à  la  partie  de  son 
Livre  qui  reproduit  renseignement  de  Dirichlet,  M.  Dcdekind  a 
donné  tous  ses  soins  à  améliorer  et  à  compléter  ce  qui  est  son 
œuvre  propre  et,  assurément,  un  de  ses  plus  beaux  litres  de  gloire, 
celle  AU geineine Zalilentheorie,  où  se  trouvent  développés,  d'une 
façon  systématique  et  rigoureuse,  les  concepts  de  corps  et  de  mo- 
dule et  qui  aboutit,  par  la  notion  des  idéaux,  à  la  claire  exposi- 
tion de  ces  lois  de  la  divisibilité  des  nombres  algébriques  dont 
l'ordre  et  l'unité  étaient  si  profondément  cachés  (*).  Dans  cette 
belle  exposition,  M.  Dedekind  part  de  la  notion  de  nombre  dans 
toute  sa  généralité,  et  descend,  par  une  suite  de  concepts  abstraits, 
aux  propriétés  des  nombres  algébriques,  qui  sont  son  objet 
propre.  On  lui  a  reproché  ce  point  de  départ  qui,  dit-on,  est 
étranger  à  l'Arithmétique.  Quelle  que  soit  la  force  de  cette  cri- 
tique, il  est  juste  de  ne  pas  oublier  que,  dans  d'autres  écrits, 
M.  Dedekind  a  su  donner  à  la  notion  de  nombre  irrationnel  toute 
la  clarté  dont  elle  parait  susceptible,  et  de  reconnaître,  tout  au 
moins,  la  légitimité  et  la  solidité  de  la  construction  qu'il  a  édifiée  : 
elle  subsistera  sans  doute,  à  côté  d'autres  constructions. 

J.  T. 


(•)  Les  lecteurs  du  Bulletin  n'ont  pas  oublié  le  Mémoire  (  r=  série,  t.  XI,  et 
•2'  série,  t.  I)  où  M.  Dedekind  a  exposé  d'une  façon  si  intéressante  l'historique 
de  la  question,  la  genèse  de  ses  propres  idées,  et  comment,  en  particulier,  il 
avait  été  amené  à  compléter  la  conception  géniale  de  Ivummcr. 


l 
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MÉLANGES. 

SUR  LE  CHANGEMENT  DE   VARIABLES   DANS  UNE  INTÉGRALE  DOUBLE; 
Pau  m.  E.  GOUKSVT. 

La  méthode  que  l'on  emploie  ordinairement  dans  les  cours 
d'Anal_)se  pour  établir  la  formule  du  changement  de  variables  dans 
une  intégrale  double  est  soumise  à  des  objections  dont  la  discus- 
sion est  assez  délicate.  Voici  une  autre  méthode  que  j'ai  donnée 
dans  mon  cours  à  l'Ecole  Normale,  pour  obtenir  cette  formule. 

Soient  O^,  Oy  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires  dans 
un  plan  P,  A  une  portion  finie  de  ce  plan,  limitée  par  un  contour 
simple  C,  F{x,y)  une  fonction  continue  des  deux  variables  x  et 
y  à  l'intérieur  du  contour  C  et  sur  ce  contour  lui-même.  Divisons 
la  région  A  en  n  portions  plus  petites  «,,  «2»  •••?  ('•n,  d'une  façon 
arbitraire,  et  soit  oj,  l'aire  de  la  portion  «<•;  prenons  ensuite  à  l'inté- 
rieur de  cii  ou  sur  le  contour  de  cette  portion  du  plan  un  point  de 
coordonnées  (jc/,  1'/).  La  somme 

jimà 
(=1 

tend  vers  une  limite  parfaitement  déterminée,  lorsque  le  nombre  n 
augmente  indéfiniment,  de  telle  façon  que  chacune  des  régions  a, 
devienne  infiniment  petite  dans  toutes  ses  dimensions.  C'est  cette 
limite  qu'on  appelle  l'intégrale  double 


// 


F{.r,y)dxd_x, 


étendue  à  la  portion  A  du  plan  ('). 
Cela  posé,  soient 


(')  On  suppose  acquise,  dans  celte  définition,  la  notion  de  l'aire  d'une 
courbe;  cette  notion  n'exige  que  la  considération  d'intégrales  simples  (Picard, 
Traité  d'Analyse). 


des  formules  de  Iransformalion,  remplaçanl  le  sjslèine  de  varia- 
bles (^,y)  par  un  nouveau  système  de  variables  indépendantes 
{ii,\').  Nous  supposons:  i"  que  ces  formules  font  correspondre 
d'une  façon  univoque  une  certaine  portion  B  du  plan  {11,  v)  à  la 
région  A  du  plan  {.r,y),  et  que  le  contour  C  de  B  correspond 
aussi  point  ])ar  point  au  contour  C  de  A;  2"  ({ue  les  (onctions 
f(u,i>)  et  cp(M,r)  sont  continues,  ainsi  que  leurs  dérivées  par- 
tielles du  premier  et  du  second  ordre  à  l'intérieur  de  C  et  sur  ce 
contour;  3"  que  le  déterminant  fonctionnel  g--"^^^^   n'est y^//;«rtf5 

négatif  dans  la  région  B. 

Lorsque  le  point  (x.y)  décrit  le  contour  C  dans  le  sens  direct, 
le  point  (m,  r)  décrit  le  contour  C  dans  un  certain  sens,  que  nous 
déterminerons  tout  à  l'heure. 

Appelons  Q  et  Ù'  les  aires  des  deux  régions  A  etB;  nous  allons 

o' 
chercher  une  expression  du  rapport  "^^  • 

Pour  cela,  il  suffit  de  faire  usage  de  la  formule  de  Green,  qui 
s'établit  directement  et  sans  avoir  recours  à  aucun  changement  de 
variable.  Celte  formule  fondamentale  est  la  suivante  : 

l'intéo-rale  curviligne  étant  prise  le  long  du  contour  C  dans  le  sens 
direct,  et  l'intégrale  double  étant  étendue  à  la  région  A;  dans 
cette  région,  P  et  Q  sont  des  fonctions  continues,  ainsi  que  leurs 
dérivées.  L'aire  Ù  est  représentée  par  l'intégrale  curviligne 

prise  le  long  de  C  dans  le  sens  direct.  Si  l'on  fait  dans  cette  inté- 
grale le  changement  de  variable  défini  parles  formules  (i),  elle 
devient 

la  nouvelle  intégrale  curviligne  étant  prise  le  long  de  C  dans  un 
sens  convenable.  On  peut  appliquer  à  cette  dernière  intégrale  la 
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fonniilc  (le  Grccn  ;  il  siiHil  pour  cela,  après  avoir  remplacé  x  cl  y 
|)ar  u  cl  r,  de  poser 

P  ^  fil,    .,)   î^?,  Q  =/(„,(-)  '^°  • 

-^  ^    ^    '  du  ''  ^    '    '  Ov 

11  vienl 

(^Q  _  t)P  _  df  do  _df  do  _  D(f,o) 

du         dv        du  dv        dv  du        \){u,v) 

cl,  par  suite, 

JJ    D{u,v) 

l'intégrale  double  du  second  membre  étant  étendue  à  la  région  B. 
Tous  les  éléments  de  cette  intégrale  étant  positifs,  on  doit  prendre 
nécessairement  le  signe  +,  et  nousvojons  déjà  que  les  deux  con- 
tours C  cl  C  sont  parcourus  en  même  temps  dans  le  sens  positif. 
D'autre  part,  il  est  clair  que  la  valeur  de  cette  intégrale  double  est 

comprise  entre  M  /  j  duch-  et  m  I  j  chic/i.,  M  et  m  étant  les  li- 
mites supérieure  et  inférieure  du  déterminant  fonclionnel  dans  la 
région  considérée,  c'est-à-dire  entre  MQ'  et  mÙ'.  On  peut  donc 

trouver  à  l'intérieur  de  C  un  [)()int  (;,  r,)  tel   (|ue  le   rapport  ^, 

ait  la  valeur  que  prend  le  déterminant  ^^ /'  '  ^  pour  w  =  i,  i>  =  y,, 
T       ^  D(  II,  v)  '^ 

et  on  trouve  finalement 

(3)  Q  =  Q'\  ^Y'  • 

formule  analogue  à  la  formule  des  accroissements  finis. 

Imaginons  maintenant  que  Ton  partage  la  région  Ben  n  régions 
plus  petites  6, ,  60,  . .  .,  bn]  à  celle  division  de  B  correspond  une 
division  de  A  en  n  régions  «,,  Oo,  ■■,  ci,,-,  les  régions  qui  se  cor- 
respondent ayant  le  même  indice.  Soient  to/  l'aire  de  ai  et  co)  l'aire 
de  hi\  appliquons  la  formule  (3)  à  ces  deux  aires  :  on  a 


(«/,  <'/)  étant  les  coordonnées  d'un  poiul  intérieur  à  la  région  bi. 
A  ce  point  (///,  c,)  correspond  un  point  (^/,j'/)  intérieur  à  «/.  On 
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a  1  ('■•;alil('' 

"  " 

i—l  (=1 

si  l'on  fait  croilre  incU'finimcul  le  nombre  n,  de  façon  que  toules 
les  régions  partielles  deviennent  infiniment  petites  dans  loules 
leurs  dimensions,  le  premier  membre  de  cette  égalité  a  pour  li- 
mite l'intégrale  double  /  l¥{x^y)dx  dy,  étendue  à  la  région  A 
du  plan  (^,  j),  et  le  second  membre  a  pour  limite  l'intégrale 
double  /  /  Y{x,y)  ^}-^'  V\^"  ^^'^  étendue  à  la  région  13  du  plan 
(«,  i').  On  a  donc 

fi  '^-•^->  "'"'^  =/I  '''^-^'  bléî^  *'  "•■• 

Si  le  déterminant  fonctionnel  n  t'\.a'il  j  a  mais  positif  dans  B,  il 
faudrait  faire  précéder  du  signe  —  la  seconde  intégrale. 

On  démontre  de  la  même  façon  la  formule  du  changement  de 
variables  pour  les  intégrales  triples.  La  démonstration  devient  plus 
difficile  à  saisir  lorsqu'il  y  a  plus  de  trois  variables. 
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L'Imermédiaire  des  Mathématiciexs.   rédige  par  C.-A.  Laisant  et  Emile 
Lemoine.  Paris,  Gauthier-Villars  et  fils,  1894. 

Les  fondateurs  de  ce  nouveau  journal  sont  bien  connus  des  lec- 
teurs du  Bulletin  :  ce  sont  des  esprits  curieux,  toujours  en  éveil, 
et  qui  n'ont  pas  peur  des  nouveautés.  C'est  bien  à  eux  que  pou- 
vait venir  l'idée  de  cet  Intermédiaire  pour  lequel  il  semble  que 
les  souhaits  de  bienvenue  soient  inutiles,  tant  il  a  été  bien  ac- 
cueilli partout  et  tant  les  belles  questions,  souvent  posées  par  les 
maîtres  de  la  Science,  j  affluent.  Ces  questions  sont  intéressantes 
par  elles-mêmes,  et  par  ceux  qui  les  ont  faites,  par  le  jour  qu'elles 
jettent  sur  les  choses  qui  les  préoccupent  :  elles  donneront  sans 
doute  à  quelques-uns  l'occasion  de  quelque  beau  travail,  et  les 
psychologues,  désireux  de  se  renseigner  sur  les  états  cVâme  des 
mathématiciens,  j  trouveront  leur  compte. 

Tous  nos  lecteurs,  sans  doute,  auront  lu  le  premier  numéro  de 
cet  Intermédiaire  et  voudront  lire  les  suivants  :  ils  ne  cherche- 
ront sûrement  dans  ces  quelques  lignes  ni  une  annonce,  ni  une 
analyse;  ils  nous  permettront  d'adresser  en  leur  nom  à  MM.  Lai- 
sant et  Lemoine,  ainsi  qu'à  leurs  éditeurs,  les  remercîments  aux- 
quels ceux-ci  ont  droit  pour  le  nouveau  et  original  service  qu'ils 
rendent  à  la  Science  en  publiant  V Intermédiaire  des  mathéma- 
ticiens. J.   T. 


GALILÉE.  —  Le  Opère  di  Galileo  Galilei,  edizione  nationale  sotto  gli  aus- 
picii  di  Sua  Maestà  il  Re  dTlalia.  Volume  liï.  Parte  prima.  400  P-  in-4°. 
Florence,  Barbera,  1892. 

Le  troisième  Volume  de  la  nouvelle  édition  des  Œuvres  de 
Galilée  a  été  divisé  en  deux  parties  :  la  première  comprend  le 
Sidereus  Nuncius  et  les  écrits  qui  s'y  rapportent;  la  seconde, 
réservée  aux  Observations  astronomiques  et  aux  Calculs  concer- 
nant les  satellites  de  Jupiter,  sera  publiée  à  part. 

Bull,  dea  Sciences  matlien,,  2"  série,  t.  XVIII.  (Mai  1894.)  8 


gS  PREMIÈHE  l'AUTIH. 

Galilée  était  arrivé  à  l'âge  de  quarante-six  ans,  sans  que  sa  répu- 
tation eût  dépassé  celle  que  peut  s'acquérir  un  professeur  de  Ma- 
thématiques distingué,  dont  les  leçons  ont  un  grand  succès,  mais 
qui  n'a  pas  publié  de  travaux  originaux,  en  dehors  de  quelques 
inventions  ingénieuses  qui  seml)lent  indiquer  que  son  esprit  est 
surtout  orienté  vers  les  applications  de  la  Science.  Tout  à  coup, 
il  fait  connaître  dans  un  écrit  d'une  quarantaine  de  pages,  dont 
V imprimatur  est  du  \"  mars  1610,  qu'ajant  appris  qu'en  Hol- 
lande on  avait  imaginé  une  lunette  d'approche  donnant  des  résul- 
tats merveilleux,  il  est  parvenu,  après  plusieurs  essais,  à  construire 
un  pareil  insirunicnt  donnant  un  grossissement  de  plus  de  3o  dia- 
mètres; qu'il  l'a  dirigé  vers  le  ciel  et  que  les  observations  qu'il  a 
faites  ainsi  l'ont  amené  aux  conclusions  suivantes  : 

La  Lune  a  peut-être  des  mers  et  une  atmosphère  propre,  en 
tout  cas  des  montagnes  dont  on  peut  évaluer  la  hauteur  (jui  dé- 
passe de  beaucoup  celle  des  montagnes  de  la  Terre. 

Les  fixes  ne  sont  pas  grossies  par  la  lunette  comme  le  sont  les 
planètes,  mais  on  en  voit  un  nombre  beaucoup  plus  considérable 
qu'à  l'œil  nu  et  l'on  reconnaît  que  la  voie  lactée  et  les  nébuleuses 
(d'Orion  et  de  la  Crèche)  sont  des  amas  d'étoiles. 

Enfin,  Jupiter  est  accompagné  de  quatre  satellites  qui  tournent 
autour  de  lui,  de  même  que  la  Lune,  dans  riivpothèse  de  Coper- 
nic, tourne  autour  du  Soleil  ('). 

Du  coup,  Galilée  devient  célèbre  :  tout  le  monde  veut  véri- 
fier ces  affirmations  inouïes;  le  voilà  un  sujet  d'admiration  et 
d'envie. 

Parmi  les  astronomes  de  profession,  dont  le  jugement  devait 
être  attendu  par  les  profanes,  les  trois  principaux  étaient  Kepler 
à  Prague  (il  venait  précisément  de  publier  l'année  précédente  les 
Commentaires  sur  les  mouvements  de  Mars),  Magini  à  Bologne, 
Clavius  à  Rome. 

Kepler,  à  qui  Galilée  a  envoyé  un  des  premiers  exemplaires  du 
Sidereus  Nuncius,  répond,  dès  le  mois  de  mai,  par  une  Disser- 


(')  Les  éditeurs  ont  reproduit  tn  fac-similé  un  manuscrit  de  Galilée  donnant 
une  première  ébauche  du  Sidereus  Nuncius;  cette  reproduction  est  des  plus 
intéressantes;  l'écriture  de  Galilée  est  d'ailleurs  passablement  nette  et  facile  à 
lire. 
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lalio  imprimée.  A  une  époque  où  il  ny  avaii  pas  de  journaux 
scicnlifiques,  cette  Dissertatio  représente  une  analyse  critique  :  il 
ne  faut  pas  y  voir  autre  chose;  elle  est  d'ailleurs  aussi  favorable 
qu'on  peut  l'attendre  d'un  astronome  qui  n'a  pu  observer  encore 
lui-même  les  apparences  annoncées,  auquel  sa  position  impose 
une  certaine  réserve  el  qui  est  d'ailleurs  bien  aise  de  trouver  une 
occasion  de  rappeler  ses  propres  travaux. 

Il  fait  très  justement  ressortir  (|ue  le  principal  mérite  de  Galilée 
dans  la  construction  de  sa  lunette  est  peut-être  moins  d'avoir 
réalisé  une  combinaison  de  lentilles  déjà  indiquée  par  Porta  ('), 
que  d'avoir  su  trouver  le  moyen  de  juesurer  exactement  les  petits 


angles 


Les  découvertes  sur  la  Lune  et  les  fixes  ne  font,  dit-il,  que  con- 
firmer des  opinions  déjà  émises,  même  dans  l'antiquité;  celle  des 
satellites  de  Jupiter  est  beaucoup  plus  inattendue;  leur  existence 
serait  d'ailleurs  un  puissant  argument  en  faveur  de  l'hypothèse 
de  Copernic  ;  elle  n'est  enfin  nullement  incroyable  et  ne  renver- 
serait nullement  les  principes  de  l'Astrologie,  comme  certains 
pourraient  être  portés  à  le  croire  à  première  vue. 

Du  i'"'  août  au  9  septembre  16 10,  Kepler  put  lui-même  ob- 
server les  satellites  de  Jupiter  avec  un  des  instruments  envoyés 
par  Galilée  à  l'Electeur  d*e  Cologne;  il  en  rendit  aussitôt  témoi- 
gnage par  sa  A^arrotio\m\)Y\mée  (Francfort,  161  i),  à  laquelle  sont 
jointes  des  épigrammes  latines  de  l'Anglais  Thomas  Sef^gett,  C'est 
dans  un  de  ces  vers  que  se  trouve  le  célèbre  mot  Vicisti,  Galilœe, 
attribué  à  Kepler. 

En  résumé,  l'attitude  du  célèbre  astronome  de  Prague  dans 
toute  cette  question  fut  très  nette  et  tout  à  fait  digne  de  lui  ;  il  n'en 
fut  pas  de  même  pour  Clavius  et  surtout  pour  Magini. 

C'est  de  l'entourage  de  ce  dernier  que  part  la  première  attaque 
contre  Galilée,  la  Brevissima  peregrinatio  de  Martin  Horky. 
L'auteur  était  un  jeune  Bohémien,  qui  avait  obtenu  des  recom- 

(')  On  avait  d'ailleurs  déjà  mis  en  usage,  pour  les  observations  astronomiques, 
des  tubes  munis  d'une  seule  lentille;  Kepler  avoue  n'avoir  pas  cru  antérieure- 
ment aux  effets  annoncés  par  Porta,  si  l'on  combine  un  verre  concave  avec  un 
convexe,  mais  il  déclare  que  ces  effets  sont  bien  d'accord  avec  les  lois  de  l'Optique 
et  que  ses  motifs  de  défiance  tenaient  à  d'autres  circonstances. 
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rnandalions  de  Kepler^  et  qui  éhiii  venu  éludier  la  Médecine  et 
l'Astronomie  à  Bologne.  Magjni  le  logeait  chez  lui,  et  s'en  servait 
comme  copiste. 

Il  rédigea  un  curieux  |)amplilet  qu'il  lit  ini])rimer  à  Modène, 
en  juin  1610.  Cet  écrit,  à  la  fois  véhément  et  alamhiqué,  n'a  au- 
cune valeur  scientifique;  il  s'attaque  d'ailleurs  à  peu  près  exclusi- 
vement à  l'existence  des  satellites  de  Jupiter,  qu'il  déclare  être  de 
pures  illusions  optiques,  analogues  aux  parhélies;  mais  sa  grande 
raison,  c'est  que  s'il  y  a  vraiment  plus  de  sept  astres  errants,  tous 
les  axiomes  de  l'Astrologie  tomhent  d'eux-mêmes.  Ainsi,  tandis 
que  les  partisans  des  doctrines  d'Arislote  restent  encore  sur  la 
réserve,  les  astrologues,  comme  Kepler  l'avait  déjà  prévu,  se  met- 
tent en  campagne  contre  les  vérités  nouvelles. 

Galilée  n'avait  pas  à  répondre  à  une  attaque  aussi  inconvenante 
dans  la  forme  que  puérile  dans  le  fond.  Un  de  ses  élèves,  l'Ecossais 
Wodderborn,  lança  une  Confutatio  (Padoue,  octobre  1610),  ap- 
puyée surtout  sur  l'autorité  de  Kepler.  D'autre  part,  Magini,  fâché 
d'être  maladroitement  compromis,  chassa  Horky  (')  de  chez  lui, 
s'excusa  auprès  de  Galilée  et  concerta  avec  un  de  ses  élèves, 
Giovanni-Antonio  Hoffeni,  V Epis tolaapologetica (Bologne,  161 1), 
adressée  au  professeur  de  Padoue. 

Il  y  est,  entre  autres  choses,  relevé  que  Horky  avait  purement 
et  simplement  copié  les  injures  adressées  par  lui  à  Galilée  de 
pamphlets  dirigés  contre  Tycho  Brahé  par  Raimarus  Ursus. 

La  thèse  de  Horky  n'en  fut  pas  moins  reprise,  avec  des  argu- 
ments d'apparence  plus  sérieux  et  sous  une  forme  plus  modérée, 
par  un  jeune  gentilhomme  florentin,  Francesco  Sizzi,  et  il  semble 
bien  que  Magini  l'ait  encouragé  sous  main  à  le  faire,  peut-être 
pour  disti^aire  Galilée  de  ses  observations  et  pouvoir  ainsi  le  de- 
vancer dans  la  publication  des  éphéméndes  des  satellites  de  Ju- 
piter. 

Mais  son  calcul  fut  trompé;  si  Galilée  lut  la  longue  Z^/a/io/«  de 
Sizzi  (V^enise,  1611),  et  inscrivit  en  marge  quelques  annotations 


(')  Il  retourna  bientôt  après  en  Bohème,  où  Ivcpler  lui  lava  fortement  la  tète. 
Après  une  existence  assez  agitée,  il  finit  par  s'établir  à  tlambourg  pour  y  prati- 
quer la  Médecine  et  l'Astrologie. 
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rcprodililes  par  les  éditeurs,  il  n'avail  guère  à  s'en  jMx-occuper 
davantage  ('  ). 

Après  les  astrologues,  les  péripatélicicns  commencent  à  s'agiter; 
le  premier  qui  se  pi'ononce  dans  un  écrit  imprimé  est  un  profes- 
seur de  Philosophie  au  Collège  Romain,  La  Galla.  Sa  Disputatio 
prolixe  {De  Phœnomenis  in  orbe  Luiue,  etc.,  Venise,  1612), 
également  annotée  par  Galilée,  est  d'ailleurs  très  mesurée.  L'au- 
teur comhle  d'éloges  l'illustre  savant,  et  ne  s'inscrit  en  faux  ni 
contre  ses  observations,  ni  contre  les  déductions  rigoureuses  qui 
eu  sont  tirées;  mais  il  soutient  que,  si  Galilée  a  présenté  les  appa- 
rences constatées  sur  la  Lune  comme  si  elles  étaient  dues  à  des 
inégalités  de  la  surface  de  notre  satellite,  il  n'a  nullement  eu  l'in- 
tention d'affirmer  l'existence  réelle  de  ces  inégalités,  qui  est  in- 
compatible avec  la  doctrine  d'Aristole;  les  apparences  doivent  donc 
s'expliquer  par  des  différences  de  nature  dans  les  diverses  par- 
lies  de  la  surface  de  la  Lune,  qui  réfléchissent  inégalement  la 
lumière  du  Soleil,  mais  cette  surface  doit  nécessairement  être  sphé- 
rique. 

La  position  que  prend  La  Galla  vis-à-vis  de  Galilée  indique  la 
nature  de  l'accueil  fait  aux  nouvelles  découvertes  par  le  Collège 
Romain.  Leur  vérité  et  leur  importance  ne  sont  pas  contestées, 
mais  les  conséquences  à  en  tirer  sont  au  moins  réservées.  C'est  le 
sentiment  qui  perce  dans  le  Nunciiis  sidei^eus  Collegii  Romani 
lu  en  présence  de  Galilée  (mai  161 1  )  par  le  P.  de  Maelcote  et  où 
il  tut  publiquement  parlé  pour  la  première  fois  des  phases  de 
Vénus  et  des  apparences  de  Saturne,  d'après  les  communications 
de  Galilée  à  Clavius  et  les  vérifications  entreprises  à  Rome. 

De  la  même  date  est  une  autre  pièce,  De  lunarium  montium 
altitudine,  lue  également  en  présence  de  Galilée  dans  une  réunion 
scientifique  à  Mantoue.  L'auteur  de  cette  pièce,  qui  est  inconnu, 
s'efforce  en  particulier  de  moritrer  un  point  faible  dans  les  raison- 
nements de  Galilée,  lequel  n'ayant  reconnu  aucune  dentelure  sur  le 
limbe  de  la  Lune,  avait  cherché  à  expliquer  celte  circonstance  tout 


(')  Sizzi  était  réservé  à  une  fin  malheureuse;  venu  en  l-'rance,  il  fut  com- 
promis dans  la  publication  d'un  pamphlet  contre  Luynes  après  la  mort  de  Concini 
et  fut  supplicié. 
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en  supposant  que  ce  limbe  n'élail  |}as  plus  dépourvu  de  nionla- 
gnes  que  le  reste  de  la  surface. 

Les  éditeurs  ont  enfin  compris  dans  la  partie  aujourd'hui  pu- 
bliée du  Volume  III  un  écrit  de  la  même  époque,  com[)Osé  par 
Ludovico  délie  Colombe  contre  le  mouvement  de  la  Terre  et  an- 
noté par  Galilée.  Cet  écrit,  dirigé  en  général  contre  les  Coper- 
niciens,  fait  allusion  aux  nouvelles  découvertes,  dans  un  sens 
analogue  au  traité  de  La  Galla.  Les  remarques  de  Galilée  sont 
particulièrement  inléressantes  en  ce  sens  qu'elles  montrent  nette- 
ment qu'à  cette  époque  il  n'avait  pas  encore  une  notion  exacte 
du  principe  de  l'inertie.  Il  admet,  en  effet,  que  les  mouvements 
que  nous  observons  à  la  surface  de  la  Terre  sonX.  absolument  indé- 
pendants de  la  rotation  diurne. 

Le  nouveau  Volume  est  édité  avec  le  même  luxe  et  le  même 
soin  que  les  précédents,  ce  qui  n'était  pas  sans  présenter  des  diffi- 
cultés particulières,  car,  s'il  s'agissait  de  reproduire  surtout  des 
textes  imprimés,  ces  textes  étaient  souvent  défigurés  par  des  fautes 
typographiques.  Une  douzaine  de  ces  fautes  ont  échappé  à  la  scru- 
puleuse attention  des  éditeurs,  mais  il  sera  aisé  de  les  corriger. 

Dans  les  annotations  de  Galilée  sur  la  Dianoia  de  Sizzi,  on  a 
imprimé  page  244^  ligne  35,  comme  nom  abrégé  d'un  auteur 
d'Optique  :  Ei^el.  Il  faut  évidemment  lire  Eucl{idis). 

Page  248,  ligne  2g  :  Solaexperientianonpotuitedocere;']e  crois 
qu'on  doit  corriger  non  en  nos.  Le  sens  est  :  «  L'expérience  seule 
a  pu  nous  apprendre  que  la  vue  ne  trompe  pas  aux  faibles  distances 
(  car  on  peut  s'approcher  des  objets  et  vérifier  qu'ils  sont  bien  tels 
qu'on  les  voit)  ;  mais  pour  les  distances  stellaires,  l'expérience 
ne  peut  prononcer;  nous  concluons  seulement  du  moins  au  plus. 
A  cet  égard,  la  vision  avec  la  lunette  est  tout  à  fait  dans  le  même 
casauela  vision  à  l'œil  nu.  »  P\ll  Ta:\]very. 


MORITZ    CANTOR.    —    VORLESUXGEN     UEBER     GeSCHICHTE     DEB     MaTHEMATIK. 

Erster  Band.  Zweite  Auflage.  883  p.  in-8°.  Leipzig,  Teubner,  1894. 

Que  treize  ans  après  l'apparition  du  gros  volume  consacré  par 
M.   Cantor  à  l'histoire   des  Mathématiques  depuis  l'origine  jus- 
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qu'en  1200  après  J.-C,  une  nouvelle  édilion  en  soil  devenue 
nécessaire,  il  j  a  là  un  succès  de  librairie  évidemment  dû  au  mé- 
rite d'un  Ouvrage  dont  il  serait  superflu  de  faire  à  nouveau  l'éloge, 
mais  ce  succès  est  d'autant  plus  remarquable  qu'en  réalité  le  nom- 
bre de  ceux  qui  s'intéressent  à  l'histoire  de  la  science  est  malheu- 
reusement très  restreint;  il  me  suffira  de  rappeler  à  ce  sujet  qu'un 
projet  de  traduction  française  de  ce  volume  de  M.  (^anlor  n'a  pu 
aboutir  il  y  a  dix  ans,  faute  de  trouver  un  éditeur  qui  consentit  à 
se  charger  des  risques  de  l'entreprise. 

L'auteur  a  tout  fait  pour  que  sa  nouvelle  édition  obtienne  le 
même  succès  que  la  première;  il  y  a,  d'une  part,  apporté  toutes  les 
corrections  de  détail  qui  lui  ont  été  signalées  ou  dont  il  a  lui-même 
reconnu  la  nécessité  (et  quel  est  l'ouvrage  d'érudition  qui  n'en 
réclame  pas?);  d'un  autre  côté,  il  a  mis  son  histoire  au  courant 
des  travaux  les  plus  récents  par  des  additions  ou  des  modifications 
plus  ou  moins  importantes. 

Je  crois  intéressant  de  signaler  rapidement  les  nouveautés  ou 
les  changements  les  plus  considérables  : 

Chap.  I.  —  Réfutation  de  l'opinion  de  M.  Rodet,  qui,  dans  un 
article  du  Journal  asiatique,  1882,  s'est  refusé  à  voir  des  pro- 
blèmes d'Algèbre  dans  les  questions  que  traite  le  célèbre  Manuel 
d'Ahmès  (Papvrus  Rhind-Eisenlohr).  Notre  compatriote  s'était 
certainement  placé  à  un  point  de  vue  trop  étroit,  d'autant  qu'en 
fait  les  mathématiciens  ne  sont  guère  d'accord  sur  la  limitation 
effective  du  champ  de  l'Algèbre. 

Chap.  IV.  —  Adhésion  à  l'opinion  de  Gow(i884),  d'après  la- 
quelle le  système  des  lettres  numérales  chez  les  Grecs  a  été  com- 
biné à  Alexandrie,  au  plus  tôt  vers  l'an  3oo  avant  notre  ère. 

Chap.  VI.  —  Le  pythagoricien  Thjmaridas  de  Paros  est  replacé 
à  l'époque  antérieure  de  Platon;  au  sujet  de  cet  arithméticien, 
dont  les  travaux  ont  eu  une  grande  importance,  mais  sur  lequel 
nous  n'avons  lualheureusement  que  trop  peu  de  renseignements, 
je  remarquerai  que,  dans  Martianus  Capella,  son  nom  a  été  cor- 
rompu en  Thermacides,  et  que,  d'après  ce  passage,  on  doit  lui  attri- 
buer l'emploi  du  terme  de  pythmen,  pour  désigner  les  nombres 
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qui  lorineiiL  un  ra)3porl  donné  sous  sa  plus  simple  expression, 
M.  Cantor  admet,  avec  moi,  que  la  polémique  de  Zenon  d'Elée 
contre  la  pluralité  était  dirigée  en  particulier  contre  la  conception 
du  point  chez  les  Pythagoriens  et  a  eu  la  plus  grande  importance 
|)(»ui'  réclaircissenienL  de  cette  notion  fondamentale. 

Chap.  yYI.  — Additions  sur  les  travaux  mathématiques  des  pla- 
toniciens Philippe  d'Oponte  et  Speusippe,  du  péripétaticien  Di- 
céarque. 

Chap.  A'III.  —  M.  Cantor  admet  maintenant,  avec  M.  Zeuthen 
et  moi,  que  la  solution  numérique  des  équations  du  second  degré 
était  connue  des  Grecs  au  temps  d'Euclide.  Il  signale,  d'après 
Heiberg,  que  la  section  elliptique  du  cylindre  (droit)  devait  être 
connue  à  la  même  époque  et  portait  peut-être  le  nom  de  thyreos 
(bouclier).  Je  crois,  en  ce  qui  me  concerne,  que  le  cylindre  a  dû 
être  coupé  avant  le  cône,  et  que  les  propriétés  essentielles  de  sa 
section  ont  été  reconnues  dès  avant  Ménechme,  probablement  par 
Eudoxe.  Les  travaux  de  ce  dernier  auront  été  négligés  à  partir  du 
moment  où  les  mêmes  propriétés  auront  été  reconnues  à  la  section 
normale  du  cône  acutangle;  on  sait  que  le  nom  à^ ellipse  n'est  pas 
antérieur  à  Apollonius.  Développements  sur  les  travaux  d'Auto- 
lycus  de  Pitane  et  les  procédés  d'arpentage  indiqués  dans  V Optique 
d'Euclide. 

Chap.  JlIV.  —  Restitution  à  Archimède  des  théorèmes  sur 
Varbelos. 

Chap.  JCV.  —  Indication  d'un  Abacus  in  Grœco  qui  aurait 
existé  en  manuscrit  à  la  bibliothèque  de  Saint-Marc  à  Venise,  au 
xviii"  siècle,  et  qui  serait  perdu  aujourd'hui.  Il  me  paraît  douteux 
qu'il  faille  entendre  sous  cette  désignation  un  Traité  de  calcul 
sur  l'abaque  [abacus.,  au  moyen  âge,  signifiant  souvent  l'Arith- 
métique en  général)  (^). 


(')  Vérification  faite  en  comparant  l'indication  donnée  par  Montfaucon  avec  le 
catalogue  de  Zannetti,  il  me  paraît  certain  qu'elle  se  rapporte  au  manuscrit 
grec  333  (Jxv°  siècle),  qui  existe  toujours  à  la  Bibliothèque  de  Saint-Marc.  Il  dé- 
bute par  Vn  Tractatus  in   compendio  scientiœ  calculatoriœ,  qui  est  anonyme, 
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Chap.   AVI.   —   D'après  un   fragment  récemmenl  découvert 

d'Ànthémius  de   Tralles,  Apollonius  aurait  écrit  sur  les   miroirs 

incendiaires  (-Tîîpl  Tcjpicov).  Développements  sur  les  traités  perdus 

d'Apollonius  de  la  section  en  aire  et  des  directions. 

Chap.XÂlV.  —  Kluge  a  cherché  à  démontrer  que  la  rédaction 
du  XV'' livre  des  Élémentsest  due  à  trois  écrivains  différents,  dont 
le  dernier  aurait  été  l'élève  d'Isidore  de  Milet  (l'oncle  ouïe  neveu?). 
Détails  sur  le  papyrus  grec  d'Akmîm  publié  par  J.  Baillet  dans  les 
Mémoires  de  La  Mission  française  au  Caire,  1892.  Nouvelles 
indications  concernant  Michel  Psellus  et  Nicolas  Rhabdas. 

Chap.  A  A  VII.  —  M.  Cantor,  qui  maintient  toujours  l'authen- 
ticité de  la  Géométrie  attribuée  à  Bocce,  reconnaît  maintenant  que 
VArchitas  qui  y  est  mentionné  ne  peut  être  que  l'ancien  pytha- 
goricien; il  suppose  que  Boèce  a  eu  entre  les  mains  des  traduc- 
tions latines  d'écrits  sous  ce  nom. 

Chap.  XXIX.  —  Détails  sur  le  fragment  de  l'ouvrage  algé- 
brique hindou  \TO\x\ék^dkûi^\'\{Indian  Antiquarj,  1888).  Nou- 
velles conjectures  sur  Torigine  de  l'approximation  7:  =  \J\o  dans 
l'Inde. 

Chap.  XXXIV.  —  La  fausse  traduction  du  mot  arabe  djibâ 
par  sinus  ne  paraît  pas  antérieure  à  Regiomontanus. 

Chap.  XXXVI.  —  Détails  sur  le  Traité  du  quadrilatère  de 
Nasir-Eddin,  publié  par  Karalheodory  Pacha  en  1892. 

Chap.  XXXIX.  —  La  date  du  plus  ancien  manuscrit  de  la 
Géométrie  attribuée  à  Gerbert  est  fixée  entre  11 27  et  1160.  Nou- 
velle défense  de  l'authenticité  de  la  Régula  de  Abaco  computi 
de  Gerbert.  Sur  Franco  de  Liège. 

Chap.  XL.  —  Un  des  plus  anciens  auteurs  qui  aient  écrit  sur 


mais  ne  diffère  pas  de  la  première  lettre  de  Rhabdas.  C'est  là  VAbacus  in  Grœco 
de  Montfaucon;  il  marque,  comme  contenues  dans  le  même  manuscrit,  une  Gœo 
desia  (qui  est  celle  de  Héron)  et  des  TabiUœ  persicœ  (d'Isaac  Argyre),  qui  se 
retrouvent  effectivement  dans  le  Marciaaus,  323. 
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le  calcul  avec  les  chifTres  arabes  (au  xiT  siècle)  porle  sur  les  ma- 
nuscrits le  nom  (VOcrealus,  qu'on  avait  jusqu'à  présent  transcrit 
par  la  forme  irlandaise  O'Creat.  M.  Cantor  remarque,  d'après 
M.  Wattenbach,  que  ocreatns  esl  un  mot  latin  qui  signifie  botté. 
(Il  peut  donc  aussi  représenter  une  forme  telle  que,  par  exemple, 
Hoazeau).  On  ignore,  en  fait,  si  le  personnage  en  question  est 
français  ou  anglais. 

Ces  rapides  indications  suffisent,  je  l'espère,  pour  montrer 
l'intérêt  que  peut  présenter  la  nouvelle  édition  de  l'ouvrage  de 
M.  Cantor,  même  pour  les  lecteurs  de  la  première.  Je  me  crois 
toutefois  obligé  d'allonger  ce  compte  rendu  pour  dire  quelques 
mois  de  deux  questions  particulières,  quoique  j'y  doive  faire  in- 
tervenir le  haïssable  moi. 

Dans  mon  essai  sur  la  Géométrie  grecque  (  '),  j'ai  traduit  un 
passage  de  Jamblique  :  è/.aAeT-ro  oà  ■'^^  ^^tuy^j.t-pix  r.zlz  HjOa-^spcj 
l7TCp(a.  «  La  Géométrie  fut  appelée  Tradition  venant  de  Pjthagore  » 
entendant  que  ces  derniers  mots  étaient  le  titre  d'un  ouvrage 
géométrique  déterminé.  M.  Cantor  (p.  i44)  déclare  que  ce  pas- 
sage est,  de  fait,  à  peu  près  incompréhensible  et  objecte  que  ma 
traduction  ne  serait  légitime  que  si  l'article*/;  se  trouvait  répété 
avant  Trpoç.  Je  crois  pouvoir  affirmer  précisément  le  contraire, 
parce  que  l'usage  pour  les  articles,  dans  les  phrases  de  ce  genre, 
est  absolument  le  même  qu'en  français,  et  que  les  Grecs  n'avaient 
pas  d'ailleurs  l'habitude  de  faire  précéder  d'un  article  le  titre  de 
leurs  livres.  Avec  l'article  r^  devant  Tpcç,  il  faudrait  donc  traduire 
littéralement  :  «  La  Géométrie  fut  appelée  la  tradition  de  Pytha- 
gore  »,  et  ce  serait  de  la  science  elle-même  qu'il  s'agirait,  non  de 
la  première  Géométrie  publiée  par  les  Pythagoriens.  C'est  là  une 
interprétation  dont  je  crois  avoir  suffisamment  montré  l'invrai- 
semblance, pour  ne  pas  insister  davantage  aujourd  hui  sur  ce 
point. 

Parmi  les  autres  citations  que  M.  Cantor  a  bien  voulu  faire  de 
mes  travaux,  il  en  est  encore  une  où  il  croit  devoir  écarter  comme 
<(  passablement  en  l'air  »  une  conjecture  que  j'ai  émise  dans  mes 
Recherches  sur  l' histoire  de  l'Astronomie  ancienne, ^.Ç^'^Q^i^), 


(')  Paris,  Gauthier-Yillars,  1887. 
(*)  Paris,  Gauthier-Yillars,  1898. 
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à  savoir  que  la  valoiir  ^1  =  3,i/\iC),  que  l'on  trouve  dans  l'Inde, 
serait  due  à  Apollonius  de  Perge.  Je  rappellerai  lout  d'abord  que 
je  n'ai  émis  celle  conjeelure  que  sous  diverses  réserves  el  ai  plu- 
tôt cherché  à  poser  une  question  (jn'à  la  résoudre.  Cependant  nous 
savons  pertinemment,  comme  M.  Cantor  ne  manque  pas  de  le  si- 
gnaler, qu'Apollonius  avait  donné  de  tz  une  valeur  plus  approchée 
que  celle  d'Archimède.  Or,  il  est  facile  de  vérifier  que,  si  l'on 
applique  le  procédé  d'Archimède,  pour  obtenir  une  plus  grande 
approximation  en  poussant  jusqu'au  poljgone  régulier  de  384 
cotés,  au  lieu  de  celui  de  96  auquel  il  s'est  arrêté,  on  trouve  deux 
décimales  exactes  de  plus,  à  condition,  bien  entendu,  de  prendre 
pour  y/3  une  valeur  suffisamment  approchée  pour  que  le  calcul  ne 
devienne  pas  illusoire.  On  doit  donc  logiquement  conclure  que 
la  valeur  trouvée  par  Apollonius  était  au  moins  aussi  approchée 
que  3, i4i6. 

Si  maintenant  nous  retrouvons  cette  valeur  dans  l'Inde  et  si 
précisément  un  auteur  hindou  nous  dit  qu'elle  a  été  obtenue  en 
employant  le  polygone  de  384  côtés,  la  probabilité  qu'elle  ait  été 
obtenue  dans  l'Inde  est  d'autant  moins  grande  que  les  connais- 
sances trigonométriques  paraissent,  dans  ce  pays,  avoir  été  em- 
pruntées aux  Grecs  en  même  temps  que  les  connaissances  astro- 
nomiques, comme  M.  Cantor  le  prouve  surabondamment.  11  me 
semble  donc  que  l'on  revient  naturellement  à  la  question  que  j'ai 
posée.  A  quel  Grec  peut  être  due  cette  approximation,  si  ce  n'est 
à  Apollonius?  Paul  Tannery. 


MÉLANGES. 

LA  LOGIQUE  MATHÉMATIQUE  AVANT  LEIBNIZ  ; 
Par  m.  Gino  LORIA. 

«  Leibniz  a  énoncé,  il  y  a  deux  siècles,  le  projet  de  créer  une 
écriture  universelle,  dans  laquelle  toutes  les  idées  composées 
fussent  exprimées  au  moyen  de  signes  conventionnels  des  idées 
simples,  selon  des  règles  fixes.  Il  dit  :  Ea  si  recte  constiluta 
fuerint  et  ingeniose,  scriptura  hœc  universalis  œque  erat  facilis 
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<|uam  comnninis,  cl  qiiîc  possil  sine  omni  Icxico  legi,  simiilque 
imbibetur  omnium  rerum  fundamcnlalis  cognilio  (^Disserlalio 
de  arte  coinbinaloria,  Lipsiœ,  1666,  n"  90). 

»  A  la  solution  de  ce  problème  a  contribué  d'abord  le  dévelop- 
pement de  l'écriture  algébrique,  qui  s'est  beaucoup  perfectionnée 
après  Leibniz.  Au  mojen  des  signes  +,  — ,  =,  ^,  etc.,  des  pa- 
renthèses et  des  lettres  de  l'alphabet,  elle  permet  d'écrire  en  sym- 
boles quelques  propositions.  Mais,  ce  qui  a  le  plus  contribué  à  la 
solution  du  problème,  c'est  la  nouvelle  et  importante  science 
qu'on  appelle  Logique  malhémalique,  et  qui  étudie  les  pro- 
priétés formelles  des  opérations  et  des  relations  de  logique. 
Cette  science  a  été  cultivée,  dans  notre  siècle,  par  Boole,  Cajlej, 
Clifford,  Delbœuf,  de  Morgan,  Ellis,  Irège,  Grassmann,  Giinther, 
Halsted  levons,  Liard,  Macfarlane,  Mac  Coll,  Nagy,  Peirce, 
Poretzky,  Venu  et  par  beaucoup  d'autres  dont  on  trouvera  le  nom 
dans  le  Livre  de  i\L  Schroder,  Algèbre  des  Logik,  Ouvrage  qui 
contient  tout  ce  qu'on  a  publié  sur  celte  branche  des  Mathéma- 
tiques. 

»  Par  la  combinaison  des  signes  d'Algèbre  et  de  Logique,  on 
peut  exprimer  en  svmboles  des  propositions  toujours  plus  lon- 
gues et  plus  complètes,  et  le  résultat  auquel  on  est  arrivé  dans 
ces  dernières  années  est  qu'on  peut  représenter  toutes  les  rela- 
tions de  Logique  avec  peu  de  signes  ayant  une  signification  précise, 
et  assujettis  à  des  règles  bien  déterminées.  En  conséquence,  en 
introduisant  des  signes  pour  indiquer  les  idées  de  l'Algèbre  ou 
de  la  Géométrie,  on  peut  énoncer  en  symboles  les  propositions  de 
ces  sciences.  Maintenant,  une  Société  de  mathématiciens  publie 
un  formulaire  qui  se  propose  de  contenir  toutes  les  propositions 
connues  sur  certains  sujets  de  Mathématique.  Ce  formulaire, 
écrit  entièrement  en  symboles,  est  publié  par  la  Rivista  di  Ma- 
tematica.  » 

On  voit,  d'après  ces  lignes  que  nous  avons  empruntées  à  1'//?- 
troduction  au  Formulaire  de  Mathématique  que  vient  de  pu- 
blier M.  Peano  dans  sa  qualité  de  directeur  de  la  Rivista  di  Ma- 
tematica  ('),  qu'un  groupe  de  mathématiciens  s'est  proposé  de 
rédiger  une  sorte  de  grande  encyclopédie,  une  espèce  de  reperto- 


(')  Notations  de  Logique  malhéniatique,  par  G.  Peano.  Turin;   1894- 


MÉLANGES.  'og 

rlimi  où  Ton   trouvera  énoncés  en  symboles  logiques  les  défini- 
tions et  les  théorèmes  plus  importants  qui  se  rapportent  aux  dif- 
férentes sciences  exactes.  Je  ne  veux  pas  discuter  ici  en  détail  ce 
projet;   les    critiques   pourront   remarquer  qu'avant  d'employer 
une  nouvelle   langue  pour  exposer  l'ensemble  d'une  science,   il 
faut  s'être  assuré  d'avance  que  la  grande  majorité  des  savants  la 
connaît,    la  trouve  bonne   et  est   disposée   à  l'employer,    toutes 
choses  qu'on  n'a  pas  encore  fait  par  rapport  à  la  Logique  mathé- 
matique; mais  à  cette  remarque  on  peut  répondre  qu'après  s'être 
convaincu  qu'une  langue  est  propre  à  exprimer  complètement  un 
certain  ordre  d'idées  (et  telle  est  sans  discussion  la  Logique  ma- 
thématique ap|)liquée  aux  sciences  exactes),  pour  en  accroître  la 
diffusion  il  n'y  a  rien  de  mieux  que  de  l'emplojer.  Mais,  je  le 
répète,  mon  but  actuel  n'est  pas  d'essayer  de  déterminer  la  va- 
leur de  la  méthode  dont  M.  Peano  s'est  fait  un  des   avocats  les 
plus  actifs;   je    veux,   au    contraire,    seulement  faire   remarquer 
—  ce  qui  semble  avoir  échappé  même  à  M.  Schroder  —  que  l'en- 
treprise que  j'ai  signalée  a  été  essayée,  il  y  a  deux  cent  cinquante 
années  (c'est-à-dire  avant  Leibniz),  par  le  mathématicien  français 
Pierre  Hérigone(*).  En  effet,  non  seulement  il  s'est  proposé  de 
réunir  un  grand  nombre  de  recherches  mathématiques  détachées 
en  les  exposant  d'une  manière  uniforme,  mais  il  a  découvert  une 
méthode  pour  exposer  les  raisonnements   mathématiques,   plus 
courte  que  l'ordinaire,  intelligible  pour  tout  le  monde  et  qui,  à 


(.)  Le  titre  complet  de  l'Ouvrage  auquel  nous  nous  rapportons  est  :  Cursus 
mathematicus,  nova,  bre.i.  et  clara  methodo  demonstralusper  notas  reaies 
et  vniversales,  citra  usum  cuiuscunque  idioniatis,  intellectu  faciles.  Cours  ma- 
thématique demonstré  d'une  nouvelle,  brief^e  et  claire  méthode,  par  Notes 
réelles  et  uniuerselles,  qui  peuuent  estre  entendues  facilement  sans  usage 
d'aucune  langue.  A  Pietro  Herigons  mathematico.  Pansus,  MDCXLR  . 

Sur  la  vie  de  l'auteur,  je  ne  peux  donner  aucun  renseignement  :  même  les 
dates  extrêmes  sont  inconnues  à  tous  les  historiens  auxquels  j'ai  eu  recours. 

Il  n'est  peut-être  pas  hors  de  propos  de  remarquer  ici  que,  même  dans  les 
OEuvres  de  Carnot,  on  peut  trouver  des  traces  certaines  d'une  symbolique  ana- 
logue à  celle  de  Hérigone  (voir  Géométrie  déposition,  p.  48o,  ou  on  ht  la  dis- 
tinction entre  «  formule  technique  >.  et  «  formule  algébrique  »  De  la  corrélation 
des  figures  en  Géométrie,  p.  5t  et  ailleurs)  ;  mais  il  semble  que  Carnot  n  a  pas 
eu  le  courage  de  l'employer  régulièrement.  D'ailleurs,  c'est  mon  opinion  que  de. 
citations  analogues  pourraient  être  multipliées  par  quiconque  ait  le  bonheui 
d'être  en  possession  d'une  érudition  plus  vaste  que  lu  nnenuc. 
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l'instar  de  la  Logique  mathématique  moderne,  permet,  à  tout  mo- 
ment, de  vérifier  qu'on  n'emploie  que  des  définitions  déjà  ex- 
posées, des  axiomes  déjà  acceptés,  des  propositions  déjà  dé- 
montrées. Certainement,  Ilérigone  n'a  pas  la  grandeur  des  idées, 
la  génialité  des  aperçus  philosophiques  de  Leibniz;  toutefois,  il 
connaît  très  bien  la  valeur  de  ses  procédés,  comme  on  le  voit 
par  les  lignes  suivantes  de  la  préface  à  son  Ouvrage  : 

«  ...  J'ay  inuenté  vne  nouuelle  méthode  de  faire  les  démons- 
trations, briefue  et  intelligible,  sans  Tvsage  d'aucune  langue. 
Qu'elle  soit  briefue  et  intelligible  sans  l'vsage  d'aucune  langue, 
il  appert  à  l'ouuerture  du  liure.  Qu'elle  soit  bien  intelligible,  il 
sera  manifeste  à  ceux  qui  auront  l'intelligence  de  mes  Notes,  et 
qui  auront  entendu  quelques  démonstrations  faites  par  le  moyen 
d'icelles.  11  n'y  a  point  de  doute  aussi  qu'elle  ne  soit  plus  intelli- 
gible que  la  méthode  ordinaire,  veu  qu'en  ceste  méthode  on  n'af- 
firme rien  qu'il  ne  soit  confirmé  par  quelque  citation  :  ce  que  les 
autres  autheurs  n'obseruent  pas  exactement,  mais  chacun  mesu- 
rant la  nécessité  des  citations,  par  ce  qui  leur  est  manifeste,  ou 
obscur,  vsent  de  beaucoup  de  conséquences  sans  citations  qui 
néantmoins  seroient  nécessaires  à  ceux  qui  sont  moins  adnancez. 
Joint  aussi  qu'en  la  méthode  ordinaire  on  se  sert  de  beaucoup  de 
mots  et  d'axiomes  sans  les  auoir  premièrement  expliquez,  mais 
en  ceste  méthode  on  ne  dit  rien  qui  n'ave  esté  expliqué  et  con- 
cédé aux  prémices  :  mesme  aux  démonstrations,  qui  sont  quelques 
peu  longues,  on  cite  par  lettres  grecques,  ce  qui  a  esté  démonstré 
en  la  suite  de  la  démonstration.  Et  parce  que  chaque  conséquence 
dépend  immédiatement  de  la  proposition  citée,  la  démonstration 
s'entretient  depuis  son  commencement,  iusques  à  la  conclusion, 
par  vne  suite  continue  de  conséquences  légitimes,  nécessaires  et 
immédiates,  contenues  chacune  en  une  petite  ligne,  lesquelles 
se  peuuent  résoudre  facilement  en  syllogismes,  à  cause  qu'en  la 
proposition  citée,  et  en  celle  qui  corresponde  la  citation,  se  trou- 
uent  toutes  les  parties  du  syllogisme  ....  La  distinction  de  la 
proposition  en  ses  membres,  sçauoir  en  l'hypothèse,  l'explication 
du  requis,  la  construction,  ou  préparation  du  requis,  et  la  démons- 
tration soulage  aussi  la  mémoire,  et  sert  grandement  à  l'intelli- 
gence de  la  démonstration.  » 

Le  fondement  de  la  méthode  d'Hérigone  est,  comme  celui  de 
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la  Loj;if|ne  mallu-maliquc,  l'emploi  d'un  certain  nombre  de  sym- 
boles pour  d(''signer  des  conceplions  abstraites;  mais  il  ne  laul 
pas  chercher  dans  son  Cours,  pas  même  un  premier  essai  de  ré- 
duire au  minimum  le  nombre  de  symboles  nécessaires  pour  ex- 
poser toute  une  branche  de  Mathématiques,  réduction  dans  la- 
quelle se  trouve  un  haut  problème  philosophique  dont  notre 
auteur  semble  n'avoir  pas  même  supposé  l'existence,  et  dont  au 
contraire  s'occupent  continuellement  les  logiciens  mathémati- 
ciens de  notre  époque;  il  introduit,  au  contraire,  autant  de  sym- 
boles qu'il  lui  semble  bon.  Par  exemple,  il  écrit  le  mot  est, 
mais  il  introduit  en  même  temps  l'abréviation  sut  pour  écrire 
sont,  il  a  un  symbole  pour  angle  quelconque  (■<)  et  un  pour 
angle  droit  (| );  un  pour  carré  (D)  et  "n  pour  parallélo- 
gramme quelconque  (0),  comme  il  en  a  un  pour  triangle  (A). 
11  se  sert  du  signe  —  pour  dire  droite  et  du  signe  =  pour  dé- 
signer deux  droites  parallèles;  il  lui  faut,  en  conséquence,  un 
nouveau  svmbole  pour  exprimer  l'égalité  :  il  choisit,  à  cet  effet, 
l'étrange  notation  2J2,  tandis  que,  par  3|2  et  a]  3,  il  représente 
plus  grand  que  et  plus  petit  que  ;  la  croix  (  +  )  a,  pour  Herigone, 
la  même  signification  que  pour  nous  tandis  que  par  commun  add. 
il  représente  l'opération  d'ajouter  une  même  chose  aux  deux 
membres  d'une  équation  et,  par  tt  la  préposition  à  et  par  |  1  le 
n\oi  ou. 

Par  ce  système  de  notations,  qui  l'orme  en  même  temps  une  ta- 
chygraphie  et  une  pasigraphie,  Herigone  a  réussi  à  exposer,  en  peu 
d'espace,  une  matière  très  considérable.  Qu'il  suflise  de  dire 
que  le  Tome  I  de  son  Cours  (qui,  comme  on  sait,  est  écrit  en 
deux  langues  :  latin  et  français)  embrasse,  dans  un  millier  de 
petites  pages  in-8",  où  on  n'a  pas  fait  économie  d'espace,  une  in- 
troduction, les  treize  Livres  des  Eléments  d'Euclide,  suivis  des 
deux  autres  Livres  sur  les  polyèdres  réguliers  qu'à  tort  on  consi- 
dérait comme  une  continuation  du  célèbre  Traité  euclidien,  et 
d'un  long  Appendice  sur  la  Géométrie  des  plans  ;  ensuite  les  Dates 
d'Euclide  et  cinq  Livres  d'Apollonius  Pergeus  du  Lieu  résolu, 
d'après  les  restitutions  de  Snellius  [Problèmes  des  sections).,  de 
Marinus  Ghetaldus  (Inclinaisons)  et  de  Vièle  (Attouchements):, 
enfin  la  doctrine  de  la  section  des  angles. 

Mais  tout  cela  est  certainement  insuffisant  pour  peindre  aux 
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yeux  des  leclcurs  qui  ne  connaissent  pas  le  Cours  d'IIérigone 
les  li-ails  lout  à  fait  originaux  de  ce  remarquable  Ouvrage;  et  je 
ne  connais  manière  meilleure  pour  lui  en  donner  une  idée  que  de 
rapporter  ici  en  finissant  les  pages  qui  se  rapporlcnl  au  théorème 
de  Pythagore  et  qui  seront  complètement  intelligibles  pour  lout 
lecteur  qui  a  bien  voulu  prendre  la  peine  de  nous  suivre  jusqu'ici. 


Theor.  XXXIII.  Propos.  XLVII. 

In  rectangulis  triangulis,  quadratum,  quod  à  latere  rectum  an- 
gulum  subtendente  describitur,  sequale  est  eis  quœ  à  lateribus 
rectum  angulum  continentibus  describuntur. 

Aux  triangles  rectangles,  le  carré  du  costé  qui  souslient 
V angle  droit,  est  égal  aux  carrez  des  costez  qui  contiennent 
l'angle  droit. 
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SopHus  LIE,  Profcssoi-  dor  Gcomclrie  an  (1er  UnivcrsiliU  Leipzig.  —  Théorie 
DER  Transformatioxsgruppen,  (IrltLcr  uncl  lolzlcr  Absehnitt.  Unlcr  Mit- 
wirkung  von  Prof.-D''  Friedrich  E'hgcl.  Leipzig,  Toiibnor,  1898. 

Ce  Volume  esl  le  lome  troisième  et  dernier  du  grand  Ouvrage 
où  M.  Sophus  Lie  a  exposé,  avec  la  collaboration  de  M.  Engel, 
sa  belle  théorie  des  groupes  finis  et  continus  de  transformations. 
L'illustre  savant  dédie  son  livre  à  VÉcole  Normale  supérieure, 
en  mémoire  de  l'immortel  Galois,  qui  a  introduit  dans  la  Science 
l'idée  de  groupe.  M.  Lie  a  voulu  ainsi  exprimer  sa  reconnaissance 
à  MM.  Darboux,  Picard,  J.  Tannery,  et  aux  élèves  de  l'École  qui, 
depuis  plusieurs  années,  sont  allés  à  Leipzig,  sur  les  conseils  de 
ces  savants  maîtres,  écouter  ses  leçons.  Nous  sommes  sûr  d'être 
l'interprète  de  tous,  en  remerciant  ici  M.  Lie  pour  cette  délicate 
intention. 

Le  Volume  que  nous  allons  analyser  contient  la  détermination 
complète  des  groupes  de  transformations  à  une,  deux  et  trois 
variables,  l'étude  de  plusieurs  classes  générales  de  groupes  à  n 
variables,  et  des  compléments  très  importants  à  diverses  théories 
du  tome  premier  de  l'Ouvrage.  Bien  que  les  applications  de 
la  théorie  des  groupes  soient  réservées  à  deux  ouvrages  que 
M.  Sophus  Lie  se  propose  de  publier  sur  les  équations  différen- 
tielles et  sur  la  Géométrie,  l'auteur  a  consacré  une  partie  de  son 
livre  à  exposer  ses  profondes  recherches  sur  les  fondements  de  la 
Géométrie,  qui  sont  liées,  de  la  manière  la  plus  intime,  à  l'étude 
d'une  certaine  classe  de  groupes. 

M.  Lie  a  divisé  son  exposition  en  six  Sections;  chacune  est 
précédée,  ainsi  que  chaque  chapitre,  d'indications  qui  en  facilitent 
la  lecture.  On  trouvera,  dans  la  belle  préface  de  l'auteur,  avec 
une  analyse  du  livre,  les  aperçus  les  plus  instructifs  sur  l'origine, 
l'importance  et  l'avenir  de  la  théorie  des  groupes. 

En  terminant  ces  quelques  mots  d'introduction,  nous  ne  devons 
pas  oublier  que  c'est  à  la  collaboration  infatigable  et  désintéressée 
de   M.  Engel  que   le  monde  savant  doit  de  posséder  une  expo- 
sition systématique  de  la  théorie  des  groupes  de  transformations, 
IJull.  des  Sciences  inalheni.,  2"  sciic,  l.  WIII.  (Juin  iScj'}.)  g 
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tout  entière  créée  par  le  j^énle  du  grand  f^éomèlre  norvégien;  c'est 

là  un  grand  service  rendu  par  M.  Engel  à  la  Science  ('). 


I.  La  première  Section  du  volume  contient  la  détermination  de 
tous  les  types  de  groupes  de  transformations  de  la  droite  et  du 
plan,  c'est-à-dire  aune  et  deux  variables.  On  sait  que,  d'une  ma- 
nière générale,  deux  groupes  à  n  variables  appartiennent  à  un 
même  type  lorsqu'ils  sont  semblables  par  ime  transformation 
ponctuelle  de  l'espace  à  /?  dimensions.  Toutefois,  si  l'on  ne  con- 
sidère que  des  groupes  projeclifs,  deux  groupes  ne  sont  du  même 
type  que  s'ils  sont  semblables  par  une  transformation  projective  ; 
et  plus  généralement,  s'il  ne  s'agit  que  des  sous-groupes  d'un 
groupe  donné,  deux  d'entre  eux  n'appartiennent  à  un  même  type 
que  s'ils  sont  semblables  par  une  transformation  du  groupe  con- 
sidéré. 

Chapitre  1.  —  On  connaît  le  résultat  si  simple  de  M.  Lie  sur 
les  groupes  de  la  droite  :  il  n'y  a  que  trois  types  de  groupes  à 
une  variable,  ayant  pour  représentants  :  le  groupe  des  trans- 
lations 

x'  =^  X  -\-  a, 

le  groupe  linéaire  général 

X'  =^  ayX  -^  «2, 

et  le  groupe  projectif  général 

,_«!-!-  a^x 
I  -h  a^x 

L'auteur  donne  deux  démonstrations  de  ce  théorème,  et  indique 
comment  il  est  vme  conséquence  immédiate  de  certains  dévelop- 
pements du  tome  L 

Chapitre  2.  —  Les  groupes  du  plan  ne  se  prêtent  pas  à  une 

(')  Voir,  en  particulier  pour  la  terminologie,  les  comptes  rendus  des  deux 
premiers  tomes  de  l'Ouvrage  de  MM.  Lie  et  Engei  :  Bulletin  des  Sciences  mathé- 
matiques [t.  XIII  et  t.  XV  (2"'  série)]. 
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classification  aussi  simple.  Leur  recherche  repose  sur  l'élude, 
intéressante  du  reste  p'our  elle-même,  des  sous-groupes  du  groupe 
linéaire  homogène  à  deux  variables;  qui  se  déduit  elle-même  de 
la  connaissance  des  sous-groupes  du  groupe  projectif  général  de 
la  droite.  De  tels  problèmes  se  résolvent,  comme  M.  Lie  l'a 
montré  dans  le  tome  I,  par  la  considération  du  groupe  adjoint 
du  proposé.  On  obtient  ainsi  les  résultats  sous  une  forme  géomé- 
trique bien  saisissante.  Si  nous  nous  bornons,  par  exemple,  au 
cas  du  groupe  projectif  de  la  droite,  chacune  de  ses  transfor- 
mations infinitésimales  est  représentée  par  un  point  dans  un  plan  : 
à  une  même  catégorie  appartiennent  les  sous-groupes  à  un  para- 
mètre qui  ont  pour  images  les  points  d'une  certaine  conique  G; 
à  un  autre  tjpe  ceux  que  représentent  les  autres  points  du  plan; 
enfin  les  sous-groupes  à  deux  paramètres  sont  tous  du  même  tjpe, 
chacun  étant  représenté  par  une  des  tangentes  à  la  conique  G. 

Chapitre  3.  —  M.  Lie  divise  les  groupes  du  plan  en  primitifs 
et  impriinitifs.  On  reconnaît  si  un  groupe  est  primitif  par  l'étude 
du  groupe  linéaire  homogène  qui  indique  comment  il  échan^^e  les 
éléments  linéaires  en  un  point,  et  qui  se  déduit  immédiatement 
du  développement  en  série  des  transformations  infinitésimales  du 
groupe  donné.  Un  théorèrne  général  du  tome  I  montre  qu'// /iV 
a  que'  trois  types  de  groupes  primitifs  du  plan,  le  groupe 
linéaire  spécial,  le  groupe  linéaire  général,  et  le  groupe  pro- 
jectif général. 

Quant  aux  groupes  imprimitifs,  ils  laissent  par  définition  une 
famille  de  ce'  courbes  invariante,  et  M.  Lie  les  détermine  en  les 
subdivisant  en  quatre  catégories,  suivant  la  loi  de  l'échanoe  de 
ces  courbes  par  les  transformations  du  groupe.  La  combinaison 
des  transformations  infinitésimales,  par  le  crochet  de  Jacobi,  joue 
un  rôle  essentiel  dans  cette  recherche.  Un  tableau  des  résultats 
obtenus  termine  le  Ghapitre. 

Chapitre  4.  —  La  méthode  précédente  peut  fournir  plusieurs 
représentants  pour  un  même  type  de  groupes  imprimiiifs;  il  j  a 
donc  lieu  d'établir  une  véritable  classification  de  ces  groupes.  G'est 
ce  que  fait  l'auteur  en  se  fondant  sur  le  nombre  de  familles  de  x' 
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courbes   que   le  groupe  laisse    invarianles;    iiti   nouveau   laljlcau 
résume  celle  classificalion. 

Joints  à  cerlains  résullats  olHonus  dans  le  lonie  II,  les  dévc- 
loppemenls  aclucls  fournissent  aussi  ions  les  groupes  de  Irans- 
formalions  de  contacl  du  plan;  mais  le  nombre  des  Ivpes  se 
réduil  encore,  el  il  esl  bien  remarquable  que,  comme  l}'pes  de 
groupes  de  IransCormalions  de  conlacl,  réduclibles  à  des  Irans- 
formalions  poncluellcs,  on  peul  ne  garder  que  des  groupes  jjro- 
jeclifs. 

Chapitre  o.  —  Les  groupes  projeclifs  du  plan  ollrent  un  in- 
térêl  spécial.  M.  Lie  en  détermine  les  divers  tjpes,  en  Icnanl 
compte  de  \a.duali(é,  qui  fait  correspondre  ces  types  deux  à  deux. 
Les  groupes  à  un  paramètre  se  classent  immédiatement  d'après 
les  points  et  droites  qu'ils  laissent  invariants.  Plus  généra- 
lement, M.  Lie  montre  que  tout  groupe  projectif  du  plan,  à 
l'exception  du  groupe  à  trois  paranicires  d' une  conique,  laisse 
invariant  au  moins  un  point  ou  une  droite;  d'où  résulte  en 
particulier  que  le  groupe  projectif  général  ne  contient  pas  de 
sous-groupe  à  plus  de  six  paramètres.  Il  ne  reste  plus  dès  lors 
qu'à  étudier  les  sous-groupes  du  groupe  projectif  d'une  droite. 
Un  tableau  résume  les  résullats. 

Signalons  encore  ce  beau  théorème,  obtenu  autrefois  par 
MM.  Lie  et  Klein,  qu'e/i  dehors  des  droites  et  des  coniques,  il 
n'y  a  pas  de  courbes  admettant  un  groupe  projectif  continu, 
autres  que  les  courbes  des  deux  types 

qui  admettent  l'une  et  l'autre  un  groupe  à  un  paramètre. 

Chapitre  6.  —  Le  Chapitre  suivant  est  consacré  à  l'étude  com- 
plète des  divers  tjpes  de  groupes  linéaires  homogènes  à  trois 
variables,  étude  essentielle  pour  la  détermination  des  groupes  de 
transformations  de  l'espace. 

IL  Dans  la  deuxième  Section,  M.  Lie  s'occupe  des  groupes  de 
l'espace  à  trois  dimensions,  c'est-à-dire  des  groupes  de  transfor- 
mations à  trois  variables. 
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Chapitre  7.  —  Gomme  dans  le  plan,  il  laiiL  dislingiicr  enlre 
les  gron|)cs  primitifs  et  les  groupes  imprimilifs.  Ici  encore,  la 
reclierclic  tics  premiers  est  ("ondée  sur  rétude  de  la  loi  suivant 
Jatjuellc  ils  ('changent,  en  un  point,  les  éléments  linéaires  (de 
l'espace),  cl  <[ui  est  donnée  par  un  groupe  linéaire  homogène  à 
trois  variables  G.  Si  G  est  le  groupe  linéaire  homogène  général, 
ou  le  groupe  linéaire  homogène  spécial,  on  retombe  sur  le  cas 
général  étudié  dans  le  tome  I,  et  on  a  l'un  des  trois  types  suivants  : 
groupe  projectif  général,  groupe  linéaire  général,  groupe 
linéaire  spécial.  Si  G  laisse  invariant  un  faisceau  plan  de  00' 
directions,  le  groupe  donné  laisse  invariante  une  équation  de 
PfafT  et  peut  se  ramener,  par  suite,  à  un  groupe  de  transforma- 
tions de  contact  du  plan;  on  en  déduit  qu'il  n'y  a  pour  ce  cas 
qu'un  seul  type,  ayant  pour  représentant  le  groupe  projectif  à 
\o paramètres  d^un  complexe  linéaire.  Enfin,  si  G  laisse  inva- 
riant un  cône  du  second  degré,  M.  Lie  montre,  par  une  méthode 
extrêmement  remarquable,  que  la  solution  du  problème  dépend 
encore  des  groupes  de  transformations  de  contact  du  plan,  et  est 
conduit  à  quatre  types  nouveaux  :  groupe  projectif  cVune  sur- 
face du  second  degré  (6  paramètres),  groupe  des  mouvements 
euclidiens  (6  paramètres),  groupe  de  la  similitude  (^  para- 
mètres), groupe  des  transformations  conformes [\o  paramètres). 

Chapitre^.  —  Les  types  de  groupes  imprimitifs  sont  en  bien 
plus  grand  nombre.  M.  Lie  les  range  en  trois  grandes  catégories  : 

1"  Les  groupes  qui  laissent  invariante  une  famille  de  00'  surfaces, 
mais  aucune  famille  de  oc-  courbes  par  lesquelles  ces  surfaces 
soient  engendrées  ; 

2"  Les  groupes  qui  laissent  invariante  une  famille  deoo-  courbes, 
mais  aucune  famille  de  ce'  surfaces  engendrées  par  ces  courbes; 

3"  Enfin  tous  les  autres.  L'auteur  détermine  complètement  les 
types  des  groupes  des  deux  premières  catégories,  et,  pour  éviter 
des  longueurs,  se  borne  à  donner  la  méthode  qui  permettra,  dans 
chaque  cas  particulier,  de  trouver  ceux  des  groupes  de  la  troi- 
sième catégorie  dont  on  pourra  avoir  besoin. 

III.    Une  Section  tout  entière  est  consacrée  aux  groupes   [)ro- 
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jcclils   (le  l'espace,    auxquels  s'alLtche  eu  edel  un  itilérèL  paili- 
culier. 

ChiipilieKS.  —  Un  premier  Clia|)itie  conlienl  la  délermlnalion 
des  groupes  projeclifs  qui  laissent  in  variante  une  courbe  ou  une 
surface  isolée;  et,  en  même  temps,  celle  des  courbes  et  surfaces 
admettant  plus  de  deux  transformations  infini tésimales  projec- 
tives.  En  ce  qui  concerne  les  courbes,  la  seule  courbe  gauche 
admettant  plus  de  deux  transformations  infinitésimales  projec- 
tives  indépendantes  est  la  cubique  gauche,  qui  en  admet  trois;  de 
sorte  que,  si  un  groupe  projeclif  est  défini  par  ce  fait  qu'il  laisse 
invariante  une  courbe  isolée,  c'est  le  groupe  d'une  droite  (i  i  para- 
mètres), ou  d'une  conique  (7  paramètres),  ou  d'une  cubique 
gauche  (3  paramètres).  Passant  aux  surfaces,  M.  Lie  arrive  de 
même  aux  résultats  suivants  :  tout  groupe  j)rojectif,  qui  est  défini 
comme  laissant  invariante  une  surface  dévelop|)able  isolée,  ne 
peut  être  que  le  groupe  d'un  plan  (12  paramètres),  d'un  cône  du 
second  degré  (7  paramètres),  ou  de  la  développable  d'une  cubique 
gauche  (3  paramètres).  Enfin,  parmi  les  surfaces  non  dévelop- 
pables,  les  surfaces  du  second  degré  sont  les  seules  admettant  plus 
de  trois  transformations  infinitésimales  projectives,  et  la  surface 
réglée  de  Cayley,  qui  en  admet  trois,  est,  avec  elles,  la  seule 
admettant  un  groupe  projectif  à  plus  de  deux  paramètres.  Les 
surfaces  tétraédrales  admettent,  en  général,  deux  transformations 
infinitésimales  projectives. 

Chapitre  10. —  L'étude  du  groupe  projectif  d'une  surface  du 
second  degré  fait  l'objet  d'un  Chapitre.  Ce  groupe  est  à  six  para- 
mètres et  se  compose  de  la  réunion  de  deux  sous-groupes  inva- 
riants à  trois  paramètres,  dont  chacun  laisse  invariantes  toutes 
les  droites  de  la  surface  appartenant  à  un  même  système.  Plus 
généralement,  tout  sous-groupe  laisse  invariante  au  moins  une 
droite  de  la  surface,  à  moins  qu'il  ne  soit  le  sous-groupe  à  trois 
paramètres  laissant  invariant  un  point  non  situé  sur  la  surface. 
M.  Lie  détermine  du  reste  tous  les  types  de  sous-groupes  du  groupe 
considéré. 

Cha])itre  M.  —  Dans  le  Chapitre  suivanl,  l'auteur  étudie  d'une 
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manière  analogue  le  groupe  projeelif  d'une  conique,  ou,  ce  qui 
revient  au  inc'mc  quand  on  prend,  pour  cette  conique,  le  cercle 
imaginaire  de  l'infini,  le  groiqjc  de  la  similitude  (et  des  mouve- 
menls  euclidiens).  Après  en  avoir  déterminé  les  sous-groupes, 
M.  Lie  cherche  quelles  sont  les  courbes  ou  les  surfaces  qui 
prennent,  par  les  transformations  de  ce  groupe,  00''  positions  dif- 
férentes; les  droites,  les  sphères,  et  une  certaine  famille  de  cônes 
du  second  degré  imaginaires  répondent  seules  à  la  question.  De 
là  résulte  l'intérêt  tout  spécial  qu'offrent  la  Géométrie  plûckérienne 
de  la  droite  et  la  Géométrie  sphérique  créée  par  M.  Soplius  Lie. 

Chapitre  l!2.  —  M.  Lie  s'occupe  ensuite  plus  généralement  des 
groupes  projectifs  primitifs,  qu'il  détermine  par  deux  méthodes. 
Les  tjpes  trouvés  sont  les  mêmes  que  pour  les  groupes  primitifs 
projectifs  ou  non)  de  l'espace,  à  l'exclusion  du  groupe  conforme, 
qui  n'est  semblable  à  aucun  groupe  projectif. 

Chapitre  13.  —  Les  groupes  projectifs  imprimilifs  donnent 
lieu  à  ce  théorème  remarquable  que  chacun  d'eux  laisse  invariante 
une  figure  ponctuelle  :  surface,  courbe  ou  point.  Ce  résultat  est 
vrai  du  reste  pour  tout  groupe  projectif  de  l'espace,  à  l'exception 
du  groupe  projectif  général,  et  du  groupe  d'un  complexe  linéaire. 
Il  se  précise  encore  par  le  suivant  :  tout  groupe  projectif  impri- 
mitif, à  V exception  du  groupe  cV une  cubicjue  gauche,  laisse 
invariant  un  point,  une  droite  ou  un  plan.  Cette  proposition 
fournit  la  marche  à  suivre  pour  la  détermination  de  ces  groupes. 
M.  Lie  détermine  effectivement  tous  les  groupes  qui  laissent  un 
plan  invariant,  et  montre  comment  on  pourra  de  même  trouver 
tous  ceux  qui  laissent  invariante  une  droite.  Enfin  l'auteur  con- 
sacre un  dernier  paragraphe  à  déterminer  les  sous-groupes  du 
groupe  d'un  complexe  linéaire. 

IV.  Dans  la  quatrième  Section,  M.  Lie  étudie  plusieurs  classes 
générales  de  groupes  de  transformations  à  n  variables. 

Chapitre  14-.  —  L'auteur  détermine  d'abord  tous  les  groupes, 
qui  ont  même  structure  que  le  groupe  projectif  général,  ou  le 
groupe  linéaire  général,  ou  le  groupe  linéaire  spécial  de  l'espace 
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à  n  dimensions,  loul  en  dépcndanl  du  moindre  nond)re  possible 
de  variables.  Signalons,  entre  autres,  ce  résultat  important,  qu'// 
n^ existe  pas  de  groupe,  à  moins  de  n  variables,  ayant  même 
structure  que  le  groupe  projectif  général  de  l'espace  à  n 
dimensions,  et  que,  dans  cet  espace  même,  il  n'j  en  a  pas 
d'autres  que  ceux  qui  lui  sont  semblables. 

Chapitre  lo.  —  Dans  le  Chapitre  12,  M.  Lie  avait  obtenu  ce 
résullat  que  tout  groupe  projectif  primitif  à  trois  variables  ne 
peut  être  transformé  en  un  autre  groupe  projeelif  que  par  une 
transformation  projeclive.  M.  Lie  montre  ici  que  le  même  fait  a 
lieu  dans  l'espace  à  n  dimensions,  au  moins  pour  les  grandes 
classes  de  groupes  projectifs  qui  sont  la  généralisation  des  groupes 
projectifs  priniilifs  à  trois  variables,  à  savoir  :  le  groupe  projectif 
général,  les  deux  groupes  linéaires  général  et  spécial,  le  groupe 
des  mouvements  euclidiens  et  celui  de  la  similitude,  le  groupe 
d'une  surface  du  second  degré,  enfin,  si  n  est  impair,  le  groupe 
d'un  complexe  linéaire. 

Chapitre  16.  —  L'auteur  revient  ensuite,  pour  en  compléter 
la  démonstration,  sur  deux  théorèmes  donnés  par  lui  dans  le 
tome  1,  et  que  nous  résumerons  ainsi  :  il  n'y  a  pas  de  groupe  à  n 
variables  qui  soit  plus  de  n  -\-  i  fois  transitif  ;  et  les  seuls 
groupes  n  -f-  2  fois  transitifs  de  V espace  à  n  dimensions  sont 
ceux  qui  sont  semblables  au  groupe  projectif  général  de  cet 
espace.  M.  Lie  démontre  ensuite  ce  résultat  bien  remarquable 
qu'il  existe  une  limite  supérieure  du  nombre  des  paramètres  pour 
les  groupes  primitifs  à  n  variables. 

Chapitres  17  et  18.  —  Les  deux  Chapitres  suivants  sont  con- 
sacrés aux  groupes  à  n  variables  qui  laissent  invariante  une  équa- 
tion de  la  forme 

(i)  N^  /a-,v(^i  ■■•Xn)  dx^dx.,  —  o. 

M.  Lie  montre  d'abord  que  ces  groupes  se  réduisent  à  quatre 
types  seulement,  si  l'on  se  borne  à  considérer  cetjx  qui  échangent 
en  un  poinl  quelconque  les  éléments  linéaires  de   la  manière  la 
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plus  générale  pos.sil)lc.  Ce  sont  :  \v  groupe  des  inouvemenls  eucli- 
diens ;  le  groupe  de  la  similitude;  le  groupe  d'une  surface  du 
second  degré;  enfin  le  groupe  conforme.  Ce  dernier  seul  n'est 
pas  projectif,  et  n'est  semblable  à  aucun  groupe  projeetif. 

Un  intérêt  particulier  s'attache  à  ceux  de  ces  groupes  qui  laissent 
invariant  le  premier  membre  de  l'équation  (i);  il  ne  reste  plus 
alors  que  deux  tjpes  :  le  groupe  des  mouvements  euclidiens  et  le 
groupe  projectif  d'une  surface  (à  n  —  1  dimensions)  du  second 
degi'é.  Ainsi  que  le  montre  l'auteur,  ces  résultats  ne  diffèrent  que 
par  la  forme  de  ceux  que  Riemann  a  donnés  dans  sa  célèbre 
théorie  des  espaces  à  courbure  constante. 

Les  groupes  ainsi  trouvés  offrent  du  reste,  au  point  de  vue  de 
la  théorie  des  groupes  mêmes,  un  grand  intérêt.  On  le  recon- 
naîtra par  exemple  parce  beau  théorème  que  le  groupe  conforme 
de  V espace  à  n  dimensions  {n'>  2)  est  simple,  et  qa il  en  est 
de  même  du  groupe  projectif  d' une  sur  face  du  second  degré, 
dès  que  n  surpasse  3. 

Chapitre  19.  —  Dans  un  dernier  Chapitre,  M.  Lie  reprend  la 
théorie  générale  des  groupes  de  transformations,  en  se  plaçant 
au  point  de  vue  réel.  Sans  entrer  dans  le  détail,  disons  que  les 
résultats  essentiels  de  la  théorie  subsistent;  il  y  a  lieu  toutefois 
de  modifier  légèrement  le  sens  de  certaines  expressions,  par 
exemple  :  groupes  simples,  transitifs,  primitifs.  Un  théorème 
bien  remarquable  domine  la  théorie  des  groupes  réels  non  ana- 
lytiques :  c'est  qu'un  tel  groupe,  s'il  est  transitif,  peut  (en  sup- 
posant l'existence  de  certaines  dérivées)  se  mettre,  par  un  chan- 
gement de  variables,  sous  une  forme  telle  que  dans  ses  équations 
ne  figurent  plus  que  des  fonctions  analytiques  des  variables  et 
des  paramètres. 

L'auteur  termine  en  montrant  comment  se  modifient  les  ré- 
sultats obtenus  dans  les  Chapitres  précédents,  sur  la  détermi- 
notion  des  groupes,  lorsqu'on  ne  veut  considérer  que  des  groupes 
réels. 

V.  La  Section  suivante  est  consacrée  à  une  magnifique  étude 
sur  les  fondements  de  la  Géométrie,  où  l'illustre  savant  norvégien 
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développe,   en  les  complélant,    les  recherches  publiées   par  lui 
sur  ce  sujet  eu  iS86  et  1890  ('). 

M.  Lie  prend  la  question  au  point  de  vue  analytique  où  Ric- 
mann  s'est  placé  le  premier  :  l'espace  à  n  dimensions  est  une 
?nulliplicilé  numérique,  c'est-à-dire  (ju'un  point  de  cet  espace  est 
le  système  des  valeurs  données  à  n  variables  (ses  coordonnées), 
et  que  toute  géométrie  de  cet  espace  est  l'étude,  faite  à  un  certain 
point  de  vue,  des  propriétés  des  figures  formées  de  points  de  cet 
espace,  c'esl-à-dire  des  systèmes  de  ces  points  définis  par  des 
systèmes  d'équations  entre  leurs  coordonnées.  Définir  une  géo- 
métrie, c'est  dire  quelles  sont  ces  propriétés  des  figures,  que  l'on 
se  propose  d'étudier.  Le  problème  n'a,  du  reste,  d'intérêt,  que 
si  la  géométrie  ainsi  définie  est  analogue  à  la  géométrie  d'Euclide 
pour  l'espace  à  trois  dimensions. 

Riemann,  partant  de  l'idée  de  la  mesure  des  longueurs,  fonde 
sa  géométrie  sur  la  notion  d'élément  d'arc.  Il  est  conduit  à  s'im- 
poser la  condition  que  le  carré  de  l'élément  d'arc  en  un  point 
soit  une  forme  quadratifjue  définie  positive  des  difTérentielles  des 
coordonnées  de  ce  point.  Puis,  introduisant  cette  hypothèse  que 
les  figures  doivent  pouvoir  se  mouvoir  libremenl  dans  l'espace, 
sans  altération  des  longueurs  des  diverses  lignes  qu'elles  con- 
tiennent, ce  qu'il  traduit,  d'une  manière  toute  géniale,  en  disant 
que  l'espace  doit  être  à  courbure  constante,  Riemann  détermine 
les  coefficients  de  cette  forme  quadratique,  et  arrive  à  cette  con- 
clusion que,  sous  les  hypothèses  faites,  il  n'y  a  de  possible,  en 
dehors  de  la  géométrie  d'Euclide,  que  deux  autres  géométries, 
dont  l'une  correspond  à  la  géométrie  de  Lobatschewski,  et  l'autre 
à  la  géométrie  sur  la  surface  de  la  sphère  (-). 

M.  Helmholtz  a  repris  la  question  à  un  point  de  vue  plus  élé- 
mentaire, en  partant  de  l'idée  de  corps  solide,  et  de  mouvements. 
Un  corps  solide  est  caractérisé  en  ce  qu'il  existe  une  fonction  des 
coordonnées  de  deux  points,  qui,  pour  chaque  couple  de  points 


(')  Berichte  der  Math.  phys.  Classe  der  Koiiigl.  Sachs.  Gesellschaft  der 
Wissenschaften . 

{-)  L'impcrfeclion  du  Mémoire  de  Riemann  (outre  l'aiisence  de  démonstrations) 
consiste  surtout  en  ce  que  les  hypothèses  n'y  sont  pas  nctleinent  énoncées. 
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du  solide,  reste  invariante  dans  tout  mouvement  de  ce  corps.  A 
celte  hjpolhèse  M.  Helmhollz  a  cherché  à  en  joindre  d'autres 
(axiomes)  de  manière  à  caractériser  entièrement  l'ensemble  des 
trois  géomctries  trouvées  par  Ricmann. 

Au  fond,  la  géométrie  d'Euclide  repose  sur  la  notion  des  mou- 
vements de  l'espace;  elle  est  l'étude  des  propriétés  des  figures 
invariantes  par  tous  ces  mouvements.  Toute  géométrie  de  l'espace 
à  n  dimensions  sera  fondée  de  même  sur  la  considération  d  une 
certaine  famille  de  transformations  (mouvements)  de  cet  espace, 
et,  à  ce  point  de  vue,  la  question  des  fondements  de  la  géométrie 
se  résume  dans  le  problème  que  M.  Lie  désigne  sous  le  nom  de 
problème  de  Riemann-Ilelmholtz,  et  formule  ainsi  : 

Trouver  un  système  de  propriétés  qui  soient  communes  à  la 
famille  des  mouvements  euclidiens  et  aux  deux  familles  de 
mouvements  non  euclidiens,  et  qui  les  distinguent  de  toutes  les 
autres  familles  de  mouvements  possibles  dans  une  multiplicité 
numérique  à  n  dimensions. 

Cliapitrel^.  —  Avant  d'étudier  la  solution  de  M.  Helmholtz, 
M.  Lie  traite  un  problème  préliminaire  :  Déterminer  tous  les 
groupes  de  transformations  de  l'espace  à  trois  dimensions,  pour 
lesquels  deux  points  ont  un  invariant  et  un  seul,  tandis  qu'un 
système  de  plus  de  deux  points  ne  possède  pas  d'invariant  essen- 
tiel. Tous  ces  groupes  sont  transitifs  et  ont  six  paramètres;  parmi 
eux  se  trouve  naturellement  le  groupe  des  mouvements  euclidiens; 
et  aussi  le  groupe  d'une  surface  du  second  degré;  en  tenant 
compte  de  la  réalité,  il  y  a  onze  types  de  groupes  répondant  à  la 
question.  L'auteur  résout  aussi  le  même  problème  pour  le  cas 
du  plan. 

Chapitre  21.  —  Passant  alors  à  la  discussion  du  travail  de 
M.  Helmhollz,  M.  Lie  prouve  d'abord  que  les  axiomes  posés  par 
le  savant  allemand  ont  comme  première  conséquence  ce  fait  que 
les  mouvements  de  l'espace  forment  un  groupe,  et  sont,  par  suite, 
susceptibles  d'un  énoncé  plus  précis  dans  le  langage  de  la  théorie 
des  groupes.  Examinant  ensuite  l'analyse  de  M.  Helmhollz,  l'au- 
teur montre  que  celui-ci  y  introduit  implicitement  cette  hypo- 
thèse inadmissible  que  les  propriétés  que  possède  le  groupe  des 
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mouvcmenLs  rclalivemcnl  à  deux  points,  siibsislcnl  Icllcs  quelles 
quand  les  deux  points  deviennent  infiniment  voisins.  Si  donc 
l'on  veut  interpréter  les  calculs  de  INI.  Ilcliiilioltz,  il  f;iut  rem- 
placer au  moins  certains  de  ses  axiomes  j^ar  d'autres;  on  peut 
ainsi  cfTectivement  arriver  à  caractériser  les  trois  groupes  des 
mouvements  euclidiens  et  non  euclidiens.  M.  Lie  examine  enfin 
les  conséquences  qu'une  analyse  rigoureuse  permet  de  déduire 
des  axiomes  de  M.  Helmholtz,  et  arrive  à  cette  conséquence  que, 
si  ces  axiomes,  convenablement  interprétés,  suffisent  à  la  vérité 
pour  définir  les  trois  groupes  considérés,  l'un  d'eux  (l'axiome  dit 
de  monodromie)  est  inutile,  et  les  autres  mêmes  ne  sont  pas 
indispensables  dans  toutes  leurs  parties.  On  n'a  donc  pas  là  une 
véritable  solution  du  problème  projiosé,  car  on  doit  cliercher  les 
caractères  strictement  nécessaires  et  suffisants  pour  la  définition 
des  trois  géométrics. 

Chapitre  22.  —  Dans  le  Chapitre  suivant,  M.  Lie  donne  une 
première  solution  du  problème  qui  repose  sur  une  notion  nouvelle, 
celle  de  la  libre  mobilité  des  éléments  infinitésimaux  (^freie 
Beweglichkeit  im  Infinitesimalen).  Un  groupe  de  mouvements  de 
l'espace  à  n  dimensions  possède  la  libre  mobilité  des  éléments 
infinitésimaux  en  un  point  réel,  si  ce  groupe  permet  un  mou- 
vement continu  des  points  de  l'espace,  après  qu'on  a  fixé  le  point 
considéré,  un  élément  réel  M,  contenant  ce  point,  un  élément 
réel  M^  contenant  le  précédent,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  un  élé- 
ment réel  M,y  contenant  tous  les  précédents,  à  la  condition  néces- 
saire et  suffisante  que  q  soit  plus  petit  que  n  —  i.  M.  Lie  prouve 
que,  dès  que  n  est  supérieur  ou  égal  à  3,  tout  groupe  de  mou- 
vements réels  possédant  cette  propriété  en  un  point  (non  par- 
ticulier) est  semblable,  par  une  transformation  réelle,  soit  au 
groupe  des  mouvements  euclidiens,  soit  à  l'un  des  deux  groupes 
de  mouvements  non  euclidiens,  c'est-à-dire,  dans  les  deux  derniers 
cas,  au  groupe  projectif  continu  de  l'une  des  deux  multiplicités 


Dans  le  plan,  la  même  hypothèse  fournit  une  infinité  d'autres 
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groupes  dépendant  d'une  constanle  arbitraire,  et  contenant,  pour 
une  valeur  particulière  de  cette  constante,  le  groupe  des  mou- 
vements euclidiens. 

M,  Lie  revient  ensuite  au  célèbre  Mémoire  de  Riemann,  pour 
montrer  que  les  conditions  que  Riemann  s'impose  en  introduisant 
son  élément  d'are,  et  en  exprimant  la  j)ossibilité  des  mouvements 
des  ligures  de  l'espace  par  le  fait  que  celui-ci  doit  èlre  à  courbure 
constante,  sont  au  fond  équivalentes  à  la  double  hypothèse  précé- 
dente de  l'existence  d'un  groupe  des  mouvements,  et  de  la  libre 
mobilité  des  éléments  infinitésimaux. 

Chapitre  23.  —  La  solution  précédente  du  problème  de 
Riemann-Helmhollz  a,  comme  celle  de  Riemann  lui-même,  l'incon- 
vénient d'introduire  des  hvpothèses  où  interviennent  les  éléments 
infinitésimaux  de  l'espace.  C'est  pourquoi  M.  Lie  donne  une  nou- 
velle solution  où  ne  figurent  que  des  hypothèses  d'une  nature 
plus  élémentaire.  Le  problème  est  alors  plus  difficile,  et  M.  Lie 
se  borne  d'abord  au  cas  de  l'espace  à  trois  dimensions.  L'auteur 
montre  que  les  quatre  axiomes  suivants  caractérisent  pleinement 
les  trois  géométries  d'Eucllde,  de  Lobalschewski  et  de  Riemann  : 

1°  L espace  à  trois  dimensions  est  une  multiplicité  numé- 
rique. 

2°  Les  mouvements  de  cet  espace  forment  un  groupe  réel, 
continu,  engendré  par  des  transformations  infinitésimales. 

3°  Si  l'on  fixe  un  point  {quelconque)  réel  C,  toutes  les  posi- 
tions  que  peut  prendre  encore  un  autre  point  M  satisfont  à  une 
équation,  qui  représente  une  surface  {pseudosphère)  ne  passant 
pas  par  le  point  C. 

4"  On  peut,  autour  du  point  C,  déterminer  un  domaine  à 
trois  dimensions  tel  que  tout  point  M  en  faisant  partie  puisse 
arriver  par  un  mouvement  continu  en  tout  autre  point  de  la 
pseudosphère  considérée  appartenant  au  domaine  et  relié  au 
premier  par  une  suite  continue  de  points  réels  de  cette  sur- 
face. 

M.  Lie  traite  encore,  quoique  d'une  manière  moins  appro- 
fondie, le  cas  de  l'espace  à  quatre  dimensions,  cl  donne  enfin  des 
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indications  sur  la  possibilité  d'étendre  au  cas  général  les  considé- 
rations précédentes. 

Chapilre'^lï.  —  Dans  un  dernier  Chapitre,  M.  Soplius  Lie  fait 
une  revue  critique  des  travaux  publiés  sur  les  fondements  de  la 
Géométrie  par  différents  auteurs,  principalement  MM.  de  ïillj, 
Killing,  Klein,  Lindemann,  et  termine  par  un  aperçu  sur  l'uti- 
lité que  peuvent  avoir  de  telles  recherches  au  point  de  vue  du 
perfectionnement  des  principes  de  la  Géométrie  pure,  c'est-à-dire 
de  l'élaboration  d'un  système  d'axiomes  nécessaires  et  suffisants 
pour  le  développement  rigoureux  de  la  Géométrie  indépendam- 
ment du  secours  de  l'Analyse. 

VI.  La  dernière  Section  du  Volume  est  destinée  à  éclaircir  et 
compléter  plusieurs  théories  exposées  dans  le  tome  I  de  l'Ou- 
vrage. 

Chapitre  2o.  —  M.  Lie  revient  d'abord  sur  les  principes  de  la 
théorie  générale  des  grouj)es  continus  Unis;  ils  se  résument  dans 
ce  que  M.  Lie  nomme  les  trois  propositions  fondamentales  de 
sa  théorie.  La  première  consiste  en  ce  que  les  seconds  membres 
des  équations  d'un  groupe  à  /■  paramètres 

(2)  x'i=Jiixi...Xn\ai...ar)         (  «■  =  I,  2,  ...,  rt) 

satisfontà  un  certain  système  d'équations  aux  dérivées  partielles, 
et  que,  réciproquement,  toute  famille  de  transformations,  con- 
tenant la  transformation  identique,  et  représentée  par  des  équa- 
tions telles  que  (2),  où  les  seconds  membres  satisfont  à  de  telles 
équations  différentielles,  constitue  un  groupe. 

La  seconde  proposition  fondamentale  dit  que  tout  groupe  à  r 
paramètres,  dont  les  transformations  sont  deux  à  deux  inverses, 
est  engendré  par  /•  transformations  infinitésimales  indépendantes 
X,y,  ,  .  .,  X;-/",  liées  deux  à  deux  par  des  relations 

r 

(3)  (X/Xa)  -^  c,/,,X,         (  j,  A-  =  I,  2,  . . .,  r); 

et  que,  réciproquement,  /•  transformations  infinitésimales  indé- 
pendantes, liées  par  de  telles  relations,  engendrent  un  groupe  à 
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/•  parainrlrcs  dont  les  Iransformalions  sont,  deux  à  deux,  inverses. 

C'est  là  le  résultat  le  plus  souvent  utile  dans  les  applications; 
on  peut  du'C  que  c'est  la  proposition  capitale  [Ilauplsalz)  de 
toute  la  théorie. 

Enfin,  en  vertu  de  la  troisième  proposition  fondamentale, 
les  r'^  constantes  a^s  des  relations  (3)  vérifient  certaines  égalités, 
et,  réciproquement,  à  tout  sjstème  de  r^  constantes  dhs  satis- 
faisant à  ces  égalités  correspondent  (et  d'une  infinité  de  ma- 
nières) /•  transformations  infinitésimales  indépendantes  liées  par 
les  identités  (3). 

Reprenant  d'abord  les  deux  premières  de  ces  propositions, 
l'auteur  re\ient  sur  les  démonstfations  du  premier  Volume  pour 
leur  donner  une  forme  plus  intuitive;  et  rien  n'est  plus  intéressant 
que  d'être  ainsi  initié  aux  considérations  si  profondes  et  si  simples 
qui  ont  guidé  l'illustre  savant  dans  la  découverte  de  ces  beaux 
théorèmes.  M.  Lie  donne  en  même  temps  une  seconde  démon- 
stration de  la  seconde  proposition  fondamentale,  et  montre 
ensuite  comment  la  démonstration  de  la  troisième,  donnée  dans 
le  tome  II  comme  application  de  la  théorie  des  groupes  de  fonc- 
tions et  des  transformations  de  contact,  peut  être  présentée  bien 
simplement,  sans  supposer  aucune  connaissance  de  ces  deux 
théories. 

Chapitre^Q.  —  Parmi  les  diverses  formes  que  peuvent  prendre, 
par  le  changement  des  paramètres,  les  équations  d'un  groupe,  il 
en  est  une  que  M.  Lie  appelle  /o/7»(?  canonique,  caractérisée  par 
cette  propriété  que  les  sous-groupes  sont  alors  définis  par  des 
relations  linéaires  et  homogènes  entre  les  paramètres.  C'est  un 
fait  bien  remarquable  que,  dès  que  l'on  connaît  une  forme  quel- 
conque des  équations  du  groupe,  on  puisse  les  mettre  sous  leur 
forme  canonique,  par  des  opérations  qui,  outre  des  éliminations, 
n'exigent  dans  le  cas  le  plus  défavorable  que  certaines  quadratures. 
C'est  par  la  considération  du  groupe  adjoint  du  groupe  proposé 
que  M.  Lie  arrive  à  ce  beau  résultat,  dont  les  conséquences  sont 
nombreuses  et  importantes.  Ainsi,  dès  qu'on  connaît  les  équations 
finies  d'un  groupe,  on  peut  considérer  comme  connues  celles  de 
tous  ses  sous-groupes,  et  par  suite  leurs  invariants.  Bien  plus,  dans 
le  cas  d'un  groupe  simplement  transitifs  il  suffit  de  connaître,  en 
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iiicmc  temps  que  ses  transformations  inliiiilésimales,  celles  du 
"roiipe  rcciproque,  pour  pouvoir  obtenir,  par  les  opérations  ci- 
dessus  indiquées,  les  équations  finies  de  ees  deux  grou|)es. 

Chapitre  27.  —  Dans  le  Chapitre  suivant,  iM.  Lie  complète, 
de  la  manière  la  plus  remarquable,  la  troisième  proposition  fon- 
damentale, en  montrant,  par  une  méthode  extrêmement  ingé- 
nieuse, qu'étant  donné  un  système  de  constantes  ciks  vérifiant  les 
relations  connues,  on  peut  toujours  déterminer,  sans  intégra- 
tion, les  transformations  infinitésimales  de  deux  groupes  sim- 
plement transitifs,  réciproques  l'un  de  l'autre,  ayant  la  structure 
[Zusammensetzung)  définie  par  ces  constantes.  On  aura  alors, 
en  vertu  des  développements  du  précédent  Chapitre,  les  équa- 
tions finies  de  ces  deux  groupes,  et,  par  suite,  en  appliquant  la 
méthode  donnée  dans  le  tome  I,  on  sera  en  état  de  trouver  les 
équations  finies  d'un  représentant  de  chaque  type  de  groupes 
transitifs  de  la  structure  donnée. 

Chapitre  28.  —  Des  recherches  générales  sur  la  structure  des 
groupes  font  l'objet  du  Chapitre  28.  Le  groupe  adjoint  d'un 
groupe,  dont  M.  Lie  rappelle  l'origine,  et  signale  les  rapports 
avec  la  forme  canonique  des  équations  du  groupe  proposé,  y  joue 
un  rôle  essentiel.  Il  fournit,  par  exemple,  les  diverses  propriétés 
d'une  importante  catégorie  de  groupes,  étudiés  dans  le  tome  I, 
et  auquel  M.  Lie  donne  le  nom  de  groupes  intégrables,  en  raison 
de  la  manière  dont  ils  interviennent  dans  les  théories  de  l'auteur 
sur  l'intégration  des  équations  différentielles. 

Passant  ensuite  aux  groupes  simples,  M.  Lie  en  indique  ^««^re 
grandes  classes,  ayant  pour  types  :  le  groupe  projectif  général 
de  l'espace  à  n  dimensions;  le  groupe  projectif  d'un  complexe 
linéaire  (dans  l'espace  à  a/i  —  i  dimensions);  le  groupe  projectif 
dUine  surface  du  second  degré^  fournissant  deux  types  diflerents 
suivant  que  le  nombre  des  variables  est  pair  ou  impair  (le  cas  de 
l'espace  à  trois  dimensions  excepté).  On  sait  qu'il  résulte  de 
recherches  de  M.  Kiliing  qu'il  n'existe,  en  dehors  de  ees  quatre 
grandes  classes,  que  cinq  structures  de  groupes  simples. 

Le  Chapitre  contient  encore  de  nombreux  résultats  relatifs  aux 
sous- groupes    de    diverses   natures,  et   spécialement    aux   sous- 
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<;roup(>s  iiivarianls  ;  une  élude  eomplèle  des  slriiclurcs  des  i;roii|)('s 
à  deux,  trois,  (jualre,  ciiK|  el  six  piUiunèlres.  Il  se  termine  enfin 
par  un  aperçu  (les  ia|)p(»rls  cpii  lient  la  tln^orie  des  f^roupes  à  la 
théorie  générale  des  nonihi-es  eoiniilexes  à  n  unités  fondamentales. 

Chapitre  29.  —  L'Ou\rage  se  termine  par  un  Chapitre  où  sont 
résumés  les  travaux  publiés  sur  la  théorie  des  groupes  (indépen- 
damment des  applications),  depuis  1884,  par  différents  auteurs. 
Nous  sommes  obligé  ici,  à  notre  grand  regret,  d'être  plus  cjue 
jamais  incomplet  dans  notre  analyse.  Contentons-nous  donc  de 
signaler,  entre  autres  recherches,  les  contributions  intéressantes 
apportées  à  la  théorie,  dans  diverses  directions,  par  IM.  Engel,  le 
dévoué  collaborateur  de  M.  Lie;  principalement  son  beau  théo- 
rème sur  les  groupes  intégrables;  les  travaux  de  M.  Killing  sur 
la  structure  des  groupes,  où  ce  savant  fait  preuve  de  tant  de 
pénétration,  mais  où  la  rigueur  des  démonstrations  fait  trop 
souvent  défaut;  les  applications  ingénieuses  de  la  théorie  des 
groupes  faites  par  M.  Studj  à  la  théorie  des  nombres  complexes 
et  à  celle  des  formes  algébriques  ;  les  beaux  Mémoires  de  INI.  Schur 
sur  les  principes  de  la  théorie  des  groupes,  étudiés  surtout  au 
point  de  vue  de  la  théorie  des  fonctions  et  des  développements  en 
séries;  enfin  les  recherches  de  M.  Maurer  sur  les  groupes  à  inva- 
riants rationnels  et  sur  les  groupes  algébriques.  M.  Lie  donne, 
en  terminant,  quelques  indications  sur  cette  dernière  question 
des  groupes  algébriques,  sur  lesquels  M.  Picard  a  donné  aussi, 
incidemment,  des  résultats  très  intéressants. 

Nous  espérons  que  notre  analyse,  si  incomplète  qu'elle  soit, 
pourra  suffire  à  donner  une  idée  de  la  richesse  de  l'Ouvrage  de 
M.  Sophus  Lie  en  résultats,  tous  nouveaux,  et  d'une  importance 
capitale.  Mais  ce  que  nous  n'avons  pu  que  laisser  entrevoir,  c'est 
l'originalité,  la  puissance  et  la  variété  des  méthodes  cjui  ont 
permis  à  ce  grand  géomètre  d'édifier  une  théorie  aussi  vaste, 
dans  un  domaine  où  les  difficidtés  pouvaient  sembler  insurmon- 
lables.  E.  Vessiot. 


Bull,  (les  Sciences  niothém.,  2'  série,  l.  XVIII.  (Juin  189^.) 
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MELANGES. 


SUR  LA  FORME  PLUS  PRÉCISE  DES  RACINES  DES  ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES 
RÉSOLUBLES  PAR  RADICAUX; 

Paiï  m.  DOLBMA. 

1.  La  foi'ine  générale  des  racines  des  équations  algébriques  ré- 
solubles par  radicaux  a  été  donnée  sans  démonstration  j)ar  Abel 
dans  le  Mémoire  inachevé  Sur  la  résoliilion  algébrique  des  équa- 
tions (').  Dans  ce  Mémoire,  Abel  a  donné  le  théorème  suivant  : 
Si  une  équation  irréductible  dont  le  degré  est  un  nombre 
premier  est  résoluble  al gébriquemenl,  ses  racines  doivent  avoir 
la  forme 

où  A  est  une  quantité  rationnelle,  Rj,  Ro,  .  .  .,  R«_i  sont  les 
racines  de  l'équation  de  (n  —  i)  degré.  Relativement  à  ce  ré- 
sultat, Kronecker  fait  la  juste  remarque  que  la  forme  des  racines 
continue  à  n'être  pas  suffisamment  claire.  «  Le  seul  travail,  selon 
Kronecker  (-),  qui  jette  quelque  lumière  sur  ce  point,  savoir  :  une 
Notice  d'Abel  sur  les  racines  des  équations  du  cinquième  degré  à 
coefficients  entiers,  semble  avoir  été  peu  remarqué.  »  Dans  sa 
lettre  à  Holmbac  du  24  octobre  1826,  Abel  s'exprime  à  ce  sujet 
ainsi  (^)  ;  «  Quant  aux  équations  du  cinquième  degré,  j'ai  trouvé 
que,  quand  une  telle  équation  est  résoluble  algébriquement,  il  faut 
que  la  racine  ait  la  forme  suivante 

:r  =  A  +  v^R  -i-  v/ï^+  v/î^-t-  V^ïr, 

où  R,  R',  R",  R'"  sont  les  quatre  racines  d'une  équation  du  qua- 
trième degré  qui  sont  exprimables  par  des  racines  carrées  seules  ». 
Kronecker    dans  sa  Communication  à  l'Académie  des  Sciences  de 


(')  Œuvres  complètes,  t.  II,  p.  222;  1881. 

(*)  Seiiiu:t,  Cours  d'Algèbre  supérieure,  l.  H.  |p.  05^:  18G6. 

(')  Of'Juvres  complètes,  t.  II,  p.  2G0  :   1881. 
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Ijcriin  II-  ao  juin  i833,  (''claircit  considérableniciil  la  forme  (i)dcs 
racines  des  (''([iialions  dn  dei;r<''  premier  résolu l)les  par  radicaux.  Il 
a  nionlré  eneclivemenl  (pie 

Ri,     H,,     H3.     ...,     K„_, 

possèdent  la  propriété  spéciale  consistant  en  ce  que  a  non  seule- 
ment les  fondions  symétriques  de  R,,  Ro,  . . .  soient  rationnelle- 
ment connues  (ce  qu'Abel  a  remarqué),  mais  aussi  que  les  fonctions 
cycliques  des  quantités  R,,  Ro,  •  •  . ,  prises  dans  un  certain  ordre, 
soient  également  rationnellement  connues  :  en  d'autres  termes, 
l'équation  de  degré  (n  —  i)  dont  R,,  Ro.  .  .  .  sont  les  racines  doit 
être  une  équation  abélienne  ('  )  ».  Les  tliéorèmes  d'Abel,  proposés 
dans  le  Mémoire  mentionné  plus  haut,  ont  été  démontrés  plus 
tard  par  plusieurs  auteurs  Je  puis  indiquer  deux  travaux  sur  ce 
sujet  :  l'un  appartient  à  Malmsten  dans  le  tome  34  et  l'autre  à 
M.  Roldt  dans  le  tome  87  du  Journal  de  Crelle.  Dans  l'article 
présent,  ou  essaye  de  donner  à  la  formule  (i)  une  forme  |)liis  pré- 
cise que  celle  de  Kronecker. 

2.   Soit  donnée  une  équation  algébrique  irréductible 

37"  -\- p x'^-''-  -\-  q x"-^  +  .  .  .-I-  rx  -f-  s  =  o, 

où  n  est  un  nombre  premier. 

En  désignant  les  racines  de  cette  équation,  avec  Serret,  par 

•^n>      ^lî      ^2,       ••■■>      ■^n—u 

formons  la  fonction  linéaire  de  ces  racines 

Ri  =  a7o-h  a"-'3-i-i-  7.'i-'^x.2  +  .  .  .-\-  'x^- x,i-^-\-  ccxn-i, 
où  y.  est  l'une  des  racines  imaginaires  de  l'équation  binôme 

OL" f  =  O. 

Changeons  R,  par  des  degrés  de  substitution  circulaire 

Xi,       3-2,       ^3,        ■■■,       ■Z'/i-l,       ^0 

Xq.     Xi.     X2,      ...,     Xa—ï,     ^  ii-\ 


(*)  Skrret,  Cours  d'Algi}bre  sitperieiire,  l.  Il,  p.  657:  1S6G. 


que  nous  dc'sii;nciuiis,  coniiiK;  loujoiirs,  par 

-Ci';- 

rSous  avons 

S/'  (  Ri  )  =  xi;  -H  a"-'  vr/,.+,  -+-  %n-^xi;^<i.  H-  . .  .  -f-  a- J-/..-2  +  a^r^-  _), 
OU 

S/.(R,)  =  '//•■(  a" -/'.r/,-}-  a'^-Z'-i^x+i-i-.  •  -H-  a«-/'+i  :r/,-_,  ), 
OU 

par  consé(|ucnl 

S(Ri)  =  aRi,         S2(R,)  =:a2Ri,         ...,         S''-'(Ri  j  =  a""' Rj- 

3.    Soil  0  une  racine  j)rimilive  du  noniljn;  premier  /?.  Désignons 


"■--x.,r^    H-...+    ata-„_p    =  Rp, 

.r,,-)-  a"-'.rpn-.-+  a«-2  a^^ p«-^ -i- .  .  . -t-  'a.r„_p"-2=  Rpn-^ 
ou,  au  lieu 

?.        p    ,        ?    .         •  ■   ■.        (^  ) 

il  faut  prendre  leurs  plus  petits  résidus  positifs  suivant  le  module  n. 
Désignons  par  T  la  substitution 


nous  aurons 

T(R,)  =  Rp. 

THR,)  =  F(Rp)  =  Rp., 

T"-2(Ri)  =  Rp— , 

T"-'(Ri)=Rp'->=  Ri. 

4.   En  adoptant  ces  significations,  calculons  la  fonction  ration- 
nelle des  racines 

Q  =  R,R„_i-h  HpR„_p+Rp=n„_p=-T-...-+-  R  «^R       «-3 

p  -       «-P  ^    • 
Nous  avons 

R,  —  ;ro4-  a«-'.ri  -h  a"-2:r2  +  .  .  . 
R„_,  =  :?\,-)-  73"!  -1-.  .  .H-  y.'Xi-i-.  .  .-\-  a^,r/, -t-  .  .  .+  x"--a"„_2-t-  a"-' j"„_,. 
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écrivons,  j)Oiir  al)icj;xM', 


nous  aurons 

Il  —  1 


0 

-+-  (/i  —  /,  i  —  k)xiX/,-h . . .+  (i  —  n,  n  —  i)Xn-2X„-i, 
ou  encore,  plus  sinij)leniont, 

n—l 

0 

-i-(A-  — /,  i  —  Â-).r,a:'/,  +  .  .  .-l-(i,  —  i),r„_,^„_,. 
En  faisant  dans  cette  éj^alité  la  subslilulion 

n  —  3 


2 

«  —  1 


fois  successivement,  nous  aurons 


RpR„_p=2r|-}-(i,  — i).roa7p  +(2.  —■2)XoX,p  -¥-... 

0  • 

«-1 

0 

+  (r,  —  i)xoXn-r/-h.  .  .+  (A-  —  i,  i  —  k)xir,ixi,r,i^.  .  ., 

n  —  l 
Rp;R„_p,:=  Va;;--i-  {\  ,  —l)XoXr,i-^.  .  .-^  (i,  —  i)ro-2^«-pi  +  -  •  • 
0 
-{-(k  —   i,    i  —  /c)Xir^iXAr,j  +  .  .   .+  (l,   —   f)^„_2p'^«-p', 

«-I 

R   n-3  R         n-T  =  \   JT;  +  (r.  —  1  )  Xq  .r   n  —  3  H- .  .  •  4-  (  1 ,  ()XoX         n  —  3  -h.  .. 

p     2  «-P     2  ^  p     2  „_p     2 

-1-(Â:  —  i,    i  —  k)x     n  —  3  X      n  —  3  +  .  .  .  -t-  (  r ,  — l)a"  n  —  ZX         n—Z. 

ip     2  /p     2  «— 2p     2  ,;_p     2 


rilKMlKKH    l'AiniK 


En  ;ul<lili()iiii;tnl  (-es  ('(|iiali()i)s,  nous  venons  (|n<'  les  Lcinics 
S('nil)l;il)l('S  ne  jx-nvenl  avoir  de  coenic'ietiLs  cjj;aiix.  Di'inonI  ions  la 
vérilé  de  celte  piopriétc'  pour  l(;s  lernics 


/■    n  —  r . 


el  pour  les  Icrnies 

Dans  l'expression 
nous  aurons  le  lerine 
cl  dans  re\[)ressu)n 
nous  aurons  le  lernie 


XiT/, 


i,  /c  1  n  —  I , 

{m,  —  m)x„.r„,ç,i. 


S'il  arrivait  (|ue  ces  lermes  ayant  des  co(;:licicnls  ci^aux  fussent 
identiques,  nous  devrions  conclure 

p's=  ÇiJ         {mo(\/i  ), 

ce  qui  esl  iin|)ossiljle.  car 

n  —  3 


r 


J  = 


p  est  une  racine  primitive  du  nombre  /i. 
Supposons  maintenant,  en  gt'nérai, 

(A-  —  i,  i  —  k)Xirjx,,-r/  ={k—  i.  /—  /0'^'(/-i-/«>p'-^(/i-t-//op'' 

où  m  peut  être  nul,  positif  ou  négatif.  L'égalité  ci-dessus  entraîne 
les  deux  su|>positions  suivantes  : 

i"  Il  existe  simullanémcnt  deux  conijruences 


d'où 


ip'^5  ipJ  -+-  m  pJ, 
Â-p'ss  kpJ  -^  m  py, 


{i-k)p'^{i-k)pK 
ou 

p'=;  pJ         (niod  II  ), 

ce  qui  est  impossible  d'après  ce  qui  précède. 
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2"   Il  oxisie  simiillaru'mciil  (Kuix  conyrnenccs 

fp'=  kpJ  -+-  mpJ, 
/î-p'ss  ipJ  -+-  m  pJ, 
(III 

p'-t-  p'/  s=;  o  (  luod  //), 

rtii 

p'ss  /l  —  pJ, 

cv  qui  csl  également  impossible  sui\ant  la  dé(înilii)n  de  Q. 

Ainsi  les  coeffieients  des  membres  semblables  sonL  Ions  didc- 
rents.  Ponrqnoi,  après  laddilion,  les  eoefficienls  de  chaque  membre 
lel  que 

.r/T/,  :        ?',  A  =  o,  1 ,  2,  . . . ,  «  —  I 
seront 

/  /i  —  I     n  —  I  \ 

(1,— i)  +  ('i,  -'2 )-+-... ^-  (  ^— '  ~~T~J 

H  —  I  n  +  l 

=  a -!- a"-' -H  a-H- a"-2-i-. .  . -<- a    -    -+- a    ^    =  —  i_ 
Par  conséijuent 


n  —  l 


P     ^  "-p 


O.    Voyons    maintenant   quel   changement   s'opérera  si   dans   la 
(onction 

nous  faisons  la  substitution 


S  . 

Posons 

a«-'  =  a-'  =  a'tP'"; 
alors 

TTpé'ss  —  I        (modft). 
par  conséquent 


En  supposant 


n  — I 

-^ — s 

T.  =  p      - 


Tî—    ?, 


a^=  p 


t3C) 

nous  aurons 

donc 
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Rp,-  ^0+  [iP-^p.=r^  P'P"a72p,^-  ^'P'^apg^.  .  . 
Comme 

S(  Rps)  --^Xi-i-  ^P'^p.'+l  -^  P'^P'^2??4-l+  îi^P'-2^3p'+i 

nous  aurons 

S(Rp.)=^'%- 


De  même 


par  conséquent 


S(Rp'.)  =  (a-')P       ■'        Rp"; 

«  —  1  —  2  lï        n  —  1  —  2  A 


Mai 


donc 


S(RpyRp/.)=:(a-')P       -^       +p       2        Rp.  Rp/.. 
p        2        ES  —  p'«— 1-A'  (niu(J/i), 

n-1-2/, 
p  2  =^_p«-l-//  (inO(l/î), 


(a-')P 
Maintenant  posons 

c'est-à-dire 


pA'-i-p''=o         (niodft), 

péTss —  p''         (mocl«), 
g—h  =  — -— , 


alors 

par  consé(|uent 

alors 

par  oonscqurnl 


-"-l-A'-L-  ^n-l-/i==  o  (lll(>(l/(). 


H  —  1  —  2  s        /?  —  1  -  2  /( 


(OC-I)P  2  +p  2  =, 

S(RpsRp;0  =  Rp"^p''' 
S(Rp,R„_pO=  Rp^R«-p?- 
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I) Où  il  siiil  ([lie  l;i  siihsLitiilion 

n'allrrc  j)as  la  fonclion 

Q  =  R,  R„_,  -h  |{p|{„_pH-. . .+  R  »-:t  R„_  «-3, 

P    -  P    - 

11  csl  très  lacilc  de  prouvci'  (|ii{;  la  siihstilulion 


n'allérera  pas  la  lonclioii  Q.  En  cdel 

l-(n;  =  RpR„_P+  R.,.|{„_^.-^...+  R  ,^-j_]\       »-i; 

(j   -       «-&   - 

et  comme 

n  — 1 

0    ^    SE — i^n  —  i  (nio(l«), 

n  —  t 

nous  aurons 

T(Q)  =  Q. 

0,   De   ce   qui  précède    on  voit  que  Q  n'est  pas  altéré  par  les 
substitutions  du  groupe 

{"':'')■ 

«,  b  sont  des  nombres  entiers.  11  existe  une  infinité  de  fonctions 
formées  comme  Q  et  qui  sont  exprimables  rationnellement  par 
des  quantités  connues.  Après  la  théorie  de  Galois  ne  sont  solubles 
par  radicaux  que  les  équations  de  degré  premier  pour  lesquelles 
toutes  les  fonctions  qui  ne  s'altèrent  pas  par  des  substitutions 


sont  rationnellemenl  connues.  Indépendamment  de  la  ihéorie  de 
Galois  on  peut  prouver  que  si  l'équation  (irréductible  etde  degré 
premier)  est  telle  que  toutes  les  fonctions  des  racines,  ne  s' altérant 
pas  par  des  substitutions 


{":') 
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s'cxpiiinciil  r.ilionnellcinciil  par  des  <|Manlil('s  f'oiiuiics,  rcwiiialion 

esL  .soItil)lc  par  des  radicaux,  et  l'on  pciil  iroiivcr  la  Iniiiic  |)r<'(i.se 

des  racines  de  celle  é<jiialioii. 

Formons  la  (oncLion  des  racines 

«  —  1 

où  (0  est  l'une  des  racines  priniilives  de  l'écpialion 


«  —  1 

IV    ^     =  I  . 


Il  esl  facile  de  |)ronv('r  ipie  ^,  ne  change  pas  par  des  siil)>lilii- 
ins 

/ az  -^  b  \ 

\       z       /' 


En  premier  lieu,  il  esl  évident  que  .21,  ne  change  pas  par  des 
subslilulions  du  groupe 

En  second  lieu,  appliquons  à  ^,  la  Mihslilulion 
alors  nous  aurons 


T(5V,)=  rRpR„_o+ co  Rp..R„_p. 


Ç,      2  «-p      -2 


r  —  1  H  —  1 


Par  celte  raison  ^,  s'exprimera  ralionncllenient  par  des  quan- 
tités connues.  En  outre,  la  fonction 

«  — 1 

n— 3 
R|  R„_l-!-  CO  RrR,;_pH-.  .  .+  W     -      R    n-3R  n-3 

p      -'  «-p     -2 

s'exprimera  ralionnellcmenl  par  des  quantités  connues,  et,  dans  le 


Mr<I.ANGHS. 

cas  où,  à  la  |)la{:c  de  (o,  on  siilisliliicra  succcssivcnicnl 
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W-,       (0*,       .  .  . ,       w     ^     . 

l^r.nc  nous  aurons  une  suilc  (rrcjualions  linéaires 

Ii|lî„_i-H       HpK,;_.^  +  . ... -4-  \{  »-:iR       »-  3  =  —  np, 

p   2       ,,-p   2 

«  —  1   

R,  K,,-i-+-  (o  RoH„-p-t-.  .  ■-ho'^'R  »-aR       »^3=    (/3I1, 

p     -2  „-p     2  V 


IiiR„_i-t-(o2apK„_p-l-..  .H-to    2     R  ^^^-sR        n^-5=     I/2V2, 

p     2  „_p     2 


RiR^-i+to    2    RpR„_p-4-.  ..-i- w 


p    ^        «-P 
De  CCS  équations  nous  aurons  successivement 


«  — 1   

K    „_3R  „_3=:      t  /jV"-:!. 

p     2  „_p-T-  V  2 


RiR/,-1 


^P'^-P-^^ 


n  - 1  /!  —  1 


np 


np 


n  —  1     H  — 1     «  —  1     \ 


où^i,  ^o,  .  . .,  ^„_3  s'exprimeront  rationnellement  ])ar  des  coef- 
ficients de  l'équation  proposée. 

7.   Formons  la  fonction  rationnelle  des  racines 

(R7+R;i_,)  +  (R^'-l-R;Lp)  +  ...-f-/K  ^^-^R       «-_3\  =  Lo. 

\     p    2        «-p    "^    / 

Celle  fonction,  nes'altérant  pas  par  des  substilulions  du  groupe 


sera  rationnellement  connue. 


i4o  PUEMIËHIi:   PARTIE, 

L;j  Idiu'l  ion  des  nicmes 


(R'/-^  r,;; 


-)-  (.j(  i{p'  +  i{;;_p )  -L . . . _i-  oi  ^  /R''^^--^  [î"    »^ 


ne  cliaiii;!;  pns  (•qalcmciil  par  des  siibsliliiLloii.s  du  f;r<)iij)(; 

=  +  // 


fi,  par  conséquent,  en  raisoiinanl  comme  plus  liaul,  nous  Iroiivc- 
rons  sMCCcssivcMient 


1  /;  -  1 


R|;  +  R,7_p  =  ■^^-£—  f  Lo  +  to^~     (/ Li  -+-...+  (o    ^/L^i^  ) , 


R"«--:i-i-R         «- 

p   2  «-P   -2 


,j_i\  Ln+w    t/  Li 


Nous  aurons  ainsi  pour  trouver  11','  et  R"_,  deux  équations 


^'^^''-^={7~r])"\-"P-^   |/5i,  +  ...+  ^/21-jj, 


r?+r;;_ 


Lo+     i/  L,H-...+    t/  L«^  ;, 


Donc  R','  et  R"_,   sont  les  racines  d'une  équation  du  deuxième 
degré 

«—1 


r^- 


V'"-^  v 


—  1     \ 


^^y{-np+    ]/^,-^...^    \/^''^)    =^ 


M  f' LANGES. 
En  la  trsolvniil  nous  axons 


"  |i 


H— I  «—1 


4' 


y-/; 


«  —  1  \    H 


ii—i  n— l 


."-.=;7-^('-»-v/'-i/'---"v/'-=î 


\/(^=ï^^i^5)-(i)i 


n  —  1  \    Il 


np 


\ 


v/-^'^v  ■ 


De  même   nous  trouverons  deux  à  deux  R"   et  R''_p;    Rp^  et 
R'J_P".;  ....  Nous  avons,  par  exemple, 


R'î 


?^  »  — 


.o-^w 


■^     1/  LiH-...-r-(o  1/  L^iz:» 


V 


!  I  Ln-^-(.o  -    t  /  Li 


M-(M- 


H— 1 


»—i   \  /( 


;,A.+-+"^/^^) 


"— i \ 


r;;_p=  -J-I^u-^coV^  0.._...-^.^/l.^) 


-vA^'^^''^r"N-(^)<- 


"-1    \  n 

/ip—...^iO  I  /  ^"— :i 


8.    Pour  r('qnalion  du  troisième  degré  nous  avons,  parla  formule 
générale, 

en  outre 


R3  +  Rî  =  (R,-t-Ro)(Rf— RR,+  Hr)=  — 'i7f/: 


lij.  l'iU'.MiKiU'  l'Ainii'; 

(Jonc 


,,^_m^^-^^.„„ 


m=--^*^/^*>,r 


{).    Pour  réqualion  du  cinquième  degrc 

.T^-\-  p.v^-i-  (j  x"^  -V-  rx  -i-  s  =  o, 
nous  aurons 


-(- 


Ces  résultais  s'accordent  complètement  avec  la  forme  j^révue 
par  Abel. 

10.   Jl  nous  reste  maintenant  à  exprimer  les  racines  de  l'équation 

par  des 

R,.     Ro.     ....     R„_,. 
Nous  avons 

Ri  =  ^11+  a''-".r,  +  yn-ix,  +  .  .  .+  a"-/'.r/,  +  .  .  ,-i-  a.r„_,  ; 
d  où 

R,  =  .ro+  7."-',r2+  a"  -2;r4-i-.  ..->-  ot"--^  Xo/.  -^-.  .  .  -;-  'y^r„_i  +  ocr,,-,. 

Si 

a/f  î=  I     (rnotl  «  ), 


MELANGES. 

nous  aurons 

De  nirmc 

R;,=  To-h  :ii"~'xi-\-  !X"—-'x.2-h.  .  .+  a'.r„_,, 

3/  ss  I         (mod/i); 

Rj  =  Xo-h  a"-'"  -r,  -i-  a'»-2"'a"2  4- .  .  .  -i-  a'"  .r„_, , 

4  »?  ss  I         (mo(ln); 
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on 


R,j_,  =  x,,-h  a.ri-f-  a-î^ToH 
De  là  nous  aurons  successivement 


x„  = 

II 

R.+ 

R.+              R;,^. 

.4-        R,,- 

Xi  = 

II 

aRi4- 

a/'R,-^   a/R;  +  . 

.4-a«-iR„_ 

X.2  = 

II 

a^R.-i- 

a2'^|{2-+-22/R3-^. 

.+  a"-2R„_ 

X3  = 

II 

a^Ri-^ 

a^'/'R.,-4-  a3/R ;,-+-. 

^n-l  = 

-(a' 

-iR,4_-a.;-^R2                  ^. 

.-1-        aR„_ 

où  //,  l,  .  .  .  sont  définies   par  les  congrueoces  menlionnées  plus 
haut. 
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Jahrbuch  i'ibcr  die  Forschritte  der  Mathematik,  bo<;run(lct  von  G. 
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Mitwirkung  eincr  von  d.  kgl.  preuss.  Akademie  der  Wissenschaflen  cin- 
gesetzten  Gommission.  i.  Bd.  Vorlesungen  iiber  die  Théorie  der  einfaciien 
H.  der  vielfachen  Intégrale.  Ilerausgeg.  von  E,  Nette.  Gr.  in-8",  X-34G  p. 
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COMPTES  iu:m)ls  et  analyses. 

Fiu\/.  XEU-MANN.  —  Vorlesungen  iebek  mvtiiemxtisciie  Piivsik.  7'"  llcft  : 
l'orlesu/i^e/i  ûher  die  Théorie  dcr  Capillariiat,  lierausgoiiebcn  von  D'"  A. 
irangerin  (Leçons  de  Piivsigi  e  mathématiule.  j"-"  Voliinie  :  Leçons  sur  la 
tliéorie  de  la  Capillarité,  |)iil)liéos  parle  D''  A.  fFani^crin).  Gr.  iii-8°, 
x-j34  P-  Lcipziir,  B.-G.  ïeubncr.  1894. 

Les  anciens  élèves  de  M.  F.-E.  Neumann  ont  en  la  pensée  de 
publier  quelques-uns  des  plus  beaux  Cours  qu'ait  professés  leur 
ilbistrp  maître,  durant  sa  longue  el  brillante  carrière. 

^L  Cari  Neumann,  ([ui  a  poursuivi  avec  autant  d'aclivilé  que  de 
bonheur  la  voie  tracée  par  son  père,  a  publié  les  Leçons  sur  la 
théorie  du  Magnétisme,  puis  les  Leçons  sur  la  théorie  du  poten- 
tiel et  sur  les  fonctions  sphéiiques ;  jM.  Pape  a  réuni,  en  une 
Introduction  à  la  PJiysique  théorique,  les  parties  les  plus  élé- 
mentaires de  l'enseignement  du  maître;  M.  von  der  Miihll  a  rédigé 
les  Leçons  sur  les  courants  électriques,  M.  Dorn  les  Leçons  sur 
r Optique  théorique,  M.  O.-E.  Meyer  les  Leçons  sur  r élasti- 
cité des  corps  solides  et  de  Véther  lumineux.  M.  A.  Wangerin 
vient  de  compléter  cet  ensemble  en  nous  donnant  les  Leçons  sur 
La  'tliéorie  de  la  capillarité. 

Exposer  la  tliéorie  de  Gauss,  l'appliquer,  ce  que  Gauss  n'avait 
pas  fait,  aux  problèmes  particuliers  qui  intéressent  les  physiciens, 
tel  est  l'objet  que  M.  F.-E.  Neumann  s'est  proposé  dans  ces  Leçons 
professées  en  i864- 

M.  F.-E.  Neumann  forme  le  potentiel  des  forces  capillaires  en 
suivant  l'Analyse  même  de  Gauss;  de|)uis,  M.  J.  Moutier  a  montré 
f|ue  Ion  pouvait  abréger  notablement  le  calcul  en  introduisant, 
dès  le  débul,  rhj|)Othèse  que  les  actions  capillaires  deviennent 
insensibles  à  distance  sensible;  on  ne  saurait  hésiter  à  préférer, 
dans  renseignement  élémentaire,  la  méthode  de  M.  J.  Moutier, 
qui  ne  fait  appel  qu'aux  considérations  mathématiques  les  plus 
simples,  à  la  méthode  de  Gauss.  Mais,  dans  un  enseignement 
d'ordre  plus  élevé,  on  verrait  avec  regret  laisser  dans  l'ombre  la 
méthode,  si  féconde  en  idées  anal yti(|ues,  de  l'illustre  géomètre 
de  Goettingue. 

Bull,  des  Scitnces  lualhcni.,  1'  sùric,  l.  WtlI.  (Juilk-l   uSy^.)  u 
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C'est  égaIcmcnL  en  siiivaiU  les  mélliodes  de  (Jatiss  que  M.  F.-E. 
Neiimann  forme  la  variation  première  du  |)Olentiel,  pour  en  d(;- 
duire  les  deux  lois  fondamentales  de  Laplace.  A  l'exposé  du 
maître,  M.  Wangerin  a  joint  l'exposé  d'un  autre  procède'',  qui  lui 
est  personnel,  propre  à  résoudre  le  même  problème;  le  procédé 
de  M.  Wangerin,  rejuai(|ual)lc  |)ar  son  élégance  et  par  sa  généra- 
lité, niéritc  d'clre  conservé  dans  les  Trait('s  de  ca|)illarilé,  à  titre 
de  mélliode  analytique,  à  coté  de  la  belle  méthode  synthétique 
donnée  par  M.  Joseph  Bertrand. 

En  terminant  son  Mémoire,  Principia  generalia  theoriœ 
Jigurœ  Jluidormn  in  statu  œqiiUibrii,  Gauss  indiquait  que  les 
méthodes  par  lui  découvertes  pouvaient  s'appliquer  au  cas  où 
deux  liquid(;s  dillcrents  étaient  en  contact;  M.  F.-E.  Neumann, 
développant  cette  indication,  a  constitué  la  théorie  des  gouttes 
liquides  qui  llottent  sur  un  autre  liquide;  il  a  été  conduit,  en 
développant  cette  théorie,  à  découvrir  et  à  démontrer  un  théorème 
fondamental,  aussi  important  que  la  loi  relative  à  l'angle  de  rac- 
cordement d'un  liquide  et  d'un  solide.  Imaginez  une  goutte  du 
liquide  i  flottant  à  la  surface  du  liquide  y;  soient  S)  la  surface 
libre  du  liquide  i,  So  la  surface  libre  du  liquide  2,  S, 2  la  surface 
de  contact  des  deux  liquides;  soient  A,,  A^,  A, 2  les  tensions  su- 
perficielles correspondantes;  coupez  la  ligne  de  raccordement  par 
un  plan  qui  lui  soit  normal;  ce  [)lan  coupe  les  surfaces  S,,  So,  8,2 
suivant  des  lignes  L,,  L2,  L,2;  sur  les  tangentes  à  ces  lignes  en 
leur  point  commun,  menez  des  forces  respectivement  égales  à 
A|,  A2,  A,  2;  ces  trois  forces  se  font  équilibre.  Tel  est  le  théorème, 
aujourd'hui  classique  sous  le  nom  de  théorème  de  Neumann, 
dont  nous  trouvons  la  démonstration  rigoureuse  et  élégante  dans 
les  Leçons  sur  la  théorie  de  la  capillarité. 

Laplace  avait  fondé  la  théorie  de  la  capillarité  sur  les  principes 
généraux  de  l'Hydrostatique  et  sur  l'étude  de  la  pression  à  l'inté- 
rieur d'un  fluide  soumis  aux  actions  capillaires;  Gauss,  au  con- 
traire, déduisant  directement  les  lois  de  la  capillarité  du  principe 
des  vitesses  virtuelles,  laissait  entièrement  de  côté  la  considération 
de  la  pression  hydrostatique;  aussi,  les  deux  théories  de  Laplace 
et  de  Gauss  semblent-elles  n'avoir  aucun  point  commun  que  le 
point  de  départ  et  le  point  d'arrivée;  M.  F.-E.  Neumann  a  indiqué 
une  niélhode  mixte  (pii  les  rapproche  l'une  de  l'autre;  parlant  du 


polonliol  Jc's  iiclioiis  c;i|)illairos  ([ue  Gaiiss  nous  a  appris  à  lormci-, 
il  en  (lécliiil,  selon  les  nuihodes  de  Lagiange,  les  propriétés  de  la 
|)ressii)n  à  riiit.(''iieiii' d'un  llnide  soumis  aux  fcn-ees  caj)illaires,  et 
il  retrouve  par  là,  avec  une  entière  ri<;neur,  les  résirllats  dei^aplace. 
Celte  manière  de  traiter  la  capillarité,  (jul  garde  toute  la  perCcc- 
lion  de  l'Anal  yse  île  (lauss,  tout  en  ajant  sur  elle  l'avantage  de  se 
moins  écarter  de  riljdroslatique  générale,  nous  semble  l'un  des 
chapitres  les  plus  intéressants  de  ces  Leçons. 

JNous  avons  marqué,  au  hasard  de  la  lecture,  les  [)oin(s  (|ui  nous 
ont  le  |)Ius  frappé  dans  l'enseignemeuL  de  M.  F.-E.  Neumanu  sur 
la  théorie  de  la  capillarité;  mais  on  anrail  une  idée  bien  incom- 
plète de  cet  enseignement  si  l'on  se  contentait  de  ce  que  nous  en 
avons  (.lit;  en  réalité,  on  _y  trouve  une  discussion  approfondie  de 
presque  toutes  les  questions  qui  intéressent  le  physicien  :  ascen- 
sion des  li(piides  dans  les  tubes  ou  entre  des  lames  parallèles, 
pression  d'un  li(|uide  sur  un  corps  immergé,  disfjue  de  verre 
adliérent  à  la  surface  d'un  liquide,  forme  des  gouttes  d'eau  sus- 
pendues à  un  plan  de  verre,  des  gouttes  de  mercure  posées  sur  un 
plan  de  verre,  expériences  de  plateau  sur  Jes  gouttes  d'huile  plon- 
gées dans  un  liquide  de  même  densité.  Une  seule  omission  nous 
semble  mériter  (|u'ou  la  signale  ;  c'est  l'étude  des  lames  de  liquide 
glycéri(jue,  qui  ne  figure  ]:)as  dans  les  Leçons  rédigées  par  M.  Wan- 
gerin.  Malgré  cette  omission,  ces  Leçons  constituent  le  Traité 
de  capillarité  le  plus  parfait  qui  existe,  du  moins  à  notre  avis. 

La  lecture  de  ces  Leçons  sur  la  théorie  de  la  eapillarité, 
comme  des  autres  cours  de  M.  F.-E.  Neumann,  donne  à  nn  haut 
degré  la  sensation  de  ce  qu'était  la  lM]jsi([ue  malhémati(|ue  au 
milieu  de  ce  siècle,  après  les  beaux  travaux  de  l'École  française 
et  de  l'Ecole  allemande;  sans  doute,  les  diverses  parties  de  la 
science  demeuraient  isolées  les  unes  des  autres,  en  sorte  qu'elles 
pouvaient  être  publiées  par  des  auteurs  différents,  dans  un  ordre 
qui  n'avait  rien  de  nécessaire;  mais  chacune  des  parties  était 
traitée  avec  une  netteté  et  une  [)récision  bien  rares  aujourd'hui. 
La  Thermodynamique  nous  a  aj)[)ris  à  chercher  les  liens  entre  les 
diverses  parties  de  la  iMi\sique  et  à  ne  plus  regarder  celte  science 
que  comme  un  seul  ensemble;  mais,  préoccupés  de  l'unité  du 
tout,  j)eut-èti-e  sommes-nous  devenus  moins  sensibles  à  la  lierfec- 
tion  du   détail.  [>.    l)unK.M. 
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Félix  KLEIN.  —  Vorlkslngkn  ikbkr  du;  Tiikokik  dkk  Ki.i.ii'Tisf.MKN  Mooi  i,- 
FUNCTioNKN,  tUisj,'oarb('ilet  und  vcrvollsliiii(lii:l  v(»ii  i)'  Robert  Fricl<e.'L\\x\\.GV 
Baiul.  Forlbildun^  mal  Ainvenduit'^  der  Tlicorie. 

Le  premier  volume  de  ce  lie!  Oiivraf;e  a  élé  analysé  dans  ce 
Bulletin  ('  )  ;  Il  contenait  les  fondemenls  d(;  la  théorie  des  fondions 
modulaires  elliplltjues,  à  savoir  :  la  définition  de  ces  fonctions, 
leur  invariabilité  par  les  substitutions  de  sous-groupes  du  groupe 
modulaire,  la  représentation  géométrique  de  cette  invariabilité 
par  la  division  du  plan  eu  triangles  ou  polygones.  Cette  étude 
amenait  nécessairement  celle  des  sous-groupes  du  groupe  modu- 
laire, en  particulier  de  ceux  que  M.  RIein  appelle  groupes  de 
congrueiiccs,  et  celle  des  polygones  correspondants.  Ensuite  la 
question  se  posait  de  savoir  si  réciproquement  à  v\i\  sous-groupe 
du  groupe  modulaire  correspondait  une  fonction  modulaire.  Cette 
question  a  été  résolue  en  transformant  le  polygone  correspondant 
en  surface  de  Tliemann  et  en  démontrant  d'une  façon  générale 
l'existence  de  fonctions  algébriques  attachées  à  une  surface  de 
Riemann  donnée. 

Le  second  volume  contient  des  questions  [)arliculières  et  des 
applications,  applications  très  diverses,  à  la  Géométrie,  à  l'Analvse, 
à  la  théorie  des  fonctions,  et  surtout  à  l'Arithmétique.  Il  offre  l'a- 
vantage précieux  de  donner  réunis  des  résultats  épars  jusque-là 
dans  les  travaux  de  M.  Klein,  et  de  M.  Hurwilz  principalement, 
et  aussi  de  MM.  Kiepert,  Rronecker,  Dedeklnd,  Gierster,  Hermite, 
Halphen,  etc. 

Cette  abondance  et  cette  diversité  de  matières  rendent  ce  se- 
cond volume  bien  plus  difficile  à  analyser  en  quelques  pages  que 
le  premier.  C'est  cependant  ce  que  nous  allons  essayer  de  faire. 

Rappelons-nous  l'un  des  problèmes  fondamenlauN.  énoncés  dans 
le  premier  volume  : 

Former  les  fondions  modulaires  apparlenanl  à  un  sous- 
groupe  de  congruences  du  /^"°"'"^  degré  V^j_y,^  et  les  relations 


(')   i-  série,  t.  \VI. 
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<(l^(''hri</ii<'s  (lui  lient  ces  ,f()/iclioi}s  entre  elles  et  à  lu  fonction 
nuuliildire  piinci/xile. 

Dr  ce  |)iol)l("'inc  on  a  donne  \\\  solution  générale,  mais  Tapplica- 
lion  en  est  pénible  et  n'a  élé  poussée  que  jusqu'au  degi-é  y.  Deux 
théories  particulières,  celle  de  la  division  el  celle  de  la  Lransfor- 
niation  des  fonctions  elliptiques,  vont  au  contraire  nous  donner 
des  moyens  plus  faciles  de  former  des  fondions  modulaires  de 
degrés  aussi  élevés  qu'on  voudra.  C'est  donc  à  ces  théories  qu'est 
consacrée  la  quatrième  Section  de  l'Ouvrage  qui  forme  le  commen- 
cement du  second  volume. 

Considérons  les  fonctions  modulaires  elliptiques  du  z?"""'"  degré, 
c'est-à-dire  les  fonctions  homogènes  de  trois  variables  a,  to,,  (Oo, 
l\ii  I  (0|  (Oo)  satisfaisant  aux  conditions  suivantes  : 

I"  Elles  restent  invariables  par  les  substitutions  d'un  sous- 
groupe  de  congruences  effectuées  sur  w,,  o)^  (  '  ),  et  par  celles  d'un 
sous-groupe  d'indice  fini  du  groupe  de  substitutions 

Il   -I-    1)1  i  W]  +   /»o  Wo 

effectuées  sur  ii . 

,    2°  Elles  n'ont,  considérées  comme  fonclion  de  u,  dans  un  pa- 
rallélogramme des  périodes,  aucun  point  singulier  essentiel. 

3"  a  étant  constant,  elles  ont,  considérées  comme  fonctions  de 
to,",  (o^,  le  caractère  de  fonctions  modulaires  algébriques. 

Les  fonctions  p{u).p'{n)  de  M.  Weierstrass,  sont  par  exemple 
des  fonctions  du  premier  degré;  les  fonctions  sn«,  en?/,  dnw  de 
Jacobi,  sont  des  fonctions  du  second  degré. 

La  division    par   n   est   l'opération    qui    consiste   à   remplacer 

/(//  I  wi  w.)  par 

/  1     ■ I   t^'Jl)   f'-*: 


À  et  p.  étant  des  nombres  entiers  et  en  particulier  pour  //  =  o  on 
a  la  forme 


/ 


).co, 


(Oj,  (1)2 


(')  On  se  rappelle  <iuc  dans  l'Ouvrage  de  M.  Klein  <■>,,  o)^  désignent  les  périodes 
et.  non  les  demi-périodes. 
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Or  CCS  formes  sonl  de  (lcf;ré  n  si/"  est  du  premier  degré.  La  divi- 
sion peut  donc  servir  à  trouver  des  formes  de  degrés  su|)érieiirs. 
Elles  salisfonL  à  des  équalions  algébriques  dont  les  cocflicienls 
sont  rationnels  en  g^^  gs  et  sont  le  degré  dans  le  cas  le  plus  gé- 
néral égale  !p(/i) ']>(/»)  (').  On  établit  la  forme  de  ces  équations, 
en  particulier  dans  les  cas  où  la  fonction  f  est  p  ou  p'.  D'ailleurs, 
dans  ces  cas,  les  équations  se  simplifient,  ou  s'abaissent,  à  cause 
des  propriétés  particulières  de  ces  fonctions,  parité  ou  imparité. 
Ensuite  on  intrijduil,  comme  c'est  naturel,  la  fonction  7.  La 
fonction 

i    Wl,   W.; 

n  I 

n'est  pas,  à  la  vérité,  une  fonction  modulaire,  parce  que  la  fonc- 
tion 3-  n'a  pas  depériodcs,  mais  on  peut  en  déduire,  par  l'adjonction 
d'un  facteur  exponentiel,  des  fonctions  qui  se  reproduisent  à  une 
racine  de  l'unité  près  (/i"""'  ou  9.n"'""'  suivant  que  n.  est  impair  ou 
pair)  par  les  substitutions  du  groupe  rp.^,,).  On  dit  que  ces  nou- 
velles fonctions  sont  adjointes  à  ce  groupe.  D'ailleurs  ces  nou- 
velles fonctions  sont  réellement  des  fonctions  modulaires,  relative- 
ment au  groupe  r2[jL(H-)  ou  rjj.,2«=)  suivant  que  n  est  impair  ou  pair. 

Pour  /i  =  2  et  3,  on  retrouve  des  fonctions  déjà  étudiées  dans 
le  premier  volume.  Les  cas  de  /i  =  5  et  '-  sont  étudiés  ensuite. 

La  division  des  fonctions  de  degrés  supérieurs  à  l'unité  n'est  pas 
étudiée  ici. 

IjCS  Chapitres  suivants  sont  consacrés  à  la  théorie  de  la  transfor- 
mation. Soit  F(tO|,  tOo)  une  forme  modulaire,  ou  plus  simplement 
F((.o)une  fonction  modulaire  que  nous  supposerons  d'abord  du 

(')  Ilappelons  que,  n  étant  supposé  décomposé  en  facteurs  premiers 

n  =  n''b°'c''  . . ., 


,(„)=„^,__j(^,_ 
,„„.„(,^i)(,^.)(,^i).... 


Donc 


9(») '!(/?)  csl  le  nonilirf  des  couples  de  nombres  entiers  positifs  plus  pelils  ou 
éi;aux  à  /?,  doiil  le  jilus  i;rand  commun  diviseur  esf  jiremier  avec  n. 
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premier  (legi-<'.  La  Iransformalion  du  //"""'  oi'cire  est  l'opéi'alion 
(|iii  eonsisle  à  i'(Mnpla(;ei'  dans  celte  foiiclion  ;o  par  // f'>.  (Considé- 
rons par  exemple  la  lonclion  J,  la  Iranslormée  esl. 

J'  =  J  (M  (O  ). 

Mais  à  une  valeur  donnée  de  J  correspondent  une  infinité  de  va- 
leurs de  o)  coniprises  dans  la  formule 

au)  -h  b  /     ,       , 

;  (  aa  —  Oc  =  1  ). 

cu)  -+-  a 

Donc  à  cette  valeur  de  J  correspondront  les  valeurs  de  J'  com- 
prises dans  la  formule 

\     CM  -i-  a 
Or  on  démontre  que  les  substitutions 

na     nh 

c        d 

se  répartissent  en  '}(/?)  classes  de  substitutions  écjuivalcntes  entre 
elles  par  rapport  au  groupe  modulaire,  de  sorte  que  J'  a  '}(/')  va- 
leurs. 

Il  y  a  donc  une  équation  algébrique  entre  J'  et  J  :  on  voit  facile- 
ment qu'elle  est  symétrique  en  J  et  J'  et,  d'après  ce  qu'on  vient  de 
dire,  elle  est  du  degré  '|i.  C'est  l'équation  modulaire. 

Mais  on  peut  donner  une  autre  définition  de  la  transformation 
plus  générale  que  la  première.   Cette  transformation  consiste  à 

remplacer  co  par  '■ -=■>  a.    b.   c,   d  étant  des   nombres   entiers 

assujettis  à  la  condition  ad  —  bc  =  n.  Cette  nouvelle  transforma- 
tion s'appellera  transformation  étendue,  tandis  que  la  première 
est  la  transformation  propre.  Si  l'on  range  dans  une  même 
classe  les  transformations  étendues  qui  se  déduisent  les  unes  des 
autres  par  des  substitutions  modulaires,  il  j  en  a  ^{n)  classes, 
<P(/?)  étant  la  somme  des  diviseurs  du  nombre  n.  D'autre  part,  on 
voit  facilement  que  chaque  classe  de  transformation  étendue  cor- 
respond  à   une   classe  de    transformation   propre  d'ordre   /?,    ou 

d'ordre  -,  -  t-  étant  un  diviseur  de  n.  On  a  donc  l'identité 
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iflenlilr  d  ailleurs  facile  à  Iroiiver  (liiY'eleiiient.  riiai^  (|iii  dcmiie  ici 
le  premier  exemple  d'appliealioii  des  ihéories  r|iii  nous  (•(•(  iip(;iil, 
à  la  démoiislralion  d'ideiililés  arilliinélif|iies  (  '  j. 

Enstiile  on  établit  le  j^enrc  du   |)ol\^one  de  li-ansloi  iiialion  F.j^. 
Chemin  l'aisanl,  on  lornhe  sur  Tidenlilé  inléressanle 


la  somme  élanl   élcndue  à   lr)us  les  diviseurs  I)  du  iiomhi-e  /î,  el  t 

élanl  le  plus  <;ran(l  commun  diviseur-  de  D  cl  de  — • 

Ce  que  nous  avons  diL  de  r('(]ualion  eiilre  J  el  .1'  s'applique  à 
toute  fonction  du  premier  de<;ré. 

Quant  à  l'équalion  rclalive  à  la  Iranslormation  ('tendue,  elle  est 

de  degré  <!>(/?),  mais  se  décomj)ose  en  équations  de  degrés  <I>  (  — ,  )  ' 
dans  le  domaine  de  ralionnalilé  de  i^o  et  de  j^a. 

Les  résultats  précédents  sont  appliqués  en  particulier  à  la  fonc- 
tion J(o)V  L'équation 

F(J,J')  =  o, 

qui  lie  •l(o>)   à  J':^J(/?(o)   est  établie   pour  les   valeurs  sim|)les 
de  /?,  pour  lesquelles  le  genre  de  ^^^,1)  est  nul. 

La    transformation   peut  s'appliquer   aux    fonctions   de   degrés 


('  )  Celle  formule 


donne 


*('0  =  V.,(^) 


T- 


fl'oi'i  enfin 


■^  <!'  (  ;?  )  _  Y^  -j  (  //  )        Y^      I 

jim^  II'  À,d         II'  ^    i'I")' 

n-.l  II  =  1 


:;(,,)  :(,9  —  i)^  y  '^-^"l  X  a^-O, 


^^    II'  %y->s) 

n  =  1 


ÎI(.<t)  éfani  la  fonrlion  de  Rieniann    7     —  \vnjr  V..  C.ww-.y.,  Mihiioiie  f^itr  la  fonc- 
lion  i^(.s)  {AniHtles  de  l'Ecole  Normale  supérieure,  3'  série,  t.  XT.  p.  m^  ;  iSç/i  )]. 
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quelconques;  le  piohiriiie  s'élend  ;ilors  heaucoup,  deux  (JUiapilres 
y  soiU  consacrés  :  dans  le  pieinicr  on  donne  les  principes  généraux, 
dans  le  second  on  élaljlil  les  é([ualions  de  Iransformalion.  Soit  z 
une  fonction  modulaire  relative  à  un  sous-groupe  Tjj..  Supposons 
(|u"à  une  \aleur  de  z  corres|)ondenl  v  valeurs  de  J,  à  chaque  va- 
leur de  J  corres])ondenl  6  valeurs  de  J'=:  J(;i(o)  ;  enfin,  à  chaque 
valeur  de  J'  correspondent  [j.  valeurs  de  z'^=  z{nu)).  De  sorte  que 
l'équation  entre  z  et  z',  qui  d'ailleurs  est.  évidemment  sjmétrique 
par  rapport  à  ces  deux  quantités,  est  du  degré  avl». 

Mais  celte  équation  peut  être  réduclihle,  et,  dans  le  cas  particu- 
lier où  elle  admet  comme  facteur  une  équation  de  degré  -i,  cette 
dernière  jouit  de  propriétés  ahsolument  analogues  à  l'équation 
modulaire  relative  aux  (onctions  du  premier  degré,  et  peut  être 
aussi  appelée  une  équation  modulaire.  La  recherche  des  circon- 
stances dans  lesquelles  se  présente  ce  cas  est  faite  par  la  considé- 
ration du  groupe  Fj^.  comparé  au  groupe  des  transformations 
d'ordre  «,  dans  le  cas  où  n  est  premier  avec  le  degré  de  la  fonc- 
tion, ce  qui  nécessite  des  recherches  générales  sur  le  sous-groupe 
commun  à  deux  sous-groupes  donnés,  recherclies  c[u'on  trouve 
dans  le  troisième  Chapitre.  Les  équations  modulaires  n'existent 
que  lorsque  le  genre  p  de  Fy.  est  nul,  c'est-à-dire  quand  J  est 
fonction  rationnelle  de  z^  sans  que  la  réciproque  soit  vraie. 

Dans  le  Chapitre  suivant,  on  étudie  des  équations  particulières, 
principalement  celles  qui  se  rapportent  aux  fonctions  du  second 
degré  de  Jacobi.  A  la  lin  de  ce  Chapitre,  on  examine  les  formes 
irrationnelles  trouvées  par  Legendre  et  Jacobi  pour  les  équations 
de  transformation,  par  exemple  l'équation  y/A7 -h  y^Â:' /' =  i ,  rela- 
tive à  la  transformation  du  troisième  ordre.  Ces  résultats  sont 
rattachés  à  une  théorie  plus  générale,  celle  de  la  correspondance 
modulaire,  sur  laquelle  on  reviendra  plus  tard. 

Nous  avons  déjà  dit,  et  l'on  sait  déjà  depuis  longtemps,  qnelles 
nombreuses  et  belles  applications  à  l'Arithmétique  découlent  de 
la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  Ces  applications,  éparses  dans 
les  œuvres  admirables  de  Jacobi,  de  Kronecker,  de  M.  Her- 
mite,  etc.,  manquent  de  points  de  vue  généraux.  Les  auteurs  du 
livre  dont  nous  nous  occupons  ont  cherché  à  en  établir  pour  ce  qui 
regarde  les  applications  des  équations  modulaires  à  la  théorie 
des  formes  quadratiques  binaires  à  coefficients  entiers. 
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Rappclons-noiis  la  rcpiv'senlalion  ^('-onK'lrifuic  (rmic  W-llo 
forme  donnéo  dans  le  lomc  I  de.  TOuvraj^e.  Si  le  déterminant 
D  =  //-  —  ac,  de  la  forme  (/.r-  -+-  'j.Oxy  +  cy-,  esl  négatif,  la  forme 

est  représentée  par  le  j)oinL  —  du  demi-plan  au-dessus  de 

l'axe  des  x.  Si  le  déterniinant  de  la  forme  est  |)ositif,  elle  est  re- 
présentée par  le  eerele  déerit  sur  le  segment  de  l'axe  des  .r,  limité 
par  les  deux  points  racines  de  la  forme,  cercle  dont  l'équation 
est 

Soit  alors  une  équation  modulaire /(J,  J')  =  o  du  premier  de- 
gré, relative  à  la  transformation  du  /?r"'^  ordre.  Cherchons  si  J' 
peut  être  imaginaire  conjugué  de  J,  c'est-à-dire  si  Ton  peut  avoir 

Portant  ces  valeurs  dans  l'équation 

/(J,J')  =  o, 
qui  est  symétrique  en  J  et  J',  il  vient 

//(X,  Y)  =  o. 
Or  les  valeurs  de  J'  sont 

V  étant  une  substitution  modulaire. 

J[/?  V((o)]  devant  être  imaginaire  conjuguée  de  J(w),  il  faut  que 
les  substitutions  /?V((o)  et  —  w  soient  équivalentes  relativement 
au  groupe  modulaire,  autrement  dit  qu'il  existe  une  substitution 
modulaire  Y'  telle  que  Ton  ait 

.  V'[«V(co)]  =  — w. 

Soit 

V \nY( to )]  =  ^""^''  ,  [,,1  _ac=.  n); 

Cl  OJ  ^  ci 

il  en  résulte 


ou,  en  posant  (o  =  x  -|-  /)•, 


6(a"  H- l'y) -+- c 

— f-' .  =  —  (.r  —  ly) 

a(a7  -i-  ly)  -\-  d  ^  -^  ' 
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ou 

o  (  x-  -+-  y-  )-+-(/>  -f-  r/  )T  -h  c  -^  i{  h  —  r/  )y  =  o, 

ce  qui  oxij^c  (|uc  h  —  c/s<»ii  mil,  el  iilcti's  il  nîsle 

a ( x-  -^ y'-)  -\-  -i  b X  ~  c  =  o , 
el  Pégalilc  bd  —  oc  =  n  devient 

b- —  oc  =  n, 

(le  soile  que  ax--\-  ibxy  -\-  cy-  est  une  forme  de  délerminant  /?, 
dont  le  cercle  l'eprésentatif  passe  par  le  point  w  pour  lequel  J'=  J. 
La  récij)ro(pie  est  vraie  si  un  ])oint  w  est  sur  un  cercle  tel  que  le 
précédent,  dont  les  coefficients  satisfont  à  l'équation  h- —  ac  =  n  ; 
il  y  a  un  module  J'  imaginaire  conjugué  de  J.  Les  courbes  A  =  o 
sont  les  représentations  conformes  de  ces  cercles  par  la  fonction 
correspondante.  Elles  sont  appelées  courbes  de  Smith,  du  nom  de 
leur  inventeur.  Les  courbes  de  Smith  ne  sont  d'ailleurs  que  les 
lignes  qui,  sur  la  surface  F,t,,  ne  changent  pas  par  la  transforma- 
tion WA  =  -^-  de  sorte  nue  le  nombre  de  ces  lignes  égale  le 

nombre  des  classes  des  formes  primitives  du  déterminant  n.  Des 
considérations  analogues  s'appliquent  à  la  transformation  étendue  ; 
elles  ont  rapport  aux  formes  primitives  ou  non. 

Tout  ce  qui  précède  n'a  rapport  qu'aux  formes  à  délerminant 
po"sitif,  mais  la  théorie  des  équations  modulaires  s'applique  égale- 
ment aux  formes  à  délerminant  négatif.  Cette  application  repose 
sur  la  considération  des  .nodules  J  singuliers,  c'est-à-dire  égaux  à 
un  module  transformé  J'.  L'équation  entre  J  et  J'  étant 

/(J,J')==0, 

de  tels  modules  sont  évidemment  donnés  par  l'équation 

/(  J .  J  j  =  o 
ou.  en  fonction  de  co, 

G  i  M)  —   o. 

Ainsi  les  valeurs  singulières  de  (o  sont  en  nombre  limité.  Or 
on  a 

J'=   J|    l{(-0lj. 

de  sorte  que  les  valeurs  singulières  de  <•)  satisfont  à  l'équation 

co  =  H  (  (O  ; 
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ou 

a  to  H-  6 

u»  =  ■  (  (t(l  —  bc  —  n  K 

c.  M  -^  cl 

OU 

c  oj-  +  (d  —  «  j  10  —  ^  =  o. 
l'osons 

c=  P,         (l  -„  =  q,         —b=  H; 

on  voit  que  m  est,  le  poinL  racine  de  la  forme 

donl  le  délerniinanl 

Q2  —  4  PU  =  f^/  —  rt  )2  -H  4  />e  =  (  d  -^  af—  \  n  =  y."-  —  \  n 
sera  négalit  à  condition  (|ue  l'on  ait 

I  •/.  i  <  x  s/n. 

Réciproquement  soient  un  nombre  n  et  un  nombre  x  moindre, 
en  valeur  absolue,  que  2^  /?,  et  une  forme  de  déterminant  néj^alif 
Q- —  4  t^J^  =  —  ''  ;  '^  J  ^  ""^  valeur  sini^ulière  de  io  et  une  substi- 
tution corresj)ondantes. 

Le  nombre  de  ces  valeurs  singulières  est  donc 

y  H  (  4  «  —  X2  ),  (—  x  <^7l  <  X  <   2  //7), 

y. 

ou  cette  somme  diminuée  de  i  quand  n  est  un  nombre  carré,  en 
désignant  par  H(A)  le  nombre  des  classes  de  déterminant  —  A. 

C'est  le  degré  de  l'équation  qui  donne  les  valeurs  singuUères 
deJ. 

Ce  degré  peut  se  calculer  d'après  ce  qu'on  a  dit  plus  baut  sur  la 
forme  des  équations  modulaires,  et,  en  le  comparant  à  l'expression 
précédente,  on  trouve 

2^  H(4«  —  >'•-)  =  ^(«j  -+-  ^'('0'         (—  ■>.\/Ti^y.%-j.fJii), 

4>(//  )  étant  la  somme  des  diviseurs  du  nombre  n; 
^F(«)  l'excès  de  la  somme  des  diviseurs  de  n  qui  sont  plus  grands 
que  y///,  sur  la  somme  de  ceux  qui  sont  plus  petits  que  \hi. 
Cette  belle  formule  a  été  trou\ée  par  Kronecker. 
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Une  (jucslioii  qui  a  Lcaiicoiip  de  rapports  avec  ies  précédentes 
est  celle  de  la  ninllipliealion  complexe  des  fonctions  elliptiques. 
On  sait  que,  n  étant  un  nondire  entier,  j3(««|  w,,  oj^),  pour  prendre 
cette  fonction  comme  exemple,  est  fonction  rationnelle  de 
p(M|to,,(Oo)etde p'(«|(o,,to^).  Existe-t-il  des  nombres  complexes  \x 
tels  que  jj(a;/|(o,,  to.)  jouisse  de  la  même  propriété?  11  faut  et  il 
suffit  pour  cela  (jue  Ton  ait 

[XIO,  =  C/(0|  -+-  6  tOo, 

r/,  h,  c,  d  étant  des  nombres  entiers,  d'où  facilement 

;ji-  —  {a  -r-  d ) [J.  -r-  ad  —  bc  —  o, 
_  ■/.±:  i/ï  _   10,         —Q±i\/\ 


•2  M  2  i  F 

(O  devant  être  dans  le  demi-plan  au-dessus  de  l'axe  réel,  on  j)rendra 
[-1  =  ; J  w  —  ■ i— ^ (en  supposant  c  >  o). 

On  voit  les  rapports  intimes  qu'il  j  a  entre  les  deux  Questions. 

Les  résultats  précédents  sont  ensuite  appliqués  aux  cas  de 
/i  =^  5  et  /^  =  y. 

Dans  le  Chapitre  suivant  on  cherclie  à  généraliser  les  résultats 
précédents  pour" les  écpiations  modulaires  de  degrés  supérieurs, 
d'après  les  travaux  de  Kronecker,  Gierster,  Ilurwitz.  On  applitjue 
particulièrement  aux  équations  modulaires  de  l'icosaèdre  relatives 
à  la  fonction  ^(t'))  (voir  le  1*^'  Volume).  Cela  donne  alors  des 
théorèmes  sur  les  formes  quadratiques  binaires  considérées  dans 
leurs  rajjports  avec  le  diviseur  5.  L'exemple  suivant  donnera  une 
idée  du  genre  de  théorèmes  que  l'on  obtient.  Soit 

n  ^^  ■!(  niod  J  j, 
on  a 

XIO  I  nioli  5  ' 

L'auteur  fait  utjc  étude  complète  de  ces  relations  en  examinant 
tous  les  cas   possibles  relativcmcul  aux  restes  de  n   et  de  x  par 
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rapporl   à   5.    (^elle   élude    lermiiic   la  IV''  Seclioii  de  l'()iiviaj;f'. 

Celle  IV'^  Seeliori  n'élail,  cotnriie  nous  Tavons  dit  au  eouiuieneo 
menl,  qu'une  piéjjaralujn  à  raclièvetnenl  du  |)r()l)lèuie  fonda nien lai 
exposé  dans  la  1""'  Sedion  :  former  des  foneli(jns  modulaires  de 
degrés  supérieurs.  C'csl  à  ee  problème  qu'esl  eonsacréela  V'' Sec- 
lion. 

Ici  l'auleur  fail  intervenir  une  représenlalion  géoniélrique  qui 
n'esl  pas  essenlielle,  mais  qui  esl  comuujde  cl  inléressanle,  à  sa- 
voir la  représenlalion  par  les  courbes  normales  cllipli(|ues.  Soil 
une  fonclion  doublemenl  périodicjiie  du  pren)ier  degré,  sa  pério- 
dicilé  esl  représenlée  dans  le  plan  des  u  |îar  une  division  en 
parallélogrammes.  Soit  m  le  nombre  de  poinls  d'un  de  ces  paral- 
lélogrammes en  lesquels  la  fonclion  prend  une  même  valeur, 
nous  pouvons,  par  le  moyen  de  la  fonclion,  représenter  ce  paral- 
lélogramme sur  une  surface  de  Riemann  à  ni  leuillels  F„j  qui  est 
du  genre  i.  On  sait  (ro//*  le  l*^'"  \  olume)  que  les  fonctions  algé- 
briques de  F,„,  qui  restent  finies  sur  la  surface,  excepté  peut-être 
en  n  certains  points,  sont  fonctions  linéaires  de  n  —  i  spéciales. 
Or  nous  pouvons  considérer  les  valeurs  de  ces  n  —  i  fonctions  en 
chaque  point  de  la  surface,  comme  les  coordonnées  d'un  point 
dans  l'espace  k  n  —  i  dimensions.  Ce  point,  dont  les  coordonnées 
sont  fonctions  d'un  paramètre  «,  décrit  daus  cet  espace  une 
courbe  K«_(.  A  chaque  point  de  la  surlace  correspond  un  point 

de  la  courbe,  etcette  courbe  est  d'ordre  n  ou  -,  suivant  (lu'à  chaque 

point  de  la  courbe  correspond  un  ou  p.  poinls  de  la  surface. 

On  saisira  mieux  celle  idée  générale,  en  remarquant  que  dans 
le  cas  particulier  de  «  =  3  on  a  la  représentation  bien  connue  des 
cubiques  planes  par  les  fonctions  elliptiques. 

Ces  considérations  donnent  une  forme  géométrique  aux  pro- 
blèmes de  la  division  et  de  la  transformation.  Ainsi  le  problème 
de  la  division  se  ramène  à  la  recherche  de  substitutions  linéaires 
qui  ne  changent  pas  la  courbe,  et  celui  de  la  transformation  à  la 
recherche  des  polyèdres  à  n  faces  dans  l'espace  an — i  dimen- 
sions qui  ne  changent  pas  par  les  mêmes  substitutions.  Les  équa- 
tions des  faces  de  ces  polyèdres  donnent  des  fonctions  Xaqul  sont 
du  degré  /?,  iii  ou  \ii  suivant  que  n  est  luq)alr  ou  :^  o  ou 
HH  2  (mod.  i  ). 
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Ces  t'onclions  sont  éliidiées  parliculièremenl  (hms  leurs  rap- 
ports avec  les  subslitulions  S  etT;  ces  suhsliuitions  Iransforment 
ces  Ibnclions  les  unes  dans  les  au  1res  avec  adjonclions  de  coefli- 
cienls  conlcnanl  l'irrationnelle  y'n  el  les  racines  n"'"''  de  l'unité. 
Des  combinaisons  de  ces  formules  donnent  les  séries  singulières 
de  Gauss 

2:(7.)«^'- 


A^l 


Ensuite  on  étudie  les  fonctions  qu'on  obtient  par  combinaisons 
bilinéaires  des  X^,  leurs  développements  en  série  suivant  les  puis- 
sances de  u.  Les  coefficients  de  ces  développements  donnent  des 
formes  modulaires,  et  c'est  un  procédé  général  pour  déduire  des 
formes  modulaires  de  fondions  modulaires  elliptiques.  Ces  consi- 
dérations sont  ensuite  appliquées  à  des  valeurs  particulières  den. 
Pour  /ï^7  on  est  naturellement  amené  à  comparer  ces  résultats 
avec  ceux  trouvés  pour  ces  mêmes  valeurs  de  n,  dans  le  1''  Volume, 
et  en  particulier  les  développements  suivant  les  puissances  de 
,._g-m.).  Dans  les  développements  actuels,  le  calcul  introduit 
comme  coefficients  des  formes  qnadratiques,  dans  les  développe- 
ments précédents  on  avait  des  sommes  de  diviseurs;  en  identifiant, 
on  trouve  des  formules  dont  la  suivante  qui  correspond  à  n  =  6 
donnera  une  idée  :  m  étant  un  nombre  posât'/,  le  nombre  des 
représentations  de  4m,  sous  la  forme 

Xi  étant  congru  avec  j-/(  mod.  ■>.),  est  égal  à  douze  fois  la  somme 
des  diviseurs  de  n  premiers  avec  3. 

On  examine  ensuite  le  cas  de  «  >  7  et  en  particulier  celui  de 
/i  ==  II .  Les  fonctions  obtenues  sont  nouvelles. 

Enlin  dans  la  Vl"^  et  dernière  Section  de  l'Ouvrage  est  développée 
la  théorie  de  la  correspondance  modulaire,  dont  nous  avons  parlé 
plus  haut  et  qui  est  une  généralisation  de  celle  des  équations 
modulaires.  La  correspondance  modulaire  donne  d'ailleurs, 
comme  les  équations  modulaires,  des  applications  arithmétiques 
du  plus  haut  intérêt. 

Avant  d'aborder  cette  théorie,  on  donne  de  nouveaux  dévelop- 
pements sur  celle  des  surfaces  de  lliemann  ;  intégrales  de  troisième 
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espèce,  forme  normale  de  ces  intégrales,  ix-riodcs,  (-eliaiige  du 
par-aiiirlre  el  de  rargiimeiit,  llu-orèiiK!  d'Ahel,  loiiLes  ces  questions, 
(lui  seront  l)ientot  classi(|ues,  ne  sont  ici  f|u'es(|uissées,  mais  de 
celte  manière  large  et  insiruclive  dont  M.  Klein  a  le  secret. 

Ensuite  on  introduit  dans  la  théorie  des  surfaces  de  lliemann 
la  considération  des  formes,  en  posant 


De  sorte  fjue  ivzZ  («v  étant  fonction  de  ;  et  v  étant  |)ositif  ou 
négatif)  est  une  forme  de  v""""  dimension. 

En  particulier,  de  la  considéralion  des  inlt-gralcs  de  troisième 
espèce  on  déduit  des  formes  dites  primitives,  non  algébriques, 
qui,  lorsque  la  variable  décrit  des  chemins  de  périodes,  se  repro- 
duisent à  certains  faclevirs  près.  D'ailleurs,  dans  le  cas  où  le  genre 
de  la  surface  est  égal  à  i,  ces  fornies  ne  sont  autres  que  des  Jonc- 
tions Xj. 

Ces  fomnes  primitives  servent  à  la  re[)résenlalion  de  toutes  les 
fonctions  algébri([ues  et  des  intégrales  de  F„,  et  au  problème  de 
l'inversion  qui  est  traité  d'après  les  principes  de  M.  Weierstrass. 

Le  Chapitre  suivant  est  consacré  à  la  théorie  générale  de  la 
correspondance  algébri{|ue.  Considérons,  par  exemple,  une  courbe 
plane;  on  appelle  corres^jondance  algébrique  (a[i)-voque  une  re- 
lation algébrique  entre  deux  points  .r,  y  de  la  courbe  telle  qu'à 
chaque  position  de  x  correspondent  a  positions  de  i'  diflérentes 
en  général  de  x  et  (V  coïncidant  avec  x,  et  à  chaque  position  de  y, 
f)  positions  de  x  diflérentes  en  général  de  y,  et  w'  coïncidant 
avec  y.  On  démontre  d'abord  que  iv  =z  w'^  mais  il  y  a  v  positions 
spéciales  de  x  pour  lesquelles  un  des  points  y  coïncide  avec  a:.  Le 
principe  de  correspondance  s'exprime  par  l'égalité 


p  étant  le  genre  de  la  courbe. 

Soil  to  un  point  du  plan;  faisons-lui  correspondre  le  point  nto. 
Considérons  d'autre  |)art  une  surface  Fjj.  correspondant  à  un 
groupe  invariant  de  cungruences  F^.  de  degré  premier  à  /?.  Au 
point  co  correspond  sur  la  surlacc  un  point  u .  et  au  jjoint  n  o)  un 
point    ]'.   Mais  si  x  décrit    sur   la    surface   un   contour  fermé,   cela 
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revient  à  remplacer  co  par  un  point  du  demi-plan  rK-)  équivalent 
par  rapport  à  T.;  alors  nco  est  devenu  m,(co)-  Or  de  tous  les 
poinls  m-Kco)  H  )'  en  a  -^'O  Iné-quivalents  par  rapport  a  U,  On 
!.  ainsi  une  correspondance  ^voque,  qui  est  dite  correspondance 

modulaire.  .     ,. 

On  voit  que,  si  le  genre  de  T,  est  nul,  on  retrouve  en  parUenber 

les  équations  modulaires.  ,     w,  -i 

Cette  correspondance  modulaire  est  étudiée  avec  plus  de  détails 

pour  certaines  valeurs  particulières  de  m. 

Elle  donne  naissance,  comme  la  théorie  des  équations  modulaires 

dont  elle  est  une  généralisation,  à  des  identités  anlhmétiques 
Pour  donner  une  idée  de  ces  Identités,  citons  par  exemple  la 

suivante,  relative  au  degré  7  : 

4H(4«)  =  *(")  +  ^I^(")' 

n  ('.tant  non  reste  de  7.  1 

Les  formes  réduites  {^,  O,  P)  ne  comptant  que  pour  -  et  les 

formes  réduites  (P,  P,  P)  poar  ^ 

(D(/i)  désignant  la  somme  des  diviseurs  de  n. 
M'in)  désigtrant  la  somme  ',^{^) x  étendtœ  à  toutes  les  re- 
présentations du  nombre  ^n  par  la  forme  bitraire  quadratique 

Tontes  ces  Identités  se  tirent  d'une  double  évaluation  du  nombre  . 
des  coïncidences,  par  la  formule  d'Hurwitz  ou  directement. 

On  peut  établir  une  correspondance  analogue  entre  deux  points 
d'une  surface  de  Riemann.  L'étude  de  celte  correspondance  est 

faite  d'après  M.  Hurwitz. 

En  particulier  on  remarquera  une  formule  donnant  le  nombre  v 
des  coïncidences  (i^oi/- plus  haut). 

La  correspondance  modulaire  est  un  cas  particulier  de  celle 
correspondance  algébrique  générale.  ... 

Enfm  le  dernier  Chapitre  est  consacré  à  la  représentation  algé- 
brique de  la  correspondance  modulaire,  que  la  relation  co  = /m,. 
donne  sous  forme   transcendante.  Comme  cas  particulier  on  re- 
liull.  des  Sciences  mathérn.,  r  série,  l.  Wm.  (I-Hel  .S,i  ) 
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Lrouve  les  équations  irrationnelles  de  Lcgendre  et  Jacol)i  don  liions 
avons  parlé  plus  haut. 

Il  est  toujours  dilïîcile  de  donner,  dans  une  courte  analjse,  une 
idée  exacte  et  suffisante  d'un  Ouvrage  considérable,  surtoul  s'il 
s'agit  d'un  Ouvrage  d'applications  comme  celui  dont  nous  nous 
occupons.  Nous  serons  heureux  si  le  résumé  précédent,  quelque 
imparfait  qu'il  soit,  donne  à  nos  lecteurs  le  désir  de  lire  le  Livie 
lui-même. 

A  ceux  d'ailleurs  qui  seraient  elFrajés  par  ses  dimensions 
(les  deux  volumes  réunis  n'ont  pas  moins  de  1460  pages)  s'adresse 
la  Préface  du  second  Volume.  M.  Fricke  y  donne  un  programme 
des  matières  du  premier  Volume  indispensables  à  étudier,  et 
l'ordre  le  plus  avantageux  à  suivre  dans  cette  étude.  Ce  n'est 
d'ailleurs  évidemment  là  qu'une  indication,  chacun  pouvante  son 
gré  et  suivant  ses  besoins  particuliers  modifier  ce  programme. 
Ceci  est  encore  plus  vrai  pour  le  second  V'^olume,  à  cause  de  son 
caractère  plus  particulier  d'application. 

Maintenant,  quand  on  pense  que  cette  théorie  des  fonctions 
modulaires,  si  considérable  par  elle-même,  n'est,  dans  l'esprit  de 
l'auteur,  que  la  suite  de  ses  leçons  sur  l'icosaèdre,  et  la  prépara- 
tion à  la  théorie  générale  des  fonctions  automorphes  (à  substitu- 
tions linéaires),  on  ne  peut  se  défendre  d'un  sentiment  d'admira- 
tion pour  la  grandeur  de  l'œuvre  entreprise. 

Alors  que  M.  Poincaré  sest  avancé  d'un  seul  coup  aux  limites 
de  cette  théorie,  mais  en  laissant  derrière  lui  bien  des  régions 
inexplorées.  M.  Klein  a  voulu  procéder  avec  plus  de  sûreté;  les 
travaux  des  deux  géomètres  se  compléteront  et  leurs  noms  reste- 
ront inséparables  dans  l'histoire  de  la  Science. 

E.    CvHEiV. 


il  f:  LAN  (Ht  s. 


]VII£LAN(iES. 

M.  MAURICE  CANTOR  ET  LA  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE   DE  L'ANTIQUITÉ; 
Par  m.   II. -g.  ZEUTHEN. 

Dans  la  préface  de  la  seconde  édition  du  premier  Volume  de 
ses  imporianles  Vorlcsungeii  iiber  Geschichle  der  Malhcmatik^ 
M.  Maurice  (ianlor  déclare  qu'il  a  lâché  de  profiler  de  loules  les 
publications  des  derniers  treize  ans  qui  étaient  à  sa  disposition, 
soit  en  insérant  leurs  nouveaux  résultats  dans  son  livre,  soit  en  les 
citant  sans  leur  donner  son  adhésion.  La  libéralité  envers  les  ad- 
versaires scientifiques  que  fait  voir  ce  dernier  alternatif  est  entiè- 
rement dans  l'esprit  de  la  première  édition,  où  très  souvent  l'au- 
teur expose  les  raisons  des  adversaires  si  complètement  qu'il 
fournit  au  lecteur  tous  les  renseignements  nécessaires  pour  juger 
dans  le  litige. 

D'autant  plus  sévère  devient  le  jugement  porté  indirectement 
par  M.  Cantor  sur  les  recherches  appartenant  au  cadre  de  son 
livre,  dont  il  ne  daigne  pas  faire  connaître  à  ses  lecteurs  un  seul 
des  résultats  assez  divergents  des  siens.  C'est  cela  qui  a  lieu  pour 
les  recherches  sur  la  Géométrie  supérieure  des  anciens,  consi- 
gnées à  mon  livre  sur  la  théorie  des  coniques  de  l'antiquité  ('). 

Il  est  vrai  que  M.  Cantor  (p.  •l'jo')  s'est  joint  à  mon  avis  sur  un 
point  assez  essentiel  de  l'histoire  des  Mathématiques  élémentaires 
des  Grecs  (la  connaissance  d'Euclide  de  la  résolution  numérique 
des  équations  du  second  degré);  je  le  note  avec  satisfaction, 
quand  même  le  compliment  que  me  fait  M.  Cantor  à  cet  égard 
serait  plutôt  dû  à  M.  Paul  Tannerj.  Il  cite  même  (p.  2'y6)  une 
de  mes  recherches  sur  la  théorie  des  coniques,  mais  d'une  ma- 
nière qui  donne  une  idée  assez  fausse  de  mon  résultat.  Je  trouve 
aussi  dans  sa  nouvelle  édition  quelques  corrections  de  faits  histo- 
riques qui  n'étaient  pas  bien  rapportés  dans  la  première  édition 


(')  II. -G.  Zeutuen,  Die  Lehre  von  den  Kegelschnitten  im  Alterthum.  Deutsche 
Ausgabe  (du  travail  publié  originairement  en  danois  dans  les  Mcnioires  de 
l'Académie  de  Danemark)  hesorgt  von  Dr.  1^.  v.  Fischcr-Bcnzon. 

Voir,  dans  ce  Bulletin,  l'analyse  de  M.  l'.  Tannery,  2'  série,  t.  X,  p.  268;  i88(). 


iG',  l'HIîMltKI':    l'Ai;  11  IL 

(;l  sur  lesquels  j'avais  alliré  rallenlion,  cl  je  n'ai  iiulleinenl  litti 
de  me  plaindre  que  M.  Canlor  ne  m'a  j)as  eilé  à  l'oceasion  de  ees 
corrections,  car  elles  porlent  seulement  sur  des  endroits  d'auteurs 
assez  connus.  C'est  son  silence  absolu  sur  tous  les  autres  résultats 
de  mes  recherches  fjui  en  contient  le  juj^enicnl  doiil  je  demande 
ici  la  justification. 

La  forme  indirecte  de  ce  jugement  a  |)oiir  moi  linconvénient 
que  ses  j)rémisscs  me  restent  enlièrement  inconnues.  J'ai  cherché 
en  vain  dans  la  nouvelle  édition  le  rapport  d'un  seul  fait  qui 
n'était  pas  déjà  mentionné  soit  dans  la  première  édition,  soit  dans 
mon  livre;  une  seule  remarque  sur  ur)  des  derniers  faits  montre 
que,  dans  ce  cas  particulier,  M.  Cantor  a  gardé  son  opinion, 
mais  n'explique  pas  pourquoi  il  a  regardé  la  mienne  comme  in- 
digne d'être  citée,  l.a  valeur  du  jugement  dépend  donc  exclusive- 
ment de  l'autorité  de  I\J.  Cantor. 

Pour  me  défendre,  il  ne  me  reste  dotic  qu'un  seul  moyen  :  celui 
dalTaiblir  cette  autorité  quant  aux  (juestions  qui  m'ont  occupé 
dans  mon  livre.  Je  me  hâte  d'ajouter  qu'il  serait  aussi  inutile 
qu'injuste  d'essajer  de  rendre  suspects  aussi  les  fruits  des  re- 
cherches plus  directement  historiques  de  M.  Cantor  :  le  soin 
infatigable  dont  il  a  ramassé  les  faits  historiques  de  tout  côté 
possible,  la  sage  critique  dont  il  les  a  élaborés  et  la  justesse  dont 
il  les  a  exposés  sont  trop  légitimement  respectés  pour  cela.  11  serait 
même  ingrat  de  ma  part  d'en  élever  aucun  doute;  ce  n'est  en  effet 
qu'en  ayant  égard  à  toutes  les  remarques  historiques  de  M.  Cantor 
et  en  consultant  les  auteurs  cités  par  lui,  que  je  me  suis  mis  à 
l'abri  du  danger  de  donner  des  auteurs  anciens  une  explication 
qui  ne  concorde  pas  avec  le  temps  de  leurs  productions. 

Les  remarques  suivantes,  et  celles  que  j'ai  eu  lieu  de  faire  ail- 
leurs portent  donc  seulement  sur  son  analvse  mathématique  des 
f'rands  auteurs,  ici  en  particulier  de  ceux  de  l'antiquité.  Sa  liste 
des  résultats  qu'on  leur  doit  contient  rarement  de  trop,  mais 
assez  souvent  de  trop  peu,  et  très  souvent  ceux  qu'il  néglige  ont 
été  mieux  étudiés  dans  les  temps  suivants  que  par  M.  Cantor,  de 
façon  qu'il  a  perdu  un  moyen  de  voir  l'évolution  postérieure  des 
idées;  mais,  avant  tout,  les  jugements  qu'il  porte  sur  la  valeur  et 
sur  la  connexion  de  leurs  différentes  prestations  montrent  qu'il 
ne  les  a  pas  soumis  à  l'étude  mathémalirpie  que  méritent  les 
travaux  des  grands  géomètres. 
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l^oiir  mcllrc  à  sa  jiislc  place  un  i\c  ces  cliefs-d'œux  rc,  il  ne  sullil 
pas  d'enregislrer  les  résullals  connus  aujourd'hui  (ju'il  conlicnl 
et  déjuger  ces  résultats  d'après  le  rôle  qu'ils  jouent  dans  les  Ma- 
thématiques actuelles  et  d'après  la  facilité  (pi'on  a  à  les  vérifier 
par  les  méthodes  modernes;  il  faut  se  mettre  aux  pieds  de  l'auteur 
pour  en  aj)prcndrc,  s'il  est  possible,  les  idées  qui  l'ont  conduit  à 
découvrir  ces  résultats,  ou,  du  moins,  les  considéiations  si  difle- 
renles  des  nôtres  qui  lui  permettent  de  les  établir  d'une  manière 
si  complète.  Il  ne  faut  pas  mesurer  d'après  les  nôtres  les  facultés 
des  anciens  maîtres  de  se  servir  de  procédés  géométriques  beau- 
coup moins  développés  que  l'Algèbre  de  nos  jours  :  ils  en  avaient 
appris  l'usage  difficile  parce  qu'ils  avaient  été  renvoyés  à  s'y 
exercer  et  parce  qu'ils  étaient  de  grands  hommes. 

Un  véritable  jugement  sur  les  grands  savants  des  temps  passés, 
même  un  rapport  sur  leurs  prestations  qui  n'oublie  rien  d'essen- 
tiel, demande  une  étude  de  cette  nature.  Cependant,  il  faut  con- 
venir qu'elle  aurait  dérobé  à  M.  Cantor  trop  du  temps  qu'il 
applique  si  utilement  aux  études  plus  historiques.  S'il  n'a  pu  tou- 
jours j  joindre  l'étude  plus  mathématique  dont  je  viens  de  parler, 
il  en  résultera  seulement  que  les  parties  de  son  livre  où  il  y  en 
aurait  besoin  ne  sont  pas  à  la  hauteur  des  autres.  Quant  aux  ré- 
sultats de  mes  études  de  la  Géométrie  supérieure  des  anciens,  il 
n'_y  pouvait  pas  prendre  position  sans  une  nouvelle  étude  des  au- 
teurs en  question  et  de  mes  recherches.  S'il  n'a  pas  eu  le  temps  de 
la  faire,  je  ne  m'étonne  pas  qu'il  ait  gardé  les  opinions  une  fois  ac- 
quises, mais  alors  il  aurait  dii  avouer  qu'il  ne  faisait  que  les  réim- 
primer. Si,  au  contraire,  après  une  étude  sérieuse,  il  trouve  mes 
résultats  mal  fondés,  au  point  de  vue  historique,  il  lui  doit  être 
facile  de  le  montrer  par  quehjues  exemples.  On  ne  m'en  a  fait  voir 
aucun  depuis  la  })ublication  de  mon  livre  en  188G  ('). 

Afin  de  ne  me  rendre  pas  coupable  du  même  manque  d'égards 
que  je  reproche  à  M.  Cantor,  je  dois  appuyer  par  des  raisons  la 


(')  Sans  doute,  je  ne  puis  altcndre  de  l'unanimité  sur  les  hypothèses  avouées 
qui  sont  entremêlées  à  mes  analyses  des  travaux  anciens.  Je  défendrai,  du  reste, 
aussi  la  probabilité  de  ces  hypothèses  à  l'exception  de  celle  que  j"ai  faite  sur  les 
lieux  ad  nicdielates  à'Év'AÛxoslènc  :  elle  n'est  au  fond  qu'un  exercice  à  appliquer 
librement  les  méthodes  des  anciens. 
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critique  dn  son  élticle  des  grands  géomèlres  que  conlicnnent  les 
précédentes  lignes. 

Depuis  longtemps  il  a  montré  son  défaut  d'intérêt  particulier  à 
ces  auteurs,  en  publiant  son  Ouvrage  sur  Eaclide  et  son  siècle  (  '  ) 
sans  connaître  directement  les  coniques  cf  Apollonius.  Il  est  vrai 
qu'il  en  connaissait  l'analyse  faite  par  Housel,  mais  cela  ne  l'em- 
jjéche  pas  de  répéter  certains  malentendus  traditionnels  évités  par 
Fauteur  cité.  Dans  ses  Leçons,  il  se  réfère  bien  au  texte  conservé 
d'Apollonius,  mais  il  préfère  toujours  les  sources  variées  de  l'his- 
torien aux  importants  documents  mathématiques  conservés  des 
mains  des  gi'ands  géomètres. 

On  le  voit,  avant  tout,  à  la  manière  dont  il  compare  Apollonius 
à  ses  prédécesseurs.  Pour  constater  les  progrès  dus  à  ce  grand 
géomètre  il  renvoie  à  des  remarques  de  Geminus  et  Pappus  que 
sans  doute  aucun  historien  ne  négligera  impunément^  mais  de  son 
côté  M.  Cantor  néglige  (entièrement  dans  la  première  édition)  d'en 
contrôler  la  portée  parla  comparaison  des  œuvres  d'Archimède  et 
d'Apollonius.  Il  laisse  échapper  de  celte  façon  une  occasion  de 
corriger  l'erreur  généralement  répandue  qui  se  rattache  à  la  déno- 
mination de  théorème  d'Apollonius.  On  donne  à  présent  ce  nom 
au  théorème  exprimant  (pour  l'ellipse  et  l'hyperbole)  que  les 
carrés  des  demi-cordes  parallèles  d'une  conique  sont  propor- 
tionnels aux  rectangles  formés  des  segments  interceptés  sur  le 
diamètre  correspondant  entre  les  cordes  et  les  sommets.  Ce 
théorème  est  très  bien  connu  j^ar  Archimède  et  sert  même  de  base 
aux  recherches  où  il  fait  usage  des  coniques.  M.  Cantor  n'en  dit 
rien.  Au  contraire,  en  faisant  passer  pour  un  grand  progrès  géo- 
métrique la  forme  particulière  que  lui  donne  Apollonius,  et  à 
laquelle  ce  géomètre  a  rattaché  les  noms  des  trois  coniques  en 
usage  aujourd'luii,  il  contribue  essentiellement  à  cacher  le  fait 
important  que  je  viens  de  rappeler  (-).  On  le  regrette  d'autant 
plus  que,  sans  la  connaissance  de  ce  fait,  on  ne  comprend  pas 


(')  Zeitschrift  fiir  Math,  und  Phys.,  hist.  lit.,  Abth.,  XII,  p.  71  s. 

(')  Le  seul  moyen  de  le  trouver  qu'il  laisse  à  ses  lecteurs,  c'est  la  citation  de 
mon  livre  dont  j'ai  déjà  parlé  (p.  276,  note);  mais  il  ne  cite  pas  l'endroit  de  mon 
livre  (p.  47  etsuiv.),  et  ne  m'attribue  aucune  opinion  raisonnable  :  il  se  contente 
de  m'attribuer  une  réponse  affirmative  à  une  série  de  questions  trop  aptes  à 
cacher  le  fait  en  question  pour  que  j'y  puisse  répondre. 
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cominonl  Archimèdc  a  su  trouver  les  propriétés  de  certaines  sur- 
faces (lu  second  ordre  cl  les  volumes  de  leurs  segments,  et  faire 
ses  autres  applications  de  la  théorie  des  coniques. 

Selon  le  renseignement  dû  à  Geminus,  les  prédécesseurs  d'Apol- 
lonius n'auraient  connu  que  les  sections  coniques  faites  aux  cônes 
droits  par  des  plans  perpendiculaires  à  une  de  leurs  génératrices. 
Après  s'être  contenté  dans  sa  première  édition  de  s'appuyer  sur 
cette  remarque,  M.  Cantor  a  trouvé  juste  de  mentionner  dans  la 
seconde  les  preuves  que  fait  voir  Archimède  (et  peut-être  déjà 
Euclide)  de  la  connaissance  d'autres  sections  elliptiques.  Cepen- 
dant, il  n'est  pas  absolument  heureux  à  cet  égard.  Il  veut  borner, 
en  effet,  à  la  page  320,  la  connaissance  d'Archimède  aux  sections 
de  cônes  droits,  quoique  Archimède  s'occupe  en  particulier  de 
trouver  un  cône  circulaire  passant  par  une  ellipse,  et  dont  le 
sommet  se  trouve  sur  la  droite  menée  perpendiculairement  au 
plan  de  la  conique  par  son  centre.  Ce  cône  devient  évidemment 
oblique.  Le  problème  posé  originairement  par  Archimède  est 
même  encore  plus  général. 

Cependant  il  est  vrai,  et  personne  ne  l'a  nié,  qu'Archimcde  n'a 
occasion  de  parler  que  de  sections  elliptiques  de  cônes.  M.  Cantor 
peut  donc  très  bien  se  passer  de  mon  hypothèse  (qu'il  ne  cite  pas 
même)  que  les  renseignements  de  Geminus,  rapportés  par  Euto- 
ciùs,  n'ont  égard  qu'aux  définitions  stéréométriques  des  courbes 
et  de  leurs  constantes.  Alors,  il  a  toutefois  besoin  d'y  substituer 
une  autre  hypothèse  :  celle  que  Geminus  aurait  étendue  aux 
ellipses  un  renseignement  qui  n'était  juste  que  pour  les  para- 
boles et  les  hyperboles  ('  ). 

Il  n'est  pas  ici  le  lieu  de  discuter  ces  hypothèses.  Quoi  qu'il  en 
soit,  vu  la  familiarité  d'Archimède  avec  les  sections  elliptiques 
ayant  des  positions  différentes  par  rapport  aux  cônes  droits  et 
obliques,  et  vu  le  fait  qu'on  savait  déjà  surmonter  dans  le  cas 
d'une  position  particulière  les  difficultés  que  cause  l'extension 
aux  hyperboles,  aussi  la  valeur  géométrique  du  second  des  progrès 
que  M.  Cantor  attribue  à  Apollonius  d'après  Pappus  et  Geminus 


(')  A  cet  égard  aussi  M.  Dorslcn  se  joint  à  l'avis  de  M.  Canlor  dans  sa  Inlei- 
ding  op  eeiie  geschiedenis  van  de  leer  der  Kegelsneden  in  de  Oudheid.  l'iullcr- 
dani,  1887. 
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se  rccliiil  esseiilicllcincnl.  Ce  (in'il  l'iiiiL  rcgrcLlcr  le  plus  à  cel 
égard,  c'est  «jiie  par  la  loiif^iie  oceiipalion  de  ces  deux  progrès, 
l'auleiir  se  croit  exempt  de  rendre  coni])te  de  ceux  qui  se  pré- 
sentent iinmédiatemenl  à  la  lecture  des  premiers  livres  d'Apollo- 
nius et  à  la  comparaison  de  sa  théorie  générale  avec  les  connais- 
sances qui  f'ontla  base  des  recherches  d'Arcliimède  sur  les  coniques. 
M.  Cantor  ne  fait  guère  voir  la  grandeur  de  la  théorie  générale 
d'Apollonius,  témoin  en  même  temps  de  la  l)onne  préparation  due 
à  ses  prédécesseurs  el  à  son  propre  génie.  Il  est  vrai  qu'il  rend 
compte  d'une  grande  partie  des  résultais  qui  s'y  trouvent;  mais  il 
a  si  peu  vu  l'importance  et  l'état  complet  de  ces  résultats  et  la 
grandeur  du  travail  indispensable  pour  les  établir,  qu'encore  dans 
la  nouvelle  édition  il  résume  ainsi  le  but  des  (pialre  premiers  livres  : 
qu'ils  devaient  contenir  la  partie  de  la  Géométrie  supérieure  que 
devaient  connaître  les  étudiants  souhaitant  posséder  tout  ce  qui 
était  nécessaire  pour  résoudre  le  problème  Déli([ue  et  des  problèmes 
d'une  difficulté  (ou  facilité)  semblable  ('). 

Ces  propos  étonneront  même  ceux  qui  ne  connaissent  des  quatre 
livres  que  les  résultats  mentionnés  par  M.  Cantor,  notammciil 
ceux  du  troisième  livre.  On  j  trouve,  par  exemple,  le  théorème 
très  général  que  l'on  appelle  à  présent  le  théorème  de  Newton 
(il  était  connu  en  partie  par  Archimède),  et  le  théorème  sur  la 
polaire  d'un  point  arbitrairement  donné,  tandis  que  les  résolu- 
tions du  problème  Délique  ne  dépendent  que  des  premières  notions 
d  une  parabole  rapportée  à  son  axe  et  son  sommet  et  d'une  hyper- 
bole rapportée  à  ses  asymptotes.  C'est  aussi  un  tjpe  de  problèmes 
infiniment  plus  difficile,  qu'Apollonius  cite  lui-môme  dans  sa  pré- 
face, en  disant  qu'il  a  donné  les  suppléments  des  théories  anté- 
rieures indispensables  pour  compléter  les  résolutions  des  p/o- 
blèines  à  trois  et  à  quatre  droites. 

M.  Cantor  partage  l'admiration  de  tout  le  monde  pour  le  cin- 


(')  Afin  de  ne  faire  pas  tort  à  JVI.  Cantor,  je  rends  ici  verbalement  ses  propos 
étonnants  que  je  n'ai  pas  su  traduire  verbalement  :  «  So  musste  das  IV.  Bucli... 
glcichmÉissige  Verbreitung  mit  den  3  ersten  Buchern  gewinnen,  deren  Abschluss 
er  gewissermassen  fiir  solche  Mathematik  sludirende  bildete,  welche  von  der 
damaligen  hoheren  Mathematik  grade  das  in  sich  aufnelimen  wollten,  was  bis  zur 
Losung  der  delischen  Aufgabe,  dièse  mit  inbegriffcn,  nothwendig  war  {Cantor,  /, 
2"  édition,  p.  325  ). 
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t|iii(iuc  livre  d' Apollonius  ;  mais  le  modeslc  Ijiit,  aUcint  selon  lui 
dans  les  livres  précédents,  le  perle  à  exagérer  l'admiralion  de  celle 
conlinualion,  et  à  y  voir  plutôt  un  contraste  à  l'autre  Géométrie  des 
anciens  qu'un  de  ses  plus  beaux  fruits.  11  me  semble  aussi  peu 
conséquent  de  la  j)art  de  M.  Cantor  d'admirer  dans  le  sixième  livre 
la  résolution  d"un  problème  qu'il  a  négligé  dans  son  analyse  des 
résultats  du  premier  livre. 

il  faut  convenir  à  M.  Cantor  qu'il  a  très  bien  évité  de  trouver 
\^hinein  zu  lesen  (  '  )]  dans  les  coniques  d'Apollonius  quelque  chose 
qu'Apollonius  n'a  pas  dit,  sagesse  qu'il  faut  certainement  apprécier 
beaucoup  dans  un  manuel  historique;  mais  nous  ne  comprenons 
guère  ce  qu'il  dit  de  ses  tentations  à  cet  égard.  Avant  d'j  venir,  il 
aurait  fallu  s'occuper  de  beaucoup  de  choses  que  dit  Apollonius 
et  que  M.  Cantor  a  omises.  Il  aurait  pu,  par  exemple,  donner  une 
idée  plus  complète  des  principes  des  démonstrations,  et  citer  les 
trois  derniers  théorèmes  du  troisième  livre  qui  contiennent  de  fait 
la  démonstration  qu'une  conique  quelconque  est  un  lieu  à  trois 
droites.  Et  M.  Cantor  a  tort  en  disant  qu'il  donne  le  contenu  nu 
[iiackte  Inhalt)  de  l'Ouvrage  d'Apollonius  ;  en  effet,  ses  remarques 
citées  sur  le  but  des  quatre  premiers  livres  en  voilent  les  plus 
plus  grandes  beautés. 

Quant  aux  autres  travaux  d'Apollonius,  je  me  contente  de  noter 
avec  plaisir  que,  dans  la  nouvelle  édition,  M.  Cantor  n'attribue 
plus  au  grand  géomètre  le  péché  capital  (ce  qu'il  serait  aux  jeux 
des  anciens)  de  résoudre  le  problème  dit  section  de  raison  au 
moyen  de  coniques. 

J'espère  avoir  dit  assez  pour  montrer  que  M.  Cantor  n'ajoute 
pas  à  ses  autres  grands  et  incontestables  mérites  celui  d'être 
assez  bon  interprète  d'Archimède  et  d'Apollonius  pour  en  rendre 
superflues  d'autres  interprétations,  et  qu'il  n'a  nullement  fait  voir 
les  qualités  nécessaires  pour  juger  de  la  valeur  historique  et 
géométrique  des  autres  interprétations. 


(')   Cantor  I  (a'  cdilion),  p.  327. 


(^) 
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SUR  UN  PROBLÈME  DE  JACOBI  ; 
Pau  m.  ,1.  .MKSTS(:ilEl{SKV. 

Le  Problème  des  trois  corps  peut  être  résolu  en  fjuadralures 
dans  le  cas  où  les  corps  se  meuvent  sur  une  même  droite  et  où  les 
actions  mutuelles  sont  inversement  proportionnelles  aux  cubes 
des  distances. 

C'est  Jacobi  qui  a  douné  la  solution  du  problème  pour  ce  cas 
dans  son  Mémoire  :  Probienui  Iriiini  corporuin  niuliiis  aLlrar- 
tionibiis  ciibis  clislanliarum  inverse  proporlionalihus  recta 
Liiiea  se  moventiinn  ('). 

Dans  cette  Note  je  vais  montrer  que  le  problème  de  Jacobi  peut 
être  résolu  en  quadratures,  même  dans  le  cas  où,  outre  les  forces 
mentionnées,  sont  appliquées  aux  points  (aux  corps)  des  forces 
centrales  cV attraction  ou  de  répulsion  proportionnelles  aux 
niasses  et  aux  distances  et  dont  le  centre  se  trouve  sur  la  même 
droite  que  les  points  mobiles. 

Ce  problème  plus  général  peut  être  réduit  au  problème  de 
Jacobi. 

Ayant  pris  le  centre  des  forces  proportionnelles  aux  distances 
pour  origine  des  coordonnées,  nous  avons  les  équations  difFéren- 
tielles  du  mouvement  sous  la  forme 

-  ,       ,  —kx.y, 

\    dt-  {x  —  x^)^        (xi—x-i)^ 

où  n,  //|,  n-2:  /i  ^ont  des  constantes,  A\>o  dans  le  cas  d'atlraclion, 
/,-  ■<  o  dans  le  cas  de  répulsion. 

Introduisons  les  nouvelles  variables  ç,  ç,,  Ço,  t,  en  posant 


d-x 

n\                       iii 

dt^ 

~~  i^xi  —  x)^     '     {x-i—xy 

d-xi 

n-j                        n 

dt^ 

~{X.2—Xiy             (X  —  Xi)' 

d^x-i 

n                        rii 

dt  =  — ' , 

az--\-  2b-z  -+-  c 

où  <7,  6,  c  sont  des  constantes. 


(')  Jacobi,  Ccsainmcllc  Wcrkc,  Bel.  IV,  p.  533-539. 


MÉLANGES. 

Nous  avons 

^ I   /  <'» f'    __  /il  \  nr  _L_    


{a--  -^  >.o~.  -H  c)-  ■- 
Soil 

(3)  ac  —  /y^=/c; 

nlors,  d'après  les  cqualions  (i)  cl  (2),  nous  avons  les  écjLialions 


(;i 

/i 

-■ 

Y 

(b 

n 

U 

f 

Les  équations  ('î)  sont  les  équations  différentielles  du  problème 
de  Jacobi,  dont  les  intégrales  sont  données  dans  le  Mémoire  cité. 

Les  coefficients  «,  b,  c  n'étant  liés  que  par  une  équation  (3),  la 
transformation  (2)  peut  être  simplifiée;  par  exemple,  quand  Â  >o, 
on  peut  supposer 

a  =  k,         b  —  o,         c  —  \, 

quand  /.'  <  o 

a  =  c  =  o,         6-:=  —  k. 

Il  est  évident  que  ce  que  nous  avons  dit  sur  le  problème  de 
Jacobi  peut  être  appliqué  à  un  système  quelconque  dont  les  points 
sont  soumis  aux  actions  mutuelles  et  aux  forces  émanant  d'un 
centre  fixe,  quand  les  unes  et  les  autres  sont  inversement  pro- 
portionnelles aux  cubes  des  distances  :  le  cas  où,  outre  ces  forces, 
agissent  encore  des  forces  émanant  du  môme  centre  et  propor- 
tionnelles aux  distances,  se  réduit  à  Faide  de  la  transformation 
analogue  3(2),  au  cas  où  les  forces  proportionnelles  aux  distances 
n'existent  pas. 
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MOLENBKOEK  (P).  —  Anwendung  der  Quaternionen  auf  die  Geomktiue. 
1  vol.  iii-S",  xv-9.57  p.  Lcidon,  E.-.I.  Brill,  iSyS. 

Celle  Application  des  quaternions  à  la  Géométrie,  (\\\e  pu- 
blic aujourd'hui  M.  Molcnbroek,  est  une  suite  nalurelle  et  comme 
indispensable  de  la  Théorie  des  quaternions  du  même  auleur, 
dont  on  a  rendu  compte  ici  récemment  cl  dont  on  a  signalé  le  ca- 
ractère purement  abstrait.  Le  V^olume  que  nous  annonçons  au- 
jourd'hui contient  six  Chapitres. 

Les  deux  premiers  sont  consacrés.  |)our  la  plus  grande  partie, 
à  la  Géométrie  et  à  la  Trigonométrie  sphérique  ainsi  qu'à  l'étude 
du  point,  du  plan,  de  la  droite  dans  l'espace  :  on  j  trouvera  établis, 
par  la  méthode  des  quaternions,  les  formules  fondamentales  de 
Trigonométrie  sphérique,  l'expression  de  l'excès  sphérique, 
quelques-unes  des  propositions  les  plus  fondamentales  de  la 
théorie  du  triangle  plan,  puis  les  problèmes  classiques  concernant 
les  points,  plans  et  droites  :  intersections  de  plans  et  de  droites, 
distances,  etc.  Le  troisième  Chapitre  constitue  une  théorie  des 
surfaces  du  second  degré  :  pôles  et  plans  polaires,  plan  langent, 
normale,  centre,  axes,  diamètres  conjugués,  intersection  de  deux 
surfaces,  sections  circulaires,  siirlaces  homolocales,  cubiques 
gauches. 

Le  quatrième  et  le  cinquième  Chapiti^e  se  rapportent  à  la 
théorie  générale  des  surfaces  et  des  courbes  :  plan  tangent, 
normale,  indicatrice,  courbure  et  torsion,  etc.  Nous  y  signalerons, 
en  particulier,  les  remarques  de  l'auteur  concernant  l'intégration 
des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  et  du  second 
ordre. 

Le  dernier  Chapitre  enfin  contient  une  élégante  exposition  de 
la  théorie  des  congruences  de  droite,  au  point  de  vue  des  éléments 
infinitésimaux  du  premier  ordre.  J.  T. 


Bull,  des  Sciences  inaLlidin.,  i"  série,   l.  W'III.  (AdùL  itîtj'i.) 
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CESARO  (K.).  —   Corso  r)i    Anai.isi  Ai-GKitfunx   r:oN  iNTnonuziONn; 
AL  cALcoLO  i.NFi.MTEsi.MAi.K.  1  vol.  iii-8^;  l'alcmia,  1894. 

M.  Cesàro  a  d'élrarif^os  amis  :  ceux-ci,  nous  dil-il,  lui  conseil- 
laient de  ne  point  publier  ce  Cours  cl' Analyse  algébrique.  Si 
M.  Cesàro  était  ca[)ahlc  de  faire  un  mauvais  livre,  et  s'il  avait  des 
amis  assez  courageux  pour  le  dissuader  de  j^uhlier  ce  livre  indigne 
de  lui,  il  faudrait  sans  doute  l'en  fclicilcr;  mais  quelle  raison  les 
amis  de  M.  Cesàro  pouvaient-ils  bien  avoir  pour  lui  conseiller  de 
ne  pas  publier  ce  cours,  qui  est  excellent?  Le  jugeaient-ils  trop 
élémentaire?  Mais  plus  un  livre  est  élémentaire,  plus  grand  est  le 
nombre  de  ceux  à  qui  il  rend  service,  et,  d'ailleurs,  la  qualité 
d'un  livre  n'est  pas  nécessairement  en  raison  inverse  du  nombre 
de  lecteurs  auxquels  il  s'adresse.  Jugeait-on  qu'il  y  a  déjà  trop 
de  livres  sur  cette  matière?  Il  j  en  a  en  France,  et  de  1res  bons; 
il  s'en  publie  encore  en  ce  moment,  et  s'il  était  écrit  en  français, 
le  livre  de  M.  Cesàro  ne  me  paraîtrait  faire  double  emploi  avec 
aucun  d'eux. 

Ce  Cours  d'Analyse  algébrique  ressemble  beaucoup  à  nos 
Traités  d'Algèbre  pour  la  classe  de  Mathématiques  spéciales.  C'est, 
à  peu  de  chose  près,  les  mêmes  matières,  le  même  genre  de  dé- 
monstrations. Il  s'adresse  toutefois  à  des  élèves  un  peu  plus  mûrs 
et  il  est  composé  avec  une  plus  grande  liberté  d'esprit  :  chez  nous, 
les  auteurs  sont  nécessairement  guidés  ou  gênés  par  les  pro- 
grammes d  admission  aux  grandes  Ecoles  et  par  les  traditions  des 
examens;  pourtant,  cette  liberté  de  composer,  M.  Cesàro  se  plaint 
de  ne  pas  l'avoir  eue  aussi  complète  qu  il  voudrait;  il  y  a  aussi, 
en  Italie,  des  nécessités  d'enseignement  qui  l'ont  obligé  à  traiter 
des  matières  hétérogènes,  à  en  laisser  de  côté  d'autres,  qu'il  a  eu 
quelque  peine  à  s'interdire  de  toucher.  Il  ne  désespère  pas  de  pu- 
blier un  jour  des  Istutizione  analitiche  qui  comprendraient  en 
un  tout  bien  organisé  l'ensemble  des  matières  que  l'on  enseigne 
dans  les  trois  chaires  à^ Algèbre,  de  Géométrie  analytique  et  de 
Calcul. 

En  attendant,  c'est  un  livre  très  éclectique  qu'il  nous  donne, 
et  qui  ouvre  des  jours  sur  des  parties  assez  différentes  de  la 
Science.  Je  lui  trouve  un  grand  et  difficile  mérite  :  il  est  à  la  fois 
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Irrs  siihstanlicl  cl  1res  modéré  ;  raïUcur  a  su  se  borner.  On  a  dit, 
il  y  a  longtemps,  que  c'était  une  condition  nécessaire  pour  savoir 
écrire;  elle  exige,  en  tout  cas,  cpie  celui  qui  compose  domine  de 
loin  son  sujet.  Je  crois  inutile  d'insister  sur  la  rigueur  et  la  sim- 
])licité  des  démonstrations^  l'auteur  est  manifestement  au  courant 
de  tous  les  petits  progrès  qui  se  réalisent  jour  par  jour,  grâce  à 
l'efTorl  incessaul  et  à  riicureuse  concurrence  de  tous  ceux  qui 
enseignent;  il  a  su  choisir  parmi  les  meilleures  démonstrations  et 
souvent  il  les  a  améliorées.  Il  a  ajiporlé  un  très  grand  soin  au  choix 
des  exercices,  qui  sont  instruclifs,  élégants  et  intéressants;  beau- 
coup roulent  sur  des  propositions  importantes;  l'auteur  n'a  pas 
manqué  alors  de  donner  au  lecteur  des  indications  très  suffi- 
santes pour  qu'il  ne  risque  pas  d'être  arrêté.  Plusieurs  de  ces 
exercices  se  rapportent  à  des  propriétés  arithmétiques  et  sont  très 
propres  à  donner  aux  étudiants  le  goût  de  la  science  des  nombres. 

Voici,  très  sommairement,  l'ordre  suivi  et  les  matières  traitées 
par  l'auteur. 

Après  avoir  établi  les  propositions  fondamentales  sur  les  déter- 
minants et  les  équations  linéaires  (p.  1-79),  l'auteur  traite  des 
nombres  irrationnels,  des  limites,  des  séries  à  simple  et  double 
entrée  (p.  79-184);  le  sujet  est  traité  avec  grand  soin;  quelques 
propositions  très  intéressantes  sur  les  limites  m'ont  paru  nou- 
velles. Viennent  ensuite  les  théories  des  fonctions  d'une  variable 
réelle,  les  dérivées,  la  série  de  ïaylor  et  les  applications  clas- 
siques, puis  l'étude  de  diverses  séries  (p.  184-291).  Les  notions 
sur  la  continuité  et  les  dérivées  sont  établies  avec  autant  de  sim- 
|)licité  que  de  rigueur;  signalons  le  paragraphe  sur  les  séries  de 
fonctions  où  l'on  trouvera  la  notion  de  convergence  uniforme, 
les  conséquences  qu'elle  entraîne  et  l'exemple  dû  à  M.  Weierstrass 
d'une  fonction  continue,  sans  dérivée,  la  démonstration  de  la 
formule  de  Stirling,  des  propriétés  des  nombres  de  Bernoulli  et 
d'Euler,  la  formule  sommatoire  d'Euler  et  de  Maclaurin.  Les 
nombres  imaginaires  (p.  291-320)  sont  introduits  en  suivant  la 
voie  géométrique,  mais  l'auteur  a  soin  de  donner  des  indications 
suffisantes  sur  les  autres  voies  que  l'on  peut  suivre.  Il  développe 
les  propositions  fondamentales  sur  les  séries  qui  procèdent  suivant 
les  puissances  entières  et  positives  d'une  variable.  Dans  une  dou- 
zaine de  pages  (32  1-333)  ^L  (a\sàio  a  résumé  très  clairement,  de 
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la  théorie  des  qunlcrnions,  tout  ce  f|iii  csl  nécessaire  pour  y  pé- 
nétrer et  en  comprendre  les  applications  immédiates.  La  théorie 
des  équations  (p.  65/\-/\6(t)  occupe  presque  tout  le  reste  du  vo- 
lume. On  remarquera  les  (pielques  paj^es  consacrées  aux  fonctions 
entières  des  racines  d'une  équation  qui  sont  susceptibles  de 
prendre  plusieurs  valeurs  quand  on  y  j^ermulc  ces  racines  :  l'au- 
teur dit  là  juste  ce  qui  lui  sera  nécessaire  pour  établir  à  la  fin 
l'impossibilité  de  résoudre  algébriquement  les  équations,  au  delà 
du  quatrième  degré.  A  propos  des  fonctions  symétriques,  on 
trouvera  d'importatiles  indications  sur  les  invariants  des  formes 
binaires.  Les  propositions  relatives  aux  équations  numériques,  à 
la  séparation  et  au  calcul  des  racines  sont  dévelop[)ées  avec  les 
détails  nécessaires.  Enfin,  deux  Chapitres  sont  consacrés  l'un  au 
calcul  des  difTérenccs  (p.  46o-^'j5),  l'autre  aux  faclorielles  (p.  473- 
487)  i  ce  dernier  constitue  une  petite  étude  de  la  fonction  T. 
Quelques  notes  terminent  l'Ouvrage  :  l'une  d'elles  est  consacrée 
au  théorème  de  Stamlt  et  Clausen  sur  les  nombres  de  BernouUi. 
M.  Cesàro  a  dédié  son  livre  à  M.  Hermite.  J.   T. 


HEFFTER  (L.).  —  Einleitung  in  die  Théorie  der  linevrkr  Differential- 

GLEICHCNGEX  MIT  EIXER   UXABHANGIGEX  VaRIVBLEX.  I    Vol.   in-8",   XIV-258   p. 

Teubner,  1894- 

La  théorie  des  équations  différentielles  linéaires  depuis  i865 
date  de  la  première  publication  de  M.  Fuchs,  a  été,  comme  on 
sait,  l'objet  de  travaux,  très  importants  et  qui  intéressent  des 
branches  très  diverses  des  Mathématiques.  Ce  n'est  pas  lensemble 
de  ces  travaux  que  ^1.  Heffler  a  eu  en  vue  en  composant  son  inté- 
ressante Introductinn  à  la  théorie  des  équations  différentielles 
linéaires  à  une  variable,  mais  bien  les  fondements  mêmes  de 
cette  théorie.  Il  a  voulu  reprendre,  pour  la  simplifier  et  la  rendre 
plus  systématique,  l'exposition  des  principes;  il  a  mis  dans  cette 
exposition  une  large  part  de  travail  personnel,  qui  se  fait  jour  dès 
les  premières  pages  du  livre. 

C'est  l'étude  de  la  façon  dont  se  comportent  autour  d'un  point 
les  intégrales  d'une  équation  différentielle  linéaire  qui  est  l'objet 
propre  de  l'auteur. 
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Sii|)|)()n;iiiI  ('(ilc  ('(|iiiU  ion  ('■crile  sons  la  l'onm;  noriiialc 

où  l*„,  P,,  .  .  .  ,  l*„  i(î|)i'cs('iUciil  (les  séries  eiuières  en  ,r  qui  ne 
s'annulenl  pas  loiiLes  à  la  fois  pour  .r  =  o,  rauh'iir  nionlre 
conmicnl  on  penl  satisfaire  à  celle  équalion  par  une  série  de  la 
("orme 

(*) 

où  k  prend  les  valeurs  a,  a  +  i,  a  H- 2,  . .  . .  11  trouve  ainsi  des 
équations  récurrentes  entre  les  coefficients  c  et  montre  tout  d'abord 
que  l'exposanl  initial  a  doit  vérifier  V ('(jiiatioii  délermitjanle.  L(^ 
point  j:  =  o  est  un  point  de  détermination  de  l'équation  diffé- 
rentielle si  l'é(|uation  déterminante  est  de  degré  n.  Les  racines 
de  cette  équation  se  séparent  en  groupes,  chaque  groupe  étant 
formé  de  racines  dont  les  difTérences  mutuelles  sont  entières. 
Si  :c  :=  o  est  un  point  régulier  de  l'équation,  c'est-à-dire  si  celle- 
ci  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(■2)  />oy"'-f-/?ijK"'-"+.  ..-^pa-\y-^piiy  =  o, 

où  Po,p\,  .  .  •  1  P/i-iiPn  sont  des  séries  entières  en  x  dont  la  pre- 
mière comporte  un  terme  ind(''pcndant  de  x,  l'équation  déter- 
minante a  pour  racines  les  nombres  o,  1 ,  ,  .    ,  n  —  i . 

L'auteur  forme  ensuite  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
pour  qu'une  série  vérifiant  l'équation  clifTérentielle,  au  moins  for- 
mellement, corresponde  à  une  racine  de  réf|uation  déterminante; 
ces  conditions  sont  vérifiées  au  moins  pour  une  racine  de  chaque 
groupe,  elles  le  sont  pour  chaque  racine  dans  le  cas  des  points 
réguliers;  si  les  séries  existent,  elles  sont  convergentes,  au  moins 
dans  un  certain  domaine;  c'est  ce  qui  arrive  en  particulier  pour 
les  points  réguliers.  Ces  points  acquis,  M.  Hetîter  développe  la 
notion  du  système  fondamental  d'intégrales,  montre  comment 
celles-ci  peuvent  se  continuer  analjtiquement,  comment  elles  se 
transforment  quand  on  décrit  un  circuit  fermé  et  parvient  à  la 
notion  du  groupe  de  P équation  dijféientielle. 

Il  étudie  ensuite  la  forme  des  intégrales  autour  d'un  point  sin- 
gulier de  l'équation  différentielle.  On  sait  Cjue  le  point  x  =  o  est 
tel  pour  l'équation  différentielle  suj)posée  mise  sous  la  forme  (2) 


17»  l' lU- ,M  1 1:  lU'    l'AiniH. 

(Hiarid  In  s('nc  />„  est  nulle  pour  ./■  -.  o.  ||  (|(''sit;iie  sons  le  nom  de 
fonclion  qui  se  comporte  cC  une  façon  délenninée  au  poini  x  =  o 
loiiLc  fonclion  (|ni  pont,  dans  les  environs  de  ce  jxdnl,  se  inellie 
sous  la  forme 

yj",,  M^,,  .  .  • ,  U'//  élanl,  à  un  fadeur  près,  de  la  forme  x'' ,  des  séries 
entières  en  x .  \\\\  im  point  de  délerminalion,  aux  «groupes  de  racines 
corres[)ondenl  des  groupes  d'inlé<;iales  (pii  admellenl  la  forme 
précédenle.  Ces  groupes  se  |)ailag;enl  en  sons-groupes,  tels  <|ii'un 
élément  apparlenanl  à  un  sous-groupe  reproduise,  quand  on 
décrit  un  circuit  fermé  autour  d'un  point  de  détermination,  des 
combinaisons  linéaires  des  élénienls  de  ce  sous-groupe.  Si,  d'ail- 
leurs, les  intégrales  d'une  équation  diflérenlielle  linéaire  se  com- 
])orleiil  d'une  façon  déterminée  autour  d'un  poiiil,  (c  point  est  un 
point  de  délcrn)ination,  dans  le  sens  |)réeédent. 

L'auteur  passe  ensuite  à  l'étude  de  Técpialion  fondamentale, 
c'est-à-dire  à  léquation  du  degré  /?,  toute  pareille  à  celle  qui  se 
présente  dans  la  théorie  des  inégalités  séculaires,  et  dont  les 
racines,  (|uand  elles  sont  toutes  distinctes,  sont  les  coefficients 
par  lesquels  se  multi])lient  les  éléments  d'un  certain  système  fon- 
damental d'intégrales  quand  la  variable  décrit  un  circuit  fermé. 
La  recherche  de  ces  coefficients  dé])end,  si  l'on  veut,  de  la  réduc- 
tion simultanée  de  deux  formes  bilinéaires,  en  sorte  que  la  théorie 
des  diviseurs  élémentaires  de  M.  ^^  eierstrass  trouve  ici  son  appli- 
cation. A  chaque  point  de  détermination  coriesj)ond  une  équation 
fondamentale,  dont  les  racines  co^  sont  liées  aux  racines  r^  de 
Féquation  déterminante  par  la  relation 

f^a=e-''""'  (a  =  I,  2,   . .  .,  «)• 

A  des  racines  /•«,  /'a',  'a',  •  •  •  qi'i  forment  un  groupe  de  k 
éléments,  correspond  une  racine  muliijde  Wa^  d'ordre  A,  et  un 
groupe  de  k  intégrales;  aux  diviseurs  élémentaires  correspondent 
les  sous-groupes.  Cette  théorie  s'étend  d'ailleuis  en  partie  au 
cas  où  la  variable  décrit  un  circuit  fermé  quelconque,  puisque,  à 
un  pareil  circuit,  correspond  encore  une  équation  fondamentale. 

En  un  point  d'indétermination,  certaines  intégrales  peuvent 
cependant  se  comporter  d'une  façon  déterminée.  L'étude  de  ce  cas 
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se  relie  à  la  rjucsllon  do  la  réductibilitc  des  é(|u.Uions  dille- 
renliellcs  linéaires.  L'aulciir  consacre  à  ce  sujet  quelques  pages 
inléressantes,  où  il  expose  les  résullals  obtenus  par  JNI.  Frobeniiis. 
Un  Chapitre  particulier  est  consacré  à  la  façon  dont  se  comportent 
les  intégrales  à  l'infini.  Enfin  les  dernières  pages  de  son  livre  se 
rapportent  à  la  classe  d'équations  différentielles  linéaires  aux- 
quelles est  attaché  le  nom  de  M.  Fuchs,  et  dont  l'équation  de 
la  série  hypergéomélrique  constitue  l'exemple  le  plus  simple. 
Quelques  propositions,  dont  la  démonstration  aurait  gêné  la  suite 
"des  idées,  sont  réunies  et  établies  dans  un  appendice. 


MELANGES. 

RAPPORT  SUR  LES  PROGRÈS  DE  LA  THÉORIE  DES  INVARIANTS 
PROJEGTIFS; 

Par   m.   Fr.   MEYEU   (de   Glausthal). 


Traduction  annotée  par  H.  FEHR. 


Le  présent  Rapport  est  une  traduction  abrégée  de  celui  que  publia  le 
professeur  Fr.  Meyer,  en  1899.,  dans  le  tome  I  du  Jahreshericht  der 
deutschen  Math.  Vereinigung.  Cependant,  les  indications  bibliogra- 
phiques qui  font  précisément  la  richesse  du  Mémoire  allemand  sont  res- 
tées les  mêmes;  les  réductions  n'ont  été  effectuées  que  sur  les  comptes 
rendus  de  certains  travaux  bien  connus  aujourd'hui  et  dont  on  peut 
d'ailleurs  retrouver  l'analyse  dans  le  Bulletin.  Si  certains  jjassages 
ont  été  réduits,  nous  croyons  cependant  avoir  conservé  le  caractère 
que  M.  Meyer  a  donné  à  son  Ouvrage.  Toutefois,  nous  nous  sommes 
permis  d'ajouter  çà  et  là  des  Noies  concernant  particulièrement  les 
publications  parues  en  France. 

Ce  travail,  écrit  M.  Meyer,  est  loin  d'être  complet.  En  première  ligne, 
on  trouvera  que  la  critique  nécessaire  y  fait  défaut.  Mais  je  crois  rendre 
un  plus  grand  service  au  public  mathématicien  en  exposant  d'une  façon 
impersonnelle  ce  que  les  différents  savants  ont  produit  qu'en  indiquant  ce 
qu'ils  auraient  dû  produire.  De  plus,  j'ai  surtout   ciiercliè  à  faire  ressortir 
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les  lacunes  dans  nos  connaissances  actuelles,  soit   par  rcnchaînenienl  des 
malièrcs,  soit  sous  forme  de  questions. 

Malgré  le  temps  considérable  que  j'ai  consacré  aux  renseignements  hi- 
hliograpliiques,  je  ne  prétends  pas  que  ces  derniers  soient  complets;  seule 
l'abondance  de  la  matière  peut  m'excuser.  En  particulier,  un  certain 
nombre  de  Mémoires  publiés  récemment  ne  m'ont  pas  été  accessibles. 

Le  travail  de  ce  modeste  savant  n'en  constitue  pas  moins  un  exposé 
fort  consciencieux  de  Tétai  actuel  de  la  lliéorie  des  invariants  algé- 
briques. 

Voici  l'ordre  adoj)té  j)our  ce  Rapport  : 

Introduction. 

Coup  d'œil  rélrospcilif  sur  l'ancienne  périixle  de  iS'ii-1867.  —  Passage  à  la 
nouvelle  période  de  18G8  au  leiiips  présent.  —  I)Llirnilali(jn  du  sujet.  —  Dévciop- 
pcaienl  par  degré  de  la  notion  de  Tinvariance. 

PREMifntE  Partii:.  —  Équivalence  des  formes. 

A.  Formes  quadratiques  et  bilinéaircs. 

B.  Vutres  formes. 

Deuxième  Partie.  —  Affinité  des  formes. 

A.  Systèmes  finis. 

B.  Irralionnalilé  des  formes. 

C.  Méthodique.  Opérations  symboliques  et  invariantes. 

D.  Sur  certains  groupes  de  subslilulions  et  sur  certaines  formes  spéciales. 

11  sera  également  tenu  compte  des  tiavaux  les  plus  importants  parus 
au  cours  de  ces  deux  dernières  années.  H.  F. 

Paris,  juillet  1S94. 


INTRODUCTION. 
COUP  d'oeil  rétrospectif  (')  SUR  l'ancienne  période  1841  A  1867. 
J^a  théorie  des  invariants  vient  de  franchir  son  vingt-cinquième 

(')  Les  renvois  bibliographiques  qui  se  rapportent  au  ti-aité  de  Salmon,  Mo 
dern  higher  Algebra  (4"  édition,  Dublin;  iS85),  ouvrage  traduit  en  allemand 
par  Fiedier  (2"  édition,  Leipzig;  1877)  et  en  français  (2=  édition,  Paris;  1890) 
par  O.  Chemin,  porteront  respectivement  la  mention  Salmon,  Salmon-Fiedler, 
Salmon-Chemin.  P'aà  de  Bruno,  dans  sa  Théorie  des  formes  binaires  (Turin- 
Paris,  1876)  présente  un  ensemble  de  renseignements  bibliographiques  relatifs  à 
cette  théorie.  L'édition  allemande  de  cet  Ouvrage  est  due  aux  soins  de  Walter  et 
de  Nocther  (Leipzig,  1881).  Cité  suivant  Bruno  ou  Bruno,  édition  allemande. 
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anniversaire.  Cepenilanl  ses  origines  rcnionlcnl  à  des  temps  plus 
anciens  :  rappelons  siinplement,  d'une  part,  la  théorie  des  formes 
quadratiques  binaires  et  ternaires  et  à  coefficients  entieis,  fondée 
par  Lagranj^eetGaussC),  d'autre  part,  la  Géométrie  projective  (-) 
créée  par  l'oncelet  et  développée  par  Cliasles,  Mcibius,  Plucker  et 
Steiner. 

Cependant,  on  ne  fait  partir  la  tliéorie  proprement  dite  que  du 
Mémoire  de  Boole  (•■•)  (nov.  i  84  i)  dans  lequel  le  savant  professeur 
anglais,  non  seulement  démontre  que  la  propriété  d'invariance 
appartient  aux  discriminants  en  général,  mais  où  il  indique  encore 
comment  on  peut  former  des  invariants  simultanés  d'un  système 
de  formes. 

Peu  après,  en  février  1842,  Boole  ('*)  montre  que  les  polaires 
d'une  forme  /  donnent  naissance  à  une  classe  étendue  de  cova- 


(')  Lagraxge,  Mémoires  de  Berlin,  p.  260:  1773.  —  Gauss,  dans  ses  Disquisi- 
tiones  arilhm.  (1801)  démontre  l'invariance  des  discriminants  des  formes  binaires 
et  ternaires.  Consulter  Salmon,  p.  343  et  3/|4  (édition  française,  p.  491  et  492). 

D'après  Gordan  (Math.  Ann.,  VII,  p.  38),  on  trouve  les  germes  de  la  repré- 
sentation symbolique  dans  les  travaux  de  Cauchy,  Boole,  Pfaiï,  Jacobi;  le  calcul 
des  variations  présente  aussi  certaines  analogies  (Z.  c,  p.  37). 

Le  théorème  de  la  multiplication  des  déterminants,  établi  dans  toute  sa  géné- 
ralité par  Cauchy,  peut  facilement  être  considéré  comme  un  exemple  présentant 
le  caractère  d'invariance  d'un  covariant  appelé  de  nos  jours  cnvariant  identique 
Ce  sont  ces  considérations  qui  forment  précisément  le  point  de  départ  des  tra- 
vaux de  Cayley. 

Dans  cette  période  qui  précède  la  théorie  des  invariants,  il  faut  encore  signaler 
la  décomposition  des  formes  quadratiques  en  sommes  de  carrés  (Lagrange,  La- 
place,  Cauchy,  Lebesgue,  Jacobi).  Consulter  à  ce  sujet  le  traité  de  Baltzer  De- 
terminantentheorie  (5=  édition,  Leipzig,  1881),  traduction  française  par  Hoiiel 
(Paris,  1861).  Enfin  il  faut  y  joindre  une  série  de  théorèmes  de  Joachimslhal  sur 
les  discriminants,  la  série  de  Taylor,  etc.,  ainsi  que  quelques  exemples  à'inva- 
riants  différentiels  que  l'on  trouve  dans  Cauchy. 

(')  Les  deux  directions  principales  que  nous  prenons  en  considération  ici  se  rap- 
portent, l'une  au  rôle  que  joue  le  rapport  anharmonique  comme  invariant  absolu 
(irrationnel),  l'autre  à  la  théorie  des  polaires  réciproques.  Clebsch,  dans  sa  Bio- 
graphie de  Pluecker  [Gottingerabh.,  XVI,  p.  i-32  )  rend  hommage  à  ces  géo- 
mètres pour  les  services  qu'ils  ont  rendus  à  l'Algèbre. 

(')  Cambr.  Math.  Journ.,  III,  p.  1-20.  —  Boole  généralise  les  transformations 
orthogonales  des  formes  quadratiques.  Voir  les  compléments  dans  le  tome  IV 
(nov.  i844),  p.  iG^-i-ji.—  Il  est  bon  de  remarquer  qu'en  i84i  parut  aussi  le  Mé- 
moire de  Jacobi  sur  les  déterminants  fonctionnels  {Journ.  fiir  Math.,  XXII, 
p.  3 19-359). 

{*)  Cambr.  Math.  Journ.,  III,  p.  10(3-119.  —  Boole  étend  les  résultats  de  son 
premier  Mémoire  au  cas  de  plus  de  deux  formes,  ces  formes  pouvant  être  d'ordre 
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rianls,  c'csl-à-dirc  de  formes  invariantes  conlcnatil,  outre  les  coel- 
ficients  (ley(et  eeu\  d(;s  formes  linéaires  auxiliaires),  cncoie  les 
variables. 

Cajley  (')  s'enj^aj^ca  dans  cette  notivellc  voie  et  établit  immé- 
diatement une  méthode  symbolique  lui  permettant  de  déduite 
d'une  forme  uni(|u<'  un  nombre  quelconque  d'invariants.  Il  donna 
à  sa  méthode  le  nom  de  calcul  des  Jiypcrdéterminaiils. 

((  C'est  de  cette  (b'couvertc  de  Cajley,  écrit  Salmon  (-),  que 
date  la  naissance  de  l'Algèbre  moderne.   » 

Peu  de   temps  avant  (i844)  Eisenslein  (•')  avait  déjà  reconnu 


(lifTércnt.  En  eiïectuanl  sur  les  formes  proposées  des  cliiïérenliations  totales,  il 
ramène  le  problème  à  l'équivalence  de  formes  dilTérentiellesde  même  ordre,  mais 
le  moins  élevé  posssiblc.  Toutefois  le  rapporteur  ne  peut  passe  ralliera  l'opinion 
de  Salmon  (p.  344;  édition  française,  p.  493)  d'après  lequel  lioole  ait,  par  ceci, 
fondé  le  principe  que  les  invariants  des  polaires  sont  des  covariants  de  la  forme 
primitive. 

(')  Collected  Math.  Papers,  vol.  I,  p.  So-g'i,  95-112.  —  Le  second  de  ces  Mé- 
moires parut  en  1846.  —  Dans  le  premier  Mémoire  (p.  80-94 ),  la  méthode  se 
trouve  développée  à  ce  point  que  l'on  peut  reconnaître  que  toute  forme  binaire 
d'ordre  pair  possède  un  invariant  quadratique.  Pour  terminer,  l'auteur  attribue 
à  Boole  le  mérite  d'avoir  découvert  le  premier  invariant  cubique  d'une  forme 
biquadratique.  Cf.  Salmon,  p.  343  (édition  française,  p.  492)-  Voir  aussi  plus 
bas  la  Note  sur  Eisenstein. 

Les  déterminants  à  plusieurs  dimensions  se  trouvent  déjà  introduits  par  Cayley 
en  1843  (/.  c,  p.  63-79,  seconde  Partie);  les  abréviations  adoptées  forment  ici 
une  première  espèce  de  représentation  symbolique.  Plus  récemment,  Escherich 
{Wien.  Denkschrift,  XLIII,  1880),  Gegenbauer  (même  recueil,  XLIII,  p.  i5-32, 
1S81)  et  Zajaczkowski  (Varsovie,  188 1)  ont  encore  appliqué  à  la  formation  des 
invariants  les  déterminants  à  plusieurs  dimensions  examinés  par  Gasparis,  Ar- 
menante,  Padova,  Zehfuss  et  d'autres. 

Le  second  Mémoire  présente  de  réels  progrès.  Comparer  Salmon,  Lesson  i!\. 
L'idée  fondamentale  est  que  l'on  peut  concevoir  le  déterminant  fonctionnel 
de  n  fonctions  à  n  variables,  comme  étant  le  résultat  d'une  opération  diffé- 
rentielle effectuée  sur  une  seule  fonction,  à  savoir  le  produit  de  ces  n  fonc- 
tions écrite  chacune  au  moyen  d'une  série  différente  de  variables. 

La  méthode  symbolique  qui  en  résulte  n'est  effectivement  qu'une  abréviation 
dans  la  représentation  d'opérations  réelles.  Il  en  est  autrement  plus  tard  dans 
les  travaux  de  Gordan,  qui  a  étendu  ce  procédé  aux  formes  symboliques.  L'opé- 
ration différentielle  de  Cayley,  appelée  par  les  Allemands  H-Process,  est  devenue 
de  nos  jours  d'une  grande  importance  {Cf.,  Il,  C.  b.  du  présent  Rapport). 

C)  Salmon,  p.  343  (édition  française,  p.  49-)- 

(^)  Journ.  fier  Math.,  XXV'IL  —  Le  covariant  quadratique  et  le  discriminant 
d'une  forme  binaire  cubi(|uc  figurent  déjà  dans  la  Note,   p.   75-79,    datée  de  dé- 
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les  iiivarianls  cl  les  con  aiiauls  les  plus  simples  des  foniies  bi- 
naires eiil»i(pie-  el  hKpiadrafujiies  ;  en  applicpianl  J'iiiic  façon  elé- 
j;aule  la  lliéorie  des  délerniinanls,  (jui  venait  d'elre  coni|)léléc  par 
Jacobi,  liesse  (')  fit  une  étude  approfondie  du  covariant  (jui  porte 
son  nom,  el  découvrit  le  rôle  que  joue  eelui-ci  dans  la  théorie  des 
courbes  planes,  en  particulier  celle  du  troisième  ordre. 

Il  est  important  de  rappeler  que,  dans  le  courant  de  cette  même 
année  (i844)i  Grassmann  (-)  présenta  la  théorie  à  laquelle  il  a 
donné  le  nom  de  A usdelinungslehre.  Les  idées  sur  la  notation 
au  moyen  de  crochets  [Luckenansdriicke)  et  sur  les  coordonnées 
de  plusieurs  espèces  renferment  le  germe  de  la  nouvelle  forme 
(ui'a  prise  la  théorie  des  invariants. 

Indirectement,  la  théorie  de  Galois  (3)  sur  le  groupe  d'une  équa- 
tion a  aussi  exercé  une  certaine  influence. 

Si  AronholdC')  est  le  premier  qui  ait  déterminé  les  invariants  des 


cembre  i843;  comparer  à  cela  son  travail  (p.  82-104)  portant  également  la  date 
de  décembre  i843  ;  les  deux  invariantes  /,  j  de  la  forme  biquadratique  se  trouvent 
dans  la  Note  connue  Sur  la  résolution  des  équations  des  quatre  premiers  de- 
grés (p.  8i-83,  I"  janvier  1844 ).  Cependant  Salmon  (  p.  343,  édit.  fr.,  p.  4ç,2)  con- 
teste que  la  propriété  de  l'invariance  de  ces  fonctions  ait  été  connue  par  Eisen- 
stein.  Celui-ci,  pourtant,  à  la  fin  du  dernier  travail  cité,  annonce  précisément  une 
prochaine  Note  sur  les  propriétés  très  remarquables  de  ces  fonctions  homo- 
gènes et  leurs  transformations.  Cette  Note  parut  en  effet  dans  le  même  vo- 
lume, p.  3i9-3»i,  où  l'auteur  attribue,  d'une  façon  bien  précise,  la  propriété  de 
linvariance  aux  deux  covariants  et  au  discriminant  de  la  forme  cubique. 

Mais  il  est  bien  reconnu  que  c'est  Boole,  le  premier,  qui  ait  exprimé  le  discri- 
minant de  la  forme  biquadratique  en  fonction  des  deux  invariants  i  et  j  (  Caylcy,  I, 
p.  94;  Salmon,  p.  343). 

(')  Journ.  fiir  Math.,  XXVIII,  p.  ^8-107. 

(')  Les  mérites  de  Grassmann  se  trouvent  exposés  dans  sa  biographie  écrite  par 
Sturm  dans  les  Math.  Ann.,  XIV  {voir  en  part.  p.  25  ).  Consulter  aussi  \ç.%Math. 
Ann.,  VII,  p.  12.  Schlegel  a  publié  un  Traité  d'Algèbre  d'après  les  idées  de 
Grassmann  (Leipzig,  1875);  un  même  essai  a  été  fait  par  Schendel  (Halle, 
i885).  Ces  deux  Ouvrages  contiennent  cependant  des  erreurs. 

En  France,  les  avantages  de  la  méthode  de  Grassmann  ont  été  signalés  (1869) 
par  Cremona  dans  les  A^OMf.^rtrt.,  (i),  XIX.  p.  356-36i.  Tout  récemment  les  bases 
de  cette  théorie  ont  été  exposées  avec  beaucoup  de  clarté  par  Carvallo  :  D.  Soc. 
Math.,  t.  XV,  p.  i58;  Nouv.  Ann.  (3),  t.  X;  1891  ;  p.  219-220,  p.  34i-345  et  t.  XI, 
p.  8-37.   l'oiV  aussi  Caspari,  dans  le  Bulletin,  p.  202-240;  1889.  H.  F. 

{')  Les  recherches  de  Galois,  publiées  déjà  en  1829  ne  sont  cependant  devenues 
généralement  accessibles  qu'en  1846  (Liouville,  XI).  D'ailleurs  leur  influence 
sur  la  théorie  des  invariants  ne  s'est  fait  sentir  que  dans  une  période  plus  ré- 
cente. 

(•)   Journ.  fiir  Math.,  XXXIX,  p.   1 40-1.59.  —  Deux  ans  plus  tard,  Aronhold 


i8i  PRE.MIKHK   l'AIM'Ii:. 

formes  ciil)i(|iit-s  Icrnairos  cl  leur  rapp(jil  au  (lisciiiiiiiianl  (1849), 
nous  trouvons  déjà  dans  la  série  des  publications  do  Sylveslcr  (') 
de  1801  à  1854,  les  bases  d'une  ihéorie  générale  renCcrjiiaul  les 
branches  les  j)lus  diverses  de  celle  partie  de  la  Science. 

Eu  inlroduisant,  dans  un  bul  bien  délern)iné,  à  côté  des  va- 
riables primitives,  celles  cjui  sont  transform('es  par  la  substitution 
inverse,  on  a  créé  l'étude  des  contrevariants  et  des  concomitants. 
Il  en  résulte  une  série  de  nouvelles  opérations  permettant  de  cal- 
culer des  formes  invariantes,  en  particulier  le  principe  ('-)de  la 
différenliation  réciproque  (symbolique  et  non  symbolique). 

De  plus  Sjlvester  établit  les  bases  (i85i)  de  l'étude  des  formes 


rcinil  il  la  I-'aoïillc  do  l'Iiilosopliic  tic  lvœiiif;sljcrf;  un  iiiaiiusciil  qui  n'a  jamais 
été  publié,  dans  lequel  la  tliéorie  des  invarianls  était  exposée  d'après  une  base 
uniforme.  D'après  sa  coxTespondance  avec  Caylcy,  Aronhold  devait,  déjà  à  ce 
inomcnl-là,  être  en  possession  d'équations  différentielles  vérifiées  par  les  inva- 
rianls. Cf.  Salmon,  p.  344,  édit.  franc.,  p.  494- 

(')  Cambr.  and  Dublin  Math.  J.,  VI,  p.  186-200,  289-298;  i85i;  t.  VII,  p.  02- 
97;  i852;  t.  VIII,  p.  62-G4,  256-2G9;  i8.53;  t.  IX,  p.  8o-io3;  i854;  c/.  Caylej,  t.  VII, 
4o-5i,  97-98. 

Les  travaux  de  Sylvester  ont  élé  précédés  de  deux  INIémoircs  de  Boolc,  l.  VI, 
p.  87-106,  107-113;  i85r,  dans  lesquels  l'auteur  résume  les  résultats  obtenus  pré- 
cédemment, en  les  complétant  par  quelques  propositions  nouvelles  (c/.  Salmon, 
343). 

C'est  dans  les  xMémoires  de  Sylvester  que  l'on  trouve  pour  la  première  fois  les 
noms  de  invariants,  cowirianls,  concomitants,  t.  VI,  p.  290;  les  expressions  con- 
grédient,  contragrédient,  t.  Ml,  ^.  bi;  discriminant  {Pldl.  Mag.,  p.  4o6;  i85i; 
combinant,  t.  VIII,  p.  63). 

Une  classe  spéciale  de  contrevariants,  Xe?,  formes  adjointes,  se  rencontrent  déjà 
dans  les  travaux  de  Hermite,  Journ.  fiir  Math.,l\L,  p.  263;  i85i.  Sylvester  les 
nomme  éjectants,  t.  VII,  p.  181. 

(■')  Il  résulte  du    fait   que   x-   et  - —  sont  con^rédients,  c'est-à-dire  soumis  aux 

du- 

mêmes  substitutions;  que  si  l'on  remplace  les  variables  x  d'une  forme /(a;)  par 
les  dérivées  par  rapport  aux  u-  d'une  forme  9(w),  on  obtient  un  contrevarianl 
simultané  de  /  et  s  (t.  VU,  p.  19^).  De  plus,  puisque  les  puissances  et  les  produits 

d"      ^ 

du}^  '  du'l^^du., 

core  effectuer  cette  substitution  dans  une  forme /(^)  d'ordre  n  (t.  VI,  p.  96-179). 
Cf.  Salmon,  p.  346,  édit.  franc.,  p.  427-  Le  conlrcvariant  obtenu  de  cette 
façon  a  été  appelé  plus  tard  par  Gordan  :  «"  Ueberschiebung  von  f  iiber  ç. 

Jordan  traduit  ce  terme  par  l'expression  de  composé  de  f  avec  9  en  désignant 
le  mode  de  formation  par  composition  des  covariants  {Journ.  de  Math.,  (3), 
t.  II,  p.  178;  1876.  Cayley  et  Salmon  emploient  les  termes  de  transvectants  et  de 
transvection,  expressions  que  l'on  retrouve  dans  Salmon-Chemin,  p.  4^9-     H.  V. 


'!,  xi   1    X,,  ...  sont  aussi  congrédients  à  — t'  -^ ; '  •••>  on  pourra  en- 
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canoniques  (')  cl  en  lall  Topplicalion  à  la  rcprcscnlalion  des 
formes  binaires  d'ordre  impair  (spécialement  des  .iu.nl.(,ues)  par 
une  somme  de  puissances.  Dans  le  cas  Imporlanl  des  formes  (p.a- 
draliques  d'un  nombre  quelconque  de  variables,  il  ouvre  de  nou- 
velles voles  de  rechercbes  en  formulant  la  loi  cV inertie  ('-). 

Dans  ses  travaux,  Tauteur  anglais  reconnaît  déjà  l'importance 
du  principe  (^  ^'e^  r/iviseiirs  élémentaires  (i85i),  comme  celle 
de  la  notion  du  combinant  (i853)  ('■). 

Il  établit  les  équations  différentielles  auxquelles  satisfont  les 
formations  invariantes  de  formes  quelconques,  en  faisant  usage 
d'une  méthode  de  transformations  infinitésimales  (i852)(5). 
Des  progrès  rapides  accomplis  dans  celle  partie  de  la  Science, 
il  est  résulté  une  terminologie  assez  étendue,  que  Ton  doit,  en 
grande  partie,  à  Sylvester  et  qui  se  trouve  exposée  par  ce  géo- 
mètre  dans  son   grand  Mémoire   («)  survies  fonctions  de  Sturm 

(i853).  .     , 

L'année  i854,  avec  laquelle  se  termine  cette  première  série  de 

travaux  de  Sylvester,  doit  être  considérée  comme  l'une  des  plus 

mportantes  de  cette  première  période.  Elle  est  surtout  marquée 


(.)  Phil.  Mag.,  p.  39T-4>o;  nov.  i85i.  t.ragc  à  part  chez  Bell,  Londres,  iS5.. 
Comparer  Cambr.  and  Dublin  Matli.  /.,  t.  VI,  p.  kj3,  19,,  .9|^,  ^gS  ;  a  la 
na-e  .2^  l'auteur  indique  que  le  terme  àe  forme  canonique  est  du  a  Hermite. 
•  La  représentation  de  la  forme  cubique  quaternaire  en  une  somme  de  cmq  cubes 
est  indiquée  pour  la  première  fois  à  la  p.  199  du  Cambr.  and  Dublin  Math.  J ., 
VI    Voir  les  citations  dans  la  biographie  de  Clebsch,  Math.  Ann.,  MI,  p.  .7- 

(■=)  Phil.  Mag.,  .85.,  II,  p.  .38;  Phil.  Trans.,  .853,  P-  '(«T-S^»-  -  1^  «près 
BorcUardt  (  Journ.  fur  Math.,  LUI,  p.  ^yS-aSS  ;  ,857  ),  Jacob,  deva.t  deja,  en  .847, 
connaître  le  principe  en  question.  Consulter  la  démonstration  de  H er.. me,  même 
Recueil  p.  271,  et  Salmon-Fiedler,  p.  47>-  Da^s  les  Phd.  Trans.,  i8oo  (/.  c), 
Sylvester  applique  la  loi  de  l'inertie  au  bézoutien,  et  en  tire  une  d.sc^ussion  pour 
fa'Ïallté  def  racines  de/=  o.  Voir  Salmon-Chemin,  49..;  «--;7^^-/-;  ^^3^;; 
II-  Journ.  fur  Math.,  LU,  p.  39-5.  ;  .85r,;  Sylvester,  Phd.  Mag.{\  ),  IV,  p.  .38, 
Jacobi  (.847),  voir  Journ.  fur  Math.,  LUI,  p.  275-280;  1857. 

(3)  Phil.  Mag.,  p.  1.9-140,  mai  i85i;  applications  aux  con.ques  et  aux  quadr.- 
nues  Sylvester  examine,  à  l'aide  de  ce  principe,  le  problème  de  1  équivalence  des 
Lmes  quadratiques,  Phil.  Mag.,  p.  265-3o5;  avril  .85.;  p.  4.5,  ma.  .85. 

(M  Cambr.  and  Dublin  Math.  J.,  VHI,  p.  63.  Dans  les  Annah  di  Mat.  [(.) 
I,  p.  344-348;  i858]  Betti  a  donné  pour  les  combinants  un  système  d'équations 
différentielles  caractéristiques. 

(^)   Voir  plus  haut  la  Note  sur  Aronhold  p.  .83,  note  (0-  Salmon,  p.  on,  (ed.t. 

^'V)'^!ll' Trans.,  p.  543-5',8;  .853.  -  Dans  \cs  Papers,lV ,  p.  59^608  (  Extrait 
de  l'Encycl.  Prit.;  .8fx.),  Cayley  donne  l'explication  des  principaux  .u.uvcaux 
termes. 
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|)nr  les  travaux  si  ini|)orlanls  d'IIermile,  (jiii  daillciirs,  déjà  en 
i85i,  avait  enrichi  la  théorie  j)ar  l'inlrcxhielion  de  la  notion  des 
éjectants  (')  et  qui,  par  ses  belles  recherches  sur  la  théorie  des 
nombres  avait  semé  de  nombreux  germes  (-)  pour  l'élude  de  la 
théorie  des  formes, 

Hermitc  élablit  la  loi  de  réciprocité  (3),  en  vertu  de  laquelle 
dans  le  chainp  binaire,  les  formes  invariantes  se  rangent  d'une 
façon  remarquable  par  couples. 

En  choisissant,  dans  le  cas  des  formes  binaires  d'ordre  impair, 
comme  nouvelles  variables  deux  covariants  linéaires,  il  ramène 
celles-là  à  \îi  for  me- type  dans  laquelle  les  coefficients  sont  eux- 
mêmes  des  invariants. 

En  relation  étroite  avec  ce  qui  précède,  se  trouvent  les  systèmes 
de  formes  associées  ;  toute  autre  formation  invariante  de  la  forme 
primitive  est  une  fonction  rationnelle  de  ces  foru)es  a^^sociées  (  '). 

L'étude  des  formes  du  cinquième  ordre  olIVc  à  Ilermile  le  pre- 
mier exem|)le  d'un  inva/iant  gauche  (^).  11  en  donne  l'expres- 
sion en  fonction  des  trois  autres  invariants  et  en  fait  une  belle 
application  à  la  discussion  de  la  réalité  des  racines  de  l'équation 
du  cinquième  degré  (/.  c,  p.  uj8  et  suivantes)  ("). 

Dans  un  travail  subséquent  (')  publié  aussi  en  i85f,  cet  illustre 
savant,  partant  encore  d'abord  d'une  question  de  la  théorie  des 
nombres,  traite  le  problème  de  transformer  une  forme  quadra- 
tique ternaire  en  elle-même  au  moyen  d'une  substitution  linéaire 


(')  Journ.  fiir  Math.,  XL,  p.  263.  Canibr.  and  Dublin  Math.  J.,  VI,  p.  292. 

(  =  )  Journ.  fur  Math.,  XL  et  XLI;  i85o,  i85r. 

(')  Cambr.  and  Dublin  Math.  J.  IX,  p.  172-217,  voir  en  part.  p.  173-175. 
L'extension  au  cas  de  plus  de  deux  variables  a  été  examiné  seulement  récemment 
par  Deruyts,  Belg.  Bull.,  (3),  XXII,  p.  ii-23;  1891;  mais  tandis  que  cette  ex- 
tension ne  réussit  que  pour  des  formes  spéciales,  Hurwilz  vient  d'en  donner  une 
autre  tout  à  fait  générale  {Math.  Ann.,  XLV,  p.  38i-4o4;  iSg'i);  ce  travail  jette 
aussi  une  nouvelle  lumière  sur  les  autres  opérations  différentielles. 

(')  Journ.  fiir  Math.,  LU,  p.  i-38.  Le  ternie  de  coi-arianls  associés  se  trouve 
introduit,  p.  20. 

(  =  )  Cambr.  and  Dublin  Math.  J.,  IX,  p.  186  et  suivantes.  —  Le  rôle  que  joue 
cet  invariant  dans  la  résolution  des  équations  du  cinquième  degré,  a  été  dé%eloppé 
par  Ilermite  dans  le  Journ.  fiir  Math.,  t.  LIX,  p.  3o4-3o.5. 

(«)  Plus  tard,  Hermite  en  a  encore  donné  un  exposé  dans  les  Comptes  rendus; 
18G.5,  iSf.G,  voir  aussi  sa  Note  dans  Sal mon- Chemin,  p.  557-567. 

(')  Cambr.  and  Dublin  Math.  J.,  I\,  p.  63-6-.  —  Comparer  lîrioschi,  Journ. 
fin-  Math.,  LU,  p.  i33-i'|i;  i856. 
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efTecUiéc  sur  les  vari;il)lcs.  f.cs  cocfficicMils  de  celle  siihsliliilion 
sont  exprimés  en  fonclion  d'un  cerlain  nombre  de  pnramèlrcs 
arbilraircs.  Celle  question  avait  déjà  été  entièrement  résolue,  en 
1846,  j)ar  Cavlej(')  dans  le  cas  particulier  important  d'une  somme 
de  carrés.  Par  contre,  Cajley  étendit  les  résultats  d'Hermitc  aux 
formes  c|uadrali(pies  à  11  variables  (^)  (i855). 

Dans  une  autre  voie,  l'année  i854  nous  a  encore  laissé  des  tra- 
vaux importants.  D'une  part,  Caylej  donne  une  démonstration  {^) 
des  équations  dilTérentielles  (citées  plus  haut)  satisfaites  par  les 
invariants  des  formes  binaires  consiilérés  comme  fonctions  des 
coefficients,  tandis  que,  de  son  côté,  Briosclii  (  '*)  établit  les  équa- 
tions correspondantes  par  rapport  aux  racines  de  ces  formes. 

Enfin,  c'est  avec  l'année  i854  que  commence  la  série  des  tra- 
vaux de  Cajlej  {^)^  Memoirs  iipon  Quantics,  se  terminant  provi- 
soirement en  1861  parle  Vil''  Mémoire.  Leur  diversité,  jointe  à 
la  façon  complète  dont  sont  traités  certains  cas,  constitue,  encore 
de  nos  jours,  une  source  féconde  de  recherches  pour  l'algébriste 
comme  pour  le  géomètre. 

Cajiej  considère  les  formations  invariantes  des  formes  binaires 
comme  solutions  entières  et  rationnelles  de  leurs  équations  difi'é- 
rentielles.  Dans  son  second  Mémoire  (i 856)  il  aborde  déjà  le  pro- 
blème important  ("),  à  savoir  :  peut-on,  pour  une  forme  donnée, 
déterminer  a  priori  le  nombre  des  formes  invariantes  linéaire- 
ment indépendantes,  qui  lui  correspondent.  Il  obtient,  en  effet,  ce 
nombre,  étant  donnés  Tordre  et  le  degré  de  ces  formes,  au  mojen 


(')  Journ.  fiir  Math.,  XXXII,  p.  iig-iaS. 

(-)  Journ.  fiir  Math.,  L,  p.  288-299. 

(')  Journ.  fiir  Math.,  XLV'II,  p.  109-124. 

(*)  Annali  di  Tortolini,  V,  p.  207-211,  en  part.  209.  Comparer  lîetti,  Annali 
di  Mat.,  (i),  I,  p.  129-134;  i858.  Dans  le  même  journal  (t.  IX,  p.  82;  iSSg)  Briosclii 
donne  une  démonstration  rigoureuse  de  l'équation  dillerentielle  de  Cayley  pour  le 
cas  des  invariants  des  formes  binaires  et  dans  les  Annali  di  Mat.,  (1),  I,  p.  160, 
pour  les  formes  à  n  variables. 

(^)  Les  six  premiers  Mémoires  se  trouvent  dans  le  t.  II  des  Coll.  Pap.,  p.  221- 
234,  i85/|  ;  p.  250-275,  i856;  p.  3io-335,  i856;  p.  5i3-526,  i858;  p.  527-557,  i858; 
561-599,  1809. —  Le  mot  «/M^/i^iC  correspond  au  mot  français /o/vne  (allem.  Form), 
voir  Salmon-Cheniin,  p.  i43. 

Consulter  aussi  les  notes  critiques  et  bibliographiques  que  Cayley  ajoute  lui- 
même  dans  la  nouvelle  édition. 

(')  Cayley  prend  comme  point  de  départ  les  notions  (h'  covarianls  asyzygeti- 
ques  et  irréductibles,  p.  2-5o. 
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des  coclïicicnls  du  dévcl()|)|)(;mcnl  de  la  fnnc.lion  <j;rn('ialrice{^^^ 
qui  avait  déjà  servi  à  Eiiler  |)Our  la  déeoin|)()silion  des  nombres. 
Il  est  vrai  que  celle  série  esl  basée  sur  une  loiniide  iiuméi'ativc, 
non  entièrement  démontrée. 

Ce  travail  seul  de  Cajley  adonné  lieu  à  une  fouie  de  rcclier-ches 
qui  ont  été  poursuivies  jusqu'en  ces  derniers  lemps  (^i:oir  dans 
ce  Rapport,  11''  Partie,  A.  c). 

Cependant,  Ca)dej  ne  put  réussir  à  acbever  d  une  manière  gé- 
nérale le  problème  si  iin|)ortant  posé  par  lui  pour  la  première 
fois,  et  qui  consisle  à  réduire  la  série  illimitée  des  formations 
invariantes  d'une  forme  binaire  donnée,  à  des  fonctions  entières 
et  rationnelles  d'un  noxwhva  Ji ni  d'entre  elles  (-). 

Le  IV*^  Mémoire  (i858)  contient,  au  moins  pour  des  cas  parti- 
culiers, le  principe  fondamental  de  la  composition  de  deux  formes 
(voir  j).  5 17)'  L'auteur  en  donne  une  expression  simple,  non 
symbolique  (jui,  ces  dernières  années,  a  de  nouveau  pris  une  place 
importante. 

La  résolution  (■')  élégante  des  équations  du  troisième  et  du 
quatrième  degré,  basée  sur  la  théorie  des  invariants,  donna  au 
développement  de  cette  lh(''orie  encore  si  jeune  une  sérieuse  im- 
pulsion (i858).  Les  applications  des  méthodes  algébriques  des 
formes  binaires  à  la  Géométrie  ('')  moderne  exercèrent  aussi 
quelque  influence. 

(")  La  fonction  sénéraliioe  est  mise  sous  la  f<n-nie,  p.  260, 


lorsqu'on  la  transforme  convenablement,  elle  donne  encore  le  nombre  des  cova- 
riants  irréductibles. 

La  démonstration  du  théorème  relatif  au  nombre  des  covariants  asyzygéliques 
d'ordre  \j.,  a  été  complétée  beaucoup  plus  tard  par  Sylvester  {P/iil.  Mag.;  1878  j. 

(^)   Voir  son  Mémoire,  p.  252,  253,  268,  270. 

(')  V'  Mémoire.  Cette  résolution  résulte  directement  des  syzygies  appartenant 
aux  tbrmes  cubiques  et  biquadratiques.  D'ailleurs  il  faut  aussi  tenir  compte  des 
travaux  préliminaires  de  Boole  {Cainbr.  Math.  J.,  111,  p.  116),  de  Eisenstein 
{Journ.  filr  Math.,  t.  XWII,  p.  89),  de  Hesse  {Journ.  fiir  Math.,  XXXVIII, 
p.  2(J2)  et  de  Sylvester  {Cambr.  and  Dublin  Math.  J.,  VI). 

Cependant  l'importance  de  cette  méthode  de  résolution  a  été  beaucoup 
exagérée  :  la  théorie  des  formes  ne  fournit  réellement  la  partie  intégrale  du  pro- 
blème que  si  l'on  considère,  comme  l'a  fait  Klein,  le  groupe  appartenant  à 
l'équation  comme  un  groupe  de  collinéation  dans  un  espace  d'ordre  supérieur. 

(*)  Celte  partie  a  été  exposée  avec  beaucoup  île  détails  par  Fiedier  (Leipzig, 
18U2). 
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En  parllculicr,  il  csl  reconnu  (juc  les  travaux  de  Cayley 
(VP  Mémoire,  i85())  sur  la  détermination  métrique  projcctive 
pour  l'espace  à  deux  et  à  trois  dimensions,  ont  servi  plus  tard  de 
base  au  développement  de  la  Géométrie  non  euclidienne  ('). 

A  ces  travaux  systématiques  se  rattachent  encore  d'autres  Mé- 
moires du  même  auteur.  Nous  nous  bornerons  à  les  mentionner  : 
recherches  sur  la  partition  des  nombres  (-)  (i855-i856);  un 
Mémoire  important  sur  les  fonctions  symétriques  (^)  (1807)  avec 
les  règles  relatives  à  leur  poids  et  à  leur  degré,  travail  qui  peut 
être  considéré  comme  une  introduction  à  la  théorie  des  péninva- 
riants  développée  plus  tard;  de  plus,  la  transformation  (') 
féconde  de  la  méthode  d'élimination  de  Bézout  (1807)  et  l'exten- 
sion au  cas  des  formes  binaires  (^)  d'ordre  pair  de  la  méthode 
canonisante  de  Sylvester  (iSSy). 

Dans  cette  même  direction  se  place  immédiatement  la  décou- 
verte importante  de  Roberts  (")  (1861),  d'après  laquelle  un  cova- 
riant  (binaire)  est  entièrement  caractérisé  par  son  terme  princi- 
pal qu'il  a  appelé  source  (leading  term,  Leitglied).  Cette 
remarque  permet  de  remplacer  toute  relation  (syzygie)  entre  co- 
variants  par  la  même  relation  entre  les  sources  et  réciproquement. 

La  source,  de  même  que  les  invariants,  est  une  fonction  symé- 
trique des  racines,  mais  ne  doit  vérifier  essentiellement  qu'une 
seule  équation  différentielle.  Roberts  a  étudié  en  détail  l'appli- 
cation de  sa  méthode  aux  formes  binaires  du  cinquième  ordre  (^). 

Abordons  encore,  autant  qu'il  peut  en  être  question,  ce  qui  est 
relatif  aux  formes  précitées  et  aux  équations  du  cinquième  ordre 
pendant  cette  période  (i854-i86i). 

(')  C'est  à  Klein  que  revient  le  mérite  d'avoir  reconnu  le  premier  l'importance 
fondamentale  des  résultats  de  Cayley;  voir  Math.  Ann.,  t.  IV  et  VI. 

(')  Papers,  t.  II,  p.  235-249  (i855),  47-62  (i858).  Voir  en  particulier  :  Sylves- 
ter, Quart.  Math.  J.,  I,  p.  l'^i-ibi  (i855,  juillet),  ainsi  que  Brioschi  et  Sylvester 
dans  les  Annall  di  Tor.,  t.  VIII  (1857),  Bellavitis  dans  les  Annali  di  Mat., 
t.  II  (1859)^  Bruno  dans  le  Journ.  fur  Math.,  t.  LXXXV  et  les  Math.  Ann., 
t.  XIV.  Bellavitis  donne  un  aperçu  bibliographique.  Consulter  aussi  Hagen  : 
Synopsis  der  hoheren  Mathematik,  Berlin,  1891,  p.  3. 

(3)  Papers,  t.  II,  p.  417-439.  Cf.  p.  454-il'4- 

{-)  Journal  fur  Math.,  t.  LUI,  p.  3G6-367,  ou  Papers,  t.  IV,  p.  38-39. 

(')  Journal  fur  Math.,  t.  LIV,  p.  48-58  et  p.  292,  ou  Papers,  t.  IV,  p.  43-53. 

(')  Quart.  Journ.,  t.  IV  (1861),  p.  168-178,  324-328. 

(')  Annali  di  Mat.,  (i),  t.  III,  p.  34o-344;  1860. 
,    Bull,  des  Sciences  niathém.,  2' série,  t.  XVIII.  (Aoùl  \^[)'\.)  14 
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C'est  encore  ici  }Iermilc  qui  trace  les  nouvelles  voies  suivies, 
après  lui,  par  Brioschi  et  Caylcj.  Déjà  en  i856Hermite  se  sert 
d'une  transformation  rationnelle  des  variables  dans  laquelle  le 
numérateur  est  un  covariant  du  dénominateur,  pour  réduire  l'in- 
tégrale elliptique  de  première  espèce  à  une  forme  normale  (  '  )  ;  deux 
ans  plus  tard  ce  même  savant  ramène  la  transformation  de  ïschirn- 
liausen,  depuis  longtemps  en  usage  en  Algèbre,  à  une  forme  inva- 
riante (-)  générale,  de  façon  à  mettre  en  évidence  le  caractère 
d'invariance  de  l'équation  transformée  qui,  de  plus,  doit  dépendre 
d'un  nombre  de  paramètres  le  moindre  possible. 

La  détermination  des  différentes  résolvantes  d'une  équation 
proposée  devient  alors  évidente.  Dans  le  cas  du  cinquième  ordre, 
ces  résolvantes  sont,  comme  l'on  sait,  l'équation  modulaire  et 
celle  du  multiplicateur,  qui  se  présentent  dans  la  transformation 
du  cinquième  ordre  des  fonctions  elliptiques  (•^). 

Mais  ce  ne  fut  que  plus  tard  (''),  qu'Hermite  présenta  à  ce 
point  de  vue  un  exposé  systématique  des  équations  du  cinquième 
ordre  (i865  à  1866). 

Aux  trois  éminents  savants  Cajlcj,  Sylvester  et  Hermile,  que 
nous  avons  le  plus  souvent  cités  jusqu'ici,  vient  se  joindre,  à 
partir  de  i854,  l'Italien  Brioschi  (3),  sans  cependant  les  égaler; 
il  compléta  et  continua  leurs  recherches  dans  les  directions  les  plus 
diverses.  Mentionnons  ses  travaux  les  plus  importants.  En  i86y,  il 
établit,  pour  le  résultant  et  le  discriminant  des  formes  binaires,  le 
système  remarquable  d'équations  différentielles  (^),  dont  on  a 
fait,  tout  récemment,  une  application  dans  la  théorie  des  fonc- 
tions hyperelliptiques  (^  ). 

(')  Journ.  fili-  Math.,  t.  LU,  p.  8.  Fo//- Brioschi  dans  ]es  Annali di  Mat.,  (i), 
t.  IV,  p.  192  (1861)  et  Pittarelli,  Boni.  Ace.  L.  /?.,  (4),  t.  IV,  p.  5o9-5i3,  708-705; 
1888. 

(')  Comptes  rendus,  t.  XLVI.  p.  961  (i858).  Cayley,  Journ.  fur  Math., 
t.  LVIII,  p.  269  (1861)  ou  Papers,  t.  IV,  p.  259-269. 

(')  Consulter  par  exemple  Clebsch,  Binaere  Forinen,  §§  11 '1,  115. 

(•)  Comptes  rendus,  i863,  1S64. 

(')  Consulter  pi'incipaleuient  son  exposé  général  d'une  théorie  des  formes  binaires 
dans  les  Annali  di  Mat.,  i"  série,  t.  I,  p.  296-809,  34g-362  (i858);  t.  II,  p.  82-85, 
265-277  (1859);  t.  III,  p.  160-168  (1860);  t.  VI,  p.  186-19^  (1S61).  —  Le  tirage  à 
part,  publié  à  Rome  en  1861,  est  épuisé. 

(«)  Journ.  fiir  Math.,  t.  LUI,  p.  872-376.  Voir  une  Note  de  Noether,  dans  Tédi- 
lion  allemande  de  Bruno,  §  25. 

(')  For>  WiLTiiEiss,  Math.  Anii..  l.  XXXIÏI,  p.  279;  188S. 
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Oïl  i}o\[  encore  à  ]>riosclii  une  exlcnsion  de  la  théorie  tie  la 
représonlatlon  ly|)ique  (  '  ),  d'après  Hermite,  tout  parlicidièrc- 
lucnt  en  ce  qui  concerne  les  formes  ternaires. 

Si  nous  prenons  en  considération  le  développement  remar- 
([uable  pris  peu  à  peu  par  les  résultats  isolés  de  notre  théorie, 
nous  devons  être  d'autant  plus  reconnaissant  à  Salmon,  qui,  déjà 
auparavant  (-),  avait  fourni  des  travaux  remarquables  en  Algèbre 
comme  en  Géométrie,  d'avoir  réuni  ce  vaste  matériel  en  une  mo- 
nographie (^)  serrée  (1809).  Cet  Ouvrage  s'est  répandu  en  Alle- 
magne (i863),  grâce  à  la  traduction  ('')  entreprise  par  Fiedler, 
c|ui  d'ailleurs,  déjà  en  18G2,  avait  publié  un  Traité  élémentaire  (^) 
accordant  une  large  place  aux  applications  de  la  théorie  deCaylej 
à  la  Géométrie  projective.  A  la  même  époque,  Brioschi  C)  donna 
un  travail  d'ensemble  sur  la  théorie  des  formes  binaires,  qui  ren- 
contra en  Italie  de  nombreux  adeptes.  En  France,  ce  fut  Bazin 
qui  contribua,  par  sa  traduction  (')  de  l'Ouvrage  de  Salmon,  à 
répandre  ces  méthodes  de  l'Algèbre  (  1868). 

Tandis  que  les  mathématiciens  anglais,  français  et  italiens 
échangeaient  activement  leurs  idées,  donnant  par  là  continuelle- 
ment une  nouvelle  impulsion  à  cette  branche  de  la  Science,  il  n'en 
était  pas  de  même  en  Allemagne,  où  l'on  resta  longtemps  station- 
naire. 


(')  Annali  di  Mat.  (i),  1. 1,  p.  i58-i63;  i858;  en  part.  p.  i63  ;  représentation 
typique  des  formes  à  n  variables.  Quant  à  la  représentation  t5pique  des  formes 
quadratiques  ternaires,  déduites  d'une  cubique,  voir,  par  exemple,  Comptes 
rendus,  i863. 

(  =  )    Consulter  le  Canibr.  and  Dublin  Math.  J.,  t.  II,  p.  74;  t.  IX,  p.  82. 

Dans  sa  première  édition  des  Higher  plane  Curves,  1862,  Salmon  calcule 
d'abord  les  invariants  et  les  covariants  des  formes  binaires  au  moyen  des  fonc- 
tions symétriques.  La  deuxième  édition  de  Iligher  Algebra,  i8(i5,  renferme  un 
nouvel  exposé  des  systèmes  complets  pour  les  formes  binaires  simultanées  les 
plus  simples. 

(')    Dublin,  i85g.  —  La  quatrième  édition  parut  en  i885. 

{*)  Leipzig,  i863.  —  Deuxième  édition,  1877. 

{^)  Leipzig,  1862. 

(•=)  Voir  plus  haut-,  p.  190,  note  (5).  —  Un  exposé  élémentaire  de  la  théorie  a 
été  donné  par  Battaglini  dans  les  Atti  di  Napoli,  1867  (suite  dans  le  Giorn.  di 
Mat.). 

(')  Paris,  (868.  —  La  deuxième  édition,  d'après  la  quatrième  édition  anglaise, 
est  duc  à  O.  Chemin.  Paris,  1890.  —  11.  r". 
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Bien  que  les  méthodes  projectives  de  Hesse  {*)  cl  de  Sleincr 
se  rapprochent  beaucoup  du  champ  d'étude  des  algébristes  étran- 
gers, leur  conception  n'avait  cependant  pas  encore  trouvé  la 
forme  adéquate  à  laquelle  ici,  plus  que  dans  toute  autre  branche 
des  Mathématiques,  on  doit  attacher  une  grande  importance. 

Cette  transition  a  été  marquée  seulement  en  i858  par  un 
exemple  (2)  classique  de  Aronhold,  dans  lequel  l'auteur  fait  res- 
sortir de  la  théorie  de  liesse  sur  les  formes  cubiques  ternaires 
leurs  propriétés  d'invariance  en  les  présentant  sous  une  forme 
bien  définie,  affranchie  de  tout  ce  qui  pouvait  paraître  artificiel. 

Plus  tard  (i863),  Aronhold  exposa  dans  toute  leur  généralité 
les  idées  fondamentales  de  ses  recherches  (•"').  Nous  donnerons 
un  aperçu  de  cet  important  Mémoire.  La  place  que  nous  lui  accor- 
dons peut  se  justifier  en  ce  sens  qu'il  a  exerce  une  influence  no- 
table sur  l'ordre  adopté  pour  le  présent  Rapport. 

Les  efforts  de  Aronhold  tendent  à  ramener  à  un  point  de  vue 
unique  les  formations  invariantes  de  natures  si  diverses,  afin 
d'établir  par  là  non  seulement  leurs  relations  réciproques,  mais 
encore  afin  de  justifier  leur  existence.  L'auteur  prend  comme 
point  de  départ  le  problème  i^")  qu'il  formule  dans  les  termes 
suivants  : 

Soient  ¥{x  \  rt),  F'(i  |  a')  deux  fonctions  homogènes  quel- 
conques et  TOUT  A  FAIT  GÉNÉRALES,  d'' Ordre p  par  vcipport  aux 
variables  respectivement  Xf,  x-^,  .  .  .,  x,i^  et  ^,,  |o,  .  .  .,  In',  on 
demande  de  déterminer  les  relations  entre  les  coefficients  a 
et  a!  pour  que  les  deux  fonctions  puissent  être  transformées 
Vune  clans  V autre  par  une  substitution  linéaire. 

Nous  soulignons  les  mots  tout  a  fait  générales,  car,  faute 
d'avoir  toujours  été  strictement  observés,  ils  ont  donné  lieu  à  des 


(')  Consulter  les  biographies  de  Pluckcr,  liesse,  Clebsch,  citées  à  plusieurs 
reprises. 

{")  Journ.  fia-  Math.,  t.  LV,  p.  97-191. 

(')  Journ.  far  Math.,  t.  LXII,  p.  281-345. 

(*)  P.  282,  283.  —  Ce  même  problème  pour  deux  ou  plusieurs  couples  de 
formes  se  trouve  déjà  dans  Boole,  bien  que  formulé  d'une  façon  moins  précise. 
{Camhr.  and  Dublin  Math.  J.  III  el  IV.   Voir  t.  III,  p.  ii,5.) 
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nialcnlcndtis  (').  D'après  le  problème  môme,  on  ne  peut  disposer 
des  coeffieients  a  et  «'que  sous  certaines  réserves;  les  condi- 
tions cherchées  seront  nécessaires  dans  tous  les  cas,  mais  non 
suffisantes  pour  des  formes  F  et  F'  absolument  quelconques,  ce 
que  Aronhold  a  clairement  montré  pour  les  formes  cubiques  ter- 
naires dans  plusieurs  passages  (-)  de  son  Mémoire  de  i858. 

Si  nous  supposons  éliminés  les  coefficients  de  substitution  entre 
les  conditions  de  la  transformabilité,  nous  pourrons  ordonner  les 
équations  finales  de  telle  façon  que  le  second  membre  devienne 
indépendant  des  o.  Ce  fait  se  trouve  traduit  par  l'existence  de  n- 
équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  ('),  qui  peuvent  être 
transformées  de  manière  à  ne  plus  contenir  les  quantités  o.  Réci- 
proquement, on  en  déduit  que  les  relations  algébriques  exprimant 
la  transformation  peuvent  être  représentées  par  des  égalités  entre 
des  fractions,  égalités  dans  lesquelles  l'une  des  fractions  est  exac- 
tement la  même  fonction  rationnelle  des  coefficients  a  de  F  que 
l'autre  par  rapport  aux  coefficients  a'  de  la  transformée  F'. 

Par  ces  fractions,  —  solutions  rationnelles  des  équations  dif- 
férentielles citées,  —  se  trouve  déterminée  l'existence  des  inva- 
riants absolus  de  F.  Mais  on  obtient  de  plus  le  nombre  de  ces 
invariants  rationnellement  indépendants,  grâce  à  une  étude  ap- 
profondie qui  a  montré  que  ces  n-  équations  différentielles  étaient 
linéairement  indépendantes  ('*). 

Les  invariants  ordinaires,  dont  on  partit  d'une  façon  empi- 
rique jusqu'à  Aronhold,  se  présentent  a  posteriori  comme  numé- 


(  ')  Un  tel  malentendu  semble  ressortir  des  attaques  que  Veltmann  a  dirigées 
contre  la  démonstration  de  Aronhold. (voir  Schlômilch.  Zeitschr.,  XXII,  p.  277- 
298;  1877,  et  XXXIV,  p.  32i-33o;  1889).  Cf.  IB.  a. 

(  =  )   Voir,  par  ex.,  Journ.  fur  Math.,  LV,  toc  cit.,  p.   160. 

(')  T.  LXII,  p.  287-288,  293.  —  Plus  tard,  Maurer  a  examiné  réciproquement 
dans  quel  cas  un  pareil  système  pouvait  définir  des  invariants  {Miinch.  Ber.. 
p.  io3-i5o;  1888). 

(^)  Aronhold  en  a  donné  une  démonstration  simple  et  directe  dans  le  Journ. 
fiir  Math.,  LXIX,  p.  iSS-iBg.  La  démonstration  de  Christoffel,  t.  LXVIII,  p.  246- 
202,  a  été  retirée  par  l'auteur  lui-même  et  remplacée  par  une  autre  {Math.  Ann., 
XIX,  p.  280-290;  1881).  —  Ce  n'est  que  plus  tard  qu'il  a  été  examiné  si,  entre  ces 
«=  équations  difTérentielles,  il  existait  des  relations  d'ordre 'supérieur;  Study  a 
démontré  que,  pour  le  cas  n  -  3,  toutes  les  équations  sont  des  conséquences  de 
deux  d'entre  elles.  Voir  son  traité  :  Methodeii . . . .  Leipzig,  p.  167;  1889. 
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râleur  cl  di'nominalcur  des  invariants  absolus  :  ils  satisfont  à  un 
système  correspondant  de  ii-  équations  didérenliclles. 

Ce  système  (comme  celui  qui  a  été  rappelé  plus  haut)  est  un 
système  complet,  d'après  la  démonstration  de  Clehscli  (i8G5), 
c'est-à-dire  qu'il  est  impossible  de  lui  adjoindre  de  nouvelles 
équations  linéaires  par  dilTérentialion  ou  élimination  des  dérivées 
d'ordre  supérieur  (  '  ). 

Tandis  que  l'extension  à  un  système  de  formes  (-)  ne  présente 
pas  de  difficultés  essentielles,  Aronhold  réussit  à  découvrir  des 
propriétés  remarquables  (»)  des  contrcvariants  {zugehorige 
Formen)  et  des  concomitants  mixtes  {Zwischenformen)]  c'est 
ce  qui  lui  permit  d'établir  les  relations  étroites  qui  lient  les  di- 
verses formes  invariantes. 

Dans  ces  développements,  il  est  de  toute  importance  qu'il  n'y 
ait  entre  les  coefficients  de  la  forme  originale  aucune  relation 
linéaire;  ceci  permet  de  remplacer  cette  forme  par  la  puissance 
correspondante  d'une  forme  linéaire  (p.  292-293),  grâce  à  quoi 
les  opéi^ations  différentielles  s'effectuent  alors  très  facilemenl. 

Quant  à  la  forme,  la  méthode  symbolique  ainsi  introduite  ne 
diffère  pas  essentiellement  de  celle  primitivement  employée  par 
Caylej^  mais  ce  n'est  que  grâce  aux  bases  sur  lesquelles  Aronhold 
a  établi  la  théorie  que  celle-ci  a  pu  recevoir  le  développement 
remarquable  qu'elle  a  trouvé  dès  lors  en  Allemagne. 

C'est  ici  que  Clebsch  intervient  avec  beaucoup  de  succès.  Le 
Mémoire  de  Aronhold  (i858)  lui  permet  de  faire  reposer  ('')  la 
théorie  uniquement  sur  cette  méthode  symbolique  (1861)  et  de 
ramener  l'étude  des  formes  d'ordre  supérieur  à  celle  des  formes 
linéaires. 

Avec  la  méthode  des  Anglais,  on  se  contente  de  fournir  des 
formes  invariantes  en  nombre  quelconque;  celle  de  Clebsch,  au 
contraire,  représentant  symboliquement  les  invariants  par  un  en- 
semble de  déterminants,  permet  non  seulement  d'en  déduire 
toutes  ces  formes,  mais  encore  elle  sert  à  définir  ces  dernières,  en 


(')  Journ.  fur  Math.,  LXV,  p.  257-268. 

{-)  T.  L\II,  §§  8  et  10.  —  Consulter  t.  XXXIX,  p.  i5o  et  suivantes. 

(')  T.  LXII,  §§  11  Cl  li. 

(•)  Journ.  fur  Math.,  LIX,  p.  1-67. 
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se  linillanl  loiilcfois  an  cas  où  il  n'y  a  qu'une  série  de  variables, 
et  celles  qui  leur  correspondent  par  dualité. 

En  se  basant  sur  le  caractère  général  de  cette  méthode,  Clebsch 
se  trouve  conduit,  entre  autres,  au  principe  de  translation  (') 
(Uebertragungsprincip),  théorème  bien  connu,  qui  permet 
d'établir  une  relation  étroite  entre  les  formes  de  n  et  celles  des 
n  H-  I  variables. 

A  la  même  époque,  Clebsch  donne  une  série  d'applications 
intéressantes  à  la  Géométrie  des  courbes  et  des  surfaces  algé- 
briques; nous  citerons,  comme  particulièrement  remarquable, 
son  travail  (-)  sur  le  problème  des  normales  dans  le  cas  des 
figures  du  second  ordre. 

jNous  pouvons  restreindre  au  strict  nécessaire  les  renseigne- 
ments sur  les  travaux  de  Clebsch,  vu  qu'il  existe  déjà,  à  ce  sujel, 
un  exposé  (=')  détaillé,  mettant  en  lumière  les  différentes  branches 
qxii  se  rattachent  aux  œuvres  du  grand  savant. 

Les  Mémoires  précités  de  Clebsch  (i  86 1)  etdeAronhold  (i863) 
donnent  naissance  à  une  nouvelle  époque,  que  l'on  reconnaît  en 
ce  que  notre  Science  prend  alors  un  développement  systématique 
qui,  dès  ce  moment,  a  son  centre  en  Allemagne. 

On  constate,  peu  à  peu,  deux  directions  principales  qui,  en 
certains  points,  se  distinguent  très  nettement  l'une  de  l'autre. 

L'une,  inaugurée  par  Clebsch,  se  propose  d'approfondir,  à  l'aide 
des  méthodes  de  ce  dernier,  l'étude  du  champ  illimité  des  formes 
invariantes,  afin  de  déterminer  les  rapports  que  celles-ci  peuvent 
avoir  entre  elles;  l'autre  prend  comme  point  de  départ  le  p/o- 
blème  de  l'équivalence  posé  par  Aronhold,  c'est-à-dire  celui  de 
la  transformabilité  linéaire  d'une  forme  dans  une  autre. 

En  attendant,  il  se  passe  encore  quelques  années  avant  qu'il  se 
produise,  des  deux  côtés,  un  mouvement  sensible.  On  s'accorde 
pour  faire  partir  celui-ci  de  l'année  1868,  époque  à  laquelle  furent 
publiées  la  démonstration  ('')  de  Gordan  sur  le  nombre  fini  des 
systèmes  de  formes  binaires,  elles  recherches  de  Weierstrass  sur 


(  '  )  Loc.  cit..  §  7. 

(")  Journ.  fur  Math.,  LX.II,  p.  C>^-ïo^;  i863. 

(')  Math.  Ann.,  VII,  p.  i-oo;  voir,  en  part.,  p.  37-5o;  187'!. 

(*)  Journ.  fur  Math..  lAIX,  p.  Zi'h-'h'ô'\. 


igG  piiEMiÈKii  rAinii':. 

l'équivalence   des  formes  et  faisceaux  de  formes  biliniiaires  (cl 
quadratiques)  basés  sur  l'étude  des  diviseurs  élémentaires  ('). 

Il  j  a  donc  lieu  d'exposer  seulement  plus  loin  et  en  rapport 
avec  les  recherches  de  la  nouvelle  époque,  les  travaux  (-)  de 
Clebsch  et  de  Gordan  (i86j)  sur  les  représentations  typiques  des 
formes  binaires,  ainsi  que  ceux  de  Kronecker  (•"')  et  de  Christof- 
fel  ('')  sur  les  formes  bilinéaircs,  bien  que,  en  apparence,  ces 
Mémoires  appartiennent  à  l'ancienne  époque.  (A  suivre). 


(•)  Berl.  Ber.,  p.  3io-338;  18GS. 

(")  Annali  cli  Mat.  (2),  I,  p.  23-79. 

(')  Kronecker,  Journ.  fur  Math.,  LXVIU,  p.  273-285. 

(')   ClIRISTOFFEL,   M.,  p.   253-272. 
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G.  KIRCHOFF.  —  Vorlesungen  ueber  matiiematische  Physik.  IV"  undlelztcr 
Band  :  Théorie  der  IVàrme;  herausgegeben  von  D"'  Max  Planck  (Leçons 
de  Physique  mathématique.  IV*  et  dernier  volume  :  Théorie  de  la  chaleur; 
public  par  le  D"'  Max  Planck).  Gr.  in-S",  x-210  p..  Leipzig.  B.-G.  Teubner  ; 
1894. 

G.  RirclihofT  avait  formé  le  projet  de  réunir  et  de  publier  l'en- 
semble de  ses  Leçons  sur  la  Physique  mathématique  ;  il  n'a  mis 
ce  projet  à  exécution  que  pour  le  premier  volume  de  son  œuvre, 
pour  celui  qu'il  a  intitulé  Mécanique;  après  sa  mort,  ses  élèves 
ont  voulu  réaliser  le  plan  qu'il  s'était  tracé  et,  en  s'aidant  des 
notes  dont  il  faisait  usage  dans  ses  Cours,  nous  faire  connaître  sa 
pensée  sur  l'ensemble  des  problèmes  de  la  Physique  théorique; 
M.  Kurt  Hensel  s'est  chargé  de  publier  les  Leçons  su/'  l'Optique; 
M.  Max.  Planck,  après  avoir  reproduit  les  Leçons  sur  U Electri- 
cité et  le  Magnétisme,  nous  donne  aujourd'hui  le  IV''  et  dernier 
Volume  de  cette  série,  consacré  aux  Leçons  sur  la  chaleur.  La 
haute  compétence  de  M.  Max  Planck,  professeur  de  Physique 
théorique  à  l'Université  de  Berlin,  auteur  d'importantes  re- 
cherches touchant  la  Thermodynamique,  nous  est  un  sûr  garant 
de  l'exactitude  avec  laquelle  ce  livre  reproduit  la  pensée  de  G.  Kir- 
chhoff. 

G.  Kirchhoff  consacre  les  premières  pages  à  marquer  la  division 
de  son  œuvre  en  trois  parties,  qu'il  nomme  \^  pure  théorie  de  la 
chaleur,  la  Thermodynamique,  la  théorie  mécanique  de  la 
chaleur;  ces  pages  nous  semblent  jeter,  sur  la  manière  dont 
G.  KirchhofT  concevait  la  Physique,  un  jour  qu'on  chercherait 
peut-être  en  vain  dans  toute  autre  partie  de  son  œuvre;  aussi 
croyons-nous  bien  faire  en  donnant  aux  lecteurs  du  Bulletin  des 
Sciences  mathématiques  la  traduction  in  extenso  de  ces  pages. 

I. 

«  Le  but  de  la  Physique  est  d'étudier  certaines  classes  de  phé- 
nomènes, nommés  phénomènes  physiques,  de  les  classer  dans  un 
Hull.  des  Sciences  mathéni.,  2'  série,  l.  W'III.  (Septembre  iSg'i- )         i) 
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ordre  facile  à  etiibrasser  du  regard,  cl  de  les  exposer  de  la  manière 
la  plus  simple  possible.  Parmi  lous  les  phénomènes  j)li}'siques, 
les  plus  simj)lcs,  c'csl-à-dire  les  plus  immcdiatcmenl  accessibles  à 
renlendcmenl,  sont  \es  phénomènes  de  nioiiKcnient,  qui  forment 
l'objet  de  la  Mécan'ujae.  Ce  sont  ceux  qui  exigent  le  plus  |)etit 
nombre  de  concepts  fondamentaux;  ils  supposent  seulement  les 
notions  d'espace,  de  temps  et  de  matière.  Une  foule  d'autres  no- 
tions, il  est  vrai,  interviennent  dans  l'étude  de  ces  phénomènes  : 
telles  sont  les  notions  de  vitesse,  d'accélération,  de  force,  de 
travail,  etc.  IMais  ce  ne  sont  j)as  des  notions  premières;  ce  sont  des 
notions  qui  se  déduisent,  j)ar  un  procédé  malliémali(jue  rigoureux, 
des  concepts  premiers.  Elles  s'introduisent  parce  qu'elles  servent 
à  énoncer  plus  aisément  les  lois  du  mouvement.  Dans  les  autres 
parties  de  la  Physique,  nous  voyons  intervenir  de  nouvelles  no- 
tions, essentiellement  distinctes  des  précédentes;  ainsi,  en  Op- 
tique, interviennent  Iqs  notions  d'intensité  lumineuse,  de  couleur, 
d'état  de  polarisation.  Il  est  vrai  que,  si  l'inpothèse  qui  se  trouve 
à  la  base  de  la  théorie  ondulatoire  de  la  lumière  est  exacte,  ces 
notions  se  peuvent  ramener  à  celles  de  la  Mécanique;  la  lumière 
consiste  alors  en  vibrations  dont  la  force  vive  représente  l'inten- 
sité lumineuse,  dont  la  durée  caractérise  la  couleur  et  dont  la 
direction  détermine  l'état  de  polarisation.  Celte  hypothèse  est  si 
simple;  les  conséquences  que  l'on  en  peut  déduire  rigoureusement 
concordent  si  bien  avec  l'expérience,  quoique  cette  concordance 
n'ait  pas  lieu  dans  tous  les  cas,  que  celle  hypothèse  semble  très 
propre  à  servir  de  point  de  départ  dans  l'exposition  des  phéno- 
mènes optiques. 

»  On  a  lait  Thypo thèse  que  lous  les  phénomènes  physiques,  et, 
en  particulier,  ceux  qui  sont  occasionnés  par  la  chaleur  et  qui 
nous  occuperont  dans  ces  Leçons,  sont  réductibles  à  des  mouve- 
ments, en  sorte  que  toute  la  Physique  se  ramène  à  la  Mécanique. 
Si  cette  réduction  était  effectuée,  on  aurait  atteint,  dans  l'exposé 
de  la  Physique,  au  jilus  haut  degré  de  simplicité  qui  se  puisse  con- 
cevoir; celle  réduction  de  la  Physique  à  la  Mécanique  est  donc  un 
but  qu'il  est  extrêmement  désirable  d'atteindre.  Mais  ce  but  n'est-il 
pas  illusoire?  Tous  les  phénomènes  physiques  sont-ils  vraiment 
réductibles  à  des  mouvements?  Cette  question  est  équivalente  à 
celle-ci    :   les    plus    petites   parties    de   la   matière    peuvent-elles 


COMPTES   RENDUS  ET  ANALYSES.  '99 

éprouver  des  modificallons  aulrcs  que  des  changements  de  po- 
sition dans  l'espace?  Il  semble  que  le  témoignage  immédiat  de  nos 
sens  nous  permette  de   trancher  cette  question  par  l'affirmative; 
les  changements  d'état  d'agrégation,  de  propriétés  chimiques,  de 
température,  d'état  électrique,  d'autres  propriétés   encore,  nous 
paraissent  ne   pas   être   des    mouvements;  mais   le   témoignage 
immédiat  de  nos  sens  n'est  pas  compétent  pour  juger  la  question. 
Même  lorsqu'on  les  suppose  armés  de  tous  les  moyens  que  l'art  a 
créés  pour  les  aider,  nos  sens  ne  peuvent  percevoir  les  volumes 
dont  les  dimensions  sont  inférieures   à  certaines  limites;  ils  ne 
peuvent  reconnaître  ce  qui  se  passe  à  l'intérieur  d'un  tel  volume. 
Ils  perçoivent  seulement  une  sorte  de  moyenne  des  événements  qui 
se  produisent  à  la  fois  dans  un  grand  nombre  de  ces  petits  volumes  ; 
•     ils  reçoivent  la  même   impression   que  si  la   matière  remplissait 
l'espace  d'une  manière  continue,   que  si   le  mouvement  variait 
d'un  point  à  l'autre  d'une  manière  continue;  c'est  seulement  le 
long  de  certaines  surfaces,  le  long  des  surfaces  de  contact  de  deux 
corps  différents  qu'il  nous  est  possible  de  reconnaître  de  brusques 
changements  dans  la  nature  et  dans  le  mouvement  de  la  matière. 
A  l'intérieur  des  espaces  qui,  par  leur  extrême  petitesse,  échappent 
à  notre  perception,  se  produit-il  des  différences  dans  la  nature  et 
le  mouvement  de  la  matière?  Les  plus  petites  parties  de  la  matière, 
parexemple,  sont-elles  séparées  par  des  espaces  vides?  Il  nous  est 
impossible,  en  tout  cas,  de  nous  en  apercevoir;  s'il  se  produit  des 
variations  dans  d'aussi  petits   espaces,  nous   ne  pouvons  les  re- 
connaître comme  telles.  Il  est  possible  que  les  variations  de  tem- 
pérature, de  l'état  d'agrégation,  etc.,  consistent  en  des  mouve- 
ments qu'éprouvent  les  unes  par  rapport  aux  autres  les  plus  petites 
parties  de  la  matière.  C'est  précisément  l'hypothèse  que  l'on  prend 
pour  base  lorsque  l'on  admet  que  tous  les  phénomènes  physiques 
sont  réductibles  à  des  mouvements. 

»  Vous  vous  attendez,  peut-être,  à  ce  que  je  commence  par 
préciser  l'hypothèse  en  question  touchant  les  phénomènes  de  la 
chaleur,  pour  en  déduire  ensuite  les  conséquences  et  comparer 
ces  conséquences  aux  faits  observés.  Mais  il  est  impossible  de 
suivre  cette  méthode,  du  moins  actuellement;  car  l'image  que  les 
physiciens  se  sont  faite  du  mouvement  qui  constitue  la  chaleur 
est  encore  trop  obscure,  et  l'on  ne  peut  encore  la  soumettre  au 
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calcul  d'une  manière  pleinement  salisfaisanLc,  C'est  dans  le  cas 
des  gaz  que  cette  représentation  a  acquis  sa  plus  grande  perfection. 
On  admet  que  les  molécules  des  gaz  (qui  sont  en  nombre  immense 
dans  les  plus  petits  volumes  dont  nous  puissions  encore  percevoir 
les  dimensions)   s'agitent  en   désordre  comme  des  mouches  qui 
bourdonnent  en  essaim.   Chacune   de  ces   molécules  marche  en 
ligne  droite,  jusqu'à  ce  qu'elle  en  choque  une  autre  qui  la  relance 
dans  une  autre  direction.  La  nature  de  ces  chocs  est  encore  très 
obscure;  selon  la  constitution   que   l'on   aliiiljuc  aux  molécules, 
on  est  amené  à  se  les  représenter  d'une  manière  ou  d'une  autre. 
Plus  grande  est  notre  ignorance  touchant  le  mouvement  des  mo- 
lécules dans  les  corps  solides  ou   fluides;   une  seule  hypothèse 
demeure  certaine;  c'est  qu'ici  encore  règne  un  extrême  désordre, 
en  sorte  qu'au  même  instant  des  molécules  extrêmement  voisines 
les  unes  des  autres  présentent  toutes  les  vitesses  et  toutes  les  di- 
rections de  mouvement  possibles.  Si  Ion  observe  que  l'instrument 
mathématique,  sous  sa  forme  actuelle,   n'est  pas  assez  puissant 
pour  déterminer   avec  pi'écision   le   mouvement    de   trois  corps 
célestes  regardés  comme  des  points  matériels  qui  s'attirent  suivant 
la  loi  de  Newton,  on  comprendra  aisément  que  l'hjpothèse  tou- 
chant la  constitution  des  corps  que  je  viens  d'exposer  n'est  guère 
propre  à  servir  de  point  de  départ  à  des  déductions  rigoureuses; 
qu'elle  ne  peut  guère  servir  à  rendre  plus  ne  lie  la  définition  des 
notions  auxquelles  ont  conduit  les  phénomènes.  Pour  parvenir  à 
comprendre  nettement  ces  notions,   il  nous   faut  partir  d'hypo- 
thèses immédiatement  issues  de  l'expérience  et  dont  les  consé- 
quences se  laissent  aisément  soumettre  au  calcul.  Voilà  pourquoi 
nous  conserverons   tout  d'abord  une  hypothèse,  qui  se  retrouve 
également  à  la  base  de  la  Mécanique,  et  qui  est  la  suivante  :  les 
coi^ps   ne   se  composent  pas  de  molécules  distinctes;  la  matière 
remplit  d'une  manière  continue  l'espace  qu'occupent  les  corps  ;  si 
les  diverses  parties  de  la  matière  se  meuvent  les  unes  par  rapport 
aux  autres,   le  mouvement    varie  d'une  manière  continue  d'un 
point  à  l'autre.  Tant  que  nous  opérons  de  la  sorte,  nous  devons, 
il  est  vrai,  renoncer  à  ramener  à  la  Mécanique  les  notions  de  la 
théorie  de  la  chaleur;  il  nous  faut  admettre  que  les  parties  de  la 
matière  sont  susceptibles  d'éprouver  non  seulement  des  change- 
ments de  position  dans  l'espace,  mais  encore  d'autres  modifications 
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(qualitatives),  et  parmi  ces  modifications  nous  devons  ranger  les 
variations  de  la  température. 

»  A  parler  rigoureusement,  il  n'y  a  pas  de  phénomène  phy- 
sique dans  lequel,  à  côté  des  mouvements,  d'autres  modifications 
de  la  matière  ne  semblent  se  produire;  au  point  de'vue  auquel 
nous  nous  sommes  placé  plus  haut,  nous  pouvons  aussi  bien 
dire  :  ne  se  produisent.  Jamais  les  changements  de  température  ne 
font  entièrement  défaut;  dans  tout  mouvement  intervient  le  frotte- 
ment et  le  frottement  engendre  de  la  chaleur.  Mais,  dans  beau- 
coup de  phénomènes  de  mouvement,  les  variations  de  la  tempé- 
rature et  des  autres  propriétés  de  la  matière  ont  peu  d'importance  ; 
ce  sont  ces  phénomènes  qui  forment  l'objet  de  la  Mécanique, 
ou,  selon  une  locution  qui  me  semble  préférable,  de  la  piue  Mé- 
canique. D'un  autre  côté,  il  ne  se  produit  jamais  de  variations  de 
température  sans  qu'il  se  produise  des  mouvements;  car,  lorsque 
la  température  d'un  corps  varie,  son  volume  varie  également;  et 
tout  changement  de  son  volume  entraîne  un  mouvement  relatif  de 
ses  diverses  parties.  Mais,  dans  beaucoup  de  phénomènes,  les 
mouvements  qui  accompagnent  les  variations  de  température  sont 
d'une  nature  telle  qu'on  peut  les  laisser  de  côté.  Ces  phénomènes, 
c'est-à-dire  les  phénomènes  dans  lesquels  on  n'a  à  considérer  que 
des  variations  de  température,  forment  l'objet  d'une  branche  de 
la  Physique  qui  nous  occupera  au  début  de  ces  Leçons  et  que  l'on 
peut  justement  nommer  la  pure  théorie  de  la  chaleur.  Nous 
considérerons  ensuite  la  théorie  mécanique  de  la  chaleur,  c'est- 
à-dire  les  phénomènes  dans  lesquels  on  a  à  la  fois  à  considérer  des 
variations  de  température  et  des  mouvements.   » 

II- 

Ce  que  G.  KirchhofF  nomme  la  pure  théorie  de  la  chaleur 
coïncide  avec  ce  que  l'on  nomme  habituellement  la  théorie  de  la 
conductibilité  calorifique.  Après  avoir  posé  les  principes  fonda- 
mentaux de  cette  science,  il  consacre  deux  Leçons  à  l'élude  dé- 
taillée du  cas  où  les  surfaces  isothermes  sont  des  plans  parallèles, 
c'est-à-dire  du  cas  où  la  température  S  satisfait  à  l'équation  aux 

dérivées  partielles 

d'à  _    ^rr-lj 
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Il  iiiLrgrc  celte  é(|niili()ii  pour  diverses  formes  de  condilions  aux 
limites  et  ;i|)|)liqiie  les  résultats  trouvés  à  l'étude  d'un  certain 
nombre  de  problèmes  intéressants  :  oscillations  diurnes  de  la  tem- 
pérature du  sol,  époque  de  la  solidification  de  l'écorce  terrestre 
(d'après  W.  Tliomson),  etc.  Il  traite  ensuite  le  problème  de  la 
conductibilité  dans  une  barre  dont  la  section  est  très  petite  par 
rapport  à  sa  longueur;  ce  problème  dépend,  comme  l'on  sait,  de 
l'équation  aux  dérivées  partielles 

-—  =  a- A^-J. 

dt  Oz^       •' 

L'étude  de  l'état  stationnaire  donne  la  tbéorie  de  la  méthode 
employée  par  Desprez,  puis  par  Wiedemann  et  Franz,  pour  dé- 
terminer les  coeKicients  de  conductibilité;  l'élude  de  l'état  va- 
riable, au  contraire,  rend  compte  de  la  méthode  beaucoup  plus 
parfaite  imaginée  par  F.-E.  Neumann. 

G.  KirchholT  complète  cette  étude,  très  sommaire  et  très  simple, 
de  la  conductibilité  au  sein  des  substances  isotropes  en  examinant 
le  problème  du  mouvement  de  la  chaleur  dans  un  prisme  rectan- 
gulaire de  section  finie,  dont  les  faces  sont  soumises  au  rayonne- 
ment, et  dans  nne  sphère  à  laquelle  les  surfaces  isothermes  sont 
supposées  concentriques. 

Passant  ensuite  au  cas  des  substances  cristallisées,  il  établit 
brièvement  les  principaux  théorèmes  de  Lamé  touchant  les  équa- 
tions du  mouvement  de  la  chaleur  dans  ces  substances,  et  il  dé- 
montre que,  dans  une  plaque  indéfinie,  limitée  par  deux  plans 
parallèles,  on  peut  obtenir  un  mouvement  de  la  chaleur  oi\  les 
lignes  isothermes  tracent  à  la  surface  de  la  plaque  des  ellipses 
concentriques  et  homothétiques. 

Malgré  leur  extrême  concision,  on  peut  dire  que  les  quatre 
premières  Leçons  de  G.  Kirchhoff  renferment  tout  ce  qu'il  peut 
être  utile  au  physicien  de  connaître  sur  la  théorie  de  la  conducti- 
bilité; on  ne  doit  pas  oublier,  en  effet,  que  cette  théorie  a  servi 
bien  moins  au  progrès  de  la  Physique  qu'à  l'étude  des  équations 
aux  dérivées  partielles,  étude  à  laquelle  elle  a  fourni  de  nombreux 
problèmes. 
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Après  ce  bref  exposé  de  la  pare  théorie  de  la  chaleur,  G.  Kir- 
cliholT  aborde  la  théorie  mécanique  de  la  chaleur  ;  dans  les  pre- 
mières Leçons  qu'il  consacre  à  celle  science,  il  continue  à  re- 
garder la  lempéralure  comme  une  qualilé  des  corps,  sans  se  sou- 
cier de  la  ramener  au  mouvemenl;  on  sait  que,  depuis  un  cerlain 
nombre  d'années,  celle  manière  de  faire,  qui  détache  le  plus  com- 
plètement possible  la  théorie  de  la  puissance  motrice  du  feu  ou 
thermodynamique  de  toute  hypothèse  louchant  la  nature  méca- 
nique de  la  chaleur,  tend  de  plus  en  plus  à  prévaloir  dans  la  science  ; 
l'enseignement  de  G.  Rirchholln'a  certainement  pas  été  étranger 
à  cette  tendance. 

La  première  Leçon  de  Thermodynamique  (la  V*^  de  tout  l'Ou- 
vrage) est  consacrée  à  exposer  très  succinctement,  trop  succincle- 
ment  peut-être,  les  deux  principes  sur  lesquels  repose  celle 
science  :  le  principe  de  la  conservation  de  l'énergie  elle  principe 
de  Carnol,  donnés  tous  deux  comme  des  lois  extraites  de  l'expé- 
rience par  l'induction;  dans  celte  même  Leçon,  se  trouve  la  défi- 
nition de  la  température  absolue,  présentée  selon  la  méthode  de 
W.  Thomson,  la  définition  de  l'énergie  interne  et  de  l'entropie. 

La  deuxième  (VP)  Leçon  de  Thermodynamique  est  consacrée 
aux  applications  les  plus  générales  des  deux  principes;  RirchhofT 
V  montre,  en  premier  lieu,  comment  toutes  les  équations  de  la 
Thermodynamique  peuvenl  s'obtenir  en  écrivant  que  (E<:/Q  —  f/Ge) 

et  ^  sont  deux  différentielles  totales;  puis  il  introduit  la  notion 

d'énergie  libre  on  potentiel  thermodynamique  interne;  regret- 
tons, à  ce  propos,  que,  tout  en  citant  le  mémorable  travail  de 
M.  Helmholtz,  il  ail  omis  de  rappeler  les  droits  antérieurs  de 
M.  Massieuel  de  M.  Gibbs;  il  établit  les -conditions  de  possibilité 
d'une  transformation  et  montre  qu'elles  ne  sont  pas  d'accord  avec 
le  principe  du  travail  maximum;  il  étudie  ensuite  les  systèmes 
dont  l'étal  physique  ne  dépend  que  de  deux  paramètres,  et,  en 
particulier,  les  gaz  parfaits. 

Cette  élude  est  poursuivie  dans  la  troisième  (VIP)  Leçon,  où 
sont  exposées  les  recherches  de  Joule  sur  la  compression  adia- 
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balique  de  l'eau  et  sur  la  traction  adiabalique  des  corps  solides, 
ainsi  que  les  expériences  de  Joule  et  W.  Thomson  sur  l'écou- 
lement des  gaz  voisins  de  l'étal  parfait. 

La  quatrième  (  Vlll*')  Leçon  est  consacrée  aux  propriétés  essen- 
tielles de  la  vaporisation  :  tension  de  vapeur  saturée,  relation  de 
Clapejron,  chaleur  spécifique  de  la  vapeur  saturée,  énergie  in- 
terne d'un  système  renfermant  un  mélange  de  li([uide  et  de  vapeur 
saturée. 

Les  travaux  de  Van  der  Waals  et  de  Clausius  sur  la  continuité 
entre  l'état  liquide  et  l'état  gazeux  et  sur  la  détermination  des  élé- 
rrienls  de  la  vapeur  saturée  au  moyen  de  l'isotherme  théorique 
forment  l'objet  d'une  partie  de  la  cinquième  (IX^)  Leçon;  la  fin 
de  cette  Leçon  est  consacrée  à  étudier  l'influence  que  la  pression 
exerce  sur  la  température  de  fusion  et  sur  la  chaleur  de  fusion. 

La  sixième  (X*^)  Leçon  est  un  exposé  abrégé  du  Mémoire  de 
G.  KirchhofT  sur  la  dilution  de  l'acide  sulfurique;  elle  suggère 
une  remarque  que  nous  avons  déjà  eu  occasion  de  faire  à  propos 
d'autres  Ouvrages  didactiques  du  grand  physicien,  à  savoir  que 
celui-ci  est  d'une  remarquable  sobriété  dans  l'exposé  de  ses 
propres  travaux;  il  évite  toujours  de  leur  donner,  dans  son  en- 
seignement, une  place  hors  de  proportion  avec  celle  qu'il  accorde 
aux  travaux  d'autrui;  peut-être  même  pourrait-on  l'accuser  de 
manquer  de  mesure  à  son  détriment  et  de  ne  pas  mettre  en  une 
suffisante  clarté  l'importance  de  certaines  de  ses  recherches. 

La  septième  (Xl'^)  Leçon  est  une  de  celles  dont  la  nouveauté 
saisira  le  plus  les  lecteurs  accoutumés  à  la  Thermodynamique  : 
elle  traite  d'une  manière  générale  de  l'application  de  cette  science 
aux  fluides  en  mouvement,  en  tenant  compte  de  la  viscosité;  les 
équations  générales  obtenues  dans  cette  Leçon  sont  appliquées 
dans  la  suivante  à  divers  problèmes  importants  :  écoulement  d'un 
gaz  par  un  orifice,  écoulement  d'un  jet  de  vapeur  humide,  etc. 

IV. 

Ici  s'arrête  le  développement  de  la  Thermodynamique  propre- 
ment dite  et  commence  l'exposé  des  recherches  faites  par  les  phy- 
siciens touchant  la  nature  de  la  chaleur.  G.  KirchholFse  borne  à 
traiter,  très  complètement  d'ailleurs,  la  théorie  cinétique  des  gaz; 
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il  ne  parle  pas  des  efToiis  tentés  par  M.  Boltzmann,  par  Clausiiis 
et  par  M.  II,  von  Helmiiollz  pour  ramener  la  loi  de  Carnot  aux 
principes  fondamentaux  de  la  Dynamique. 

Les  cinq  premières  Leçons  touchant  la  théorie  cinétique  des 
gaz  sont  consacrées  à  exposer,  avec  une  grande  perfection  de 
forme,  la  théorie  de  Maxyi^ell.  Nous  y  trouvons  d'abord  deux 
démonstrations  de  la  loi  de  distribution  des  vitesses  des  molé- 
cules à  un  instant  donné  (loi  de  Maxwell),  puis  l'application  de 
cette  loi  aux  propriétés  fondamentales  d'un  gaz  ou  d'un  mélange 
de  gaz  en  équilibre  conduisant  dans  ce  dernier  cas  à  la  loi  d'Avo- 
gadro.  La  théorie  est  étendue  ensuite  aux  gaz  en  mouvement, 
conformément  au   mode    d'exposition  de  Maxwell.  Arrivant  au 

G 
calcul  du  rapport—^  des  deux  chaleurs  spécifiques,  G.  KirchhofF 

montre  que  la  théorie  cinétique  attribuerait  à  ce  rapport  la 
valeur  inacceptable  |  si  les  molécules  étaient  assimilées  à  de 
simples  points  matériels;  avec  Clausius,  il  admet  que  leur  forme 
doit  être  plus  compliquée  et,  suivant  un  calcul  de  M.  Boltzmann, 
il  prouve  que  l'on  peut  alors  retrouver  pour  le  rapport  des  cha- 
leurs spécifiques  la  valeur  i,4o  donnée  par  l'expérience. 

Pour  rendre  compte  des  lois  du  frottement  intérieur  et  de  la 
conductibilité  calorifique  des  gaz,  G.  KirchhofF  admet,  avec  Max- 
well, que  les  molécules  des  gaz  se  repoussent  avec  une  force  in- 
versement proportionnelle  à  la  cinquième  puissance  de  la  distance. 
Il  applique  les  conséquences  de  cette  hypothèse  au  mélange  de 
deux  gaz  et  à  la  diffusion. 

La  méthode  suivie  par  Clausius  dans  l'exposé  de  la  théorie  ci- 
nétique des  gaz  permet  de  rendre  compte  du  frottement  intérieur 
et  de  la  conductibité  calorifique  des  gaz,  sans  faire  intervenir  cette 
force  répulsive  inversement  proportionnelle  à  la  cinquième  puis- 
sance de  la  distance.  Mais  cette  méthode,  à  laquelle  G.  Kirchhoff 
consacre  sa  dernière  Leçon,  paraît  conduire  à  des  contradictions. 

P.    DuHEM. 
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HÉRON  D'ALEXANDRIE.  —  Li:s  MiicANrQUES  ou  l'Êlévateiii,  ijuhliéos  pour 
la  première  fois  sur  la  version  arabe  de  Costâ-ibn-Lûqâ,  et  traduites  en 
français  par  M.  le  baron  Carra  de  Vaux.  Petit  in-S",  19J  pages  de  texte 
français,  110  de  texte  arabe.  Paris,  Leroux,  iHyî. 

On  savait  par  Pappus,  qui  nous  en  a  conservé  d'importants  ex- 
traits, que  Héron  d'Alexandrie  avait  rédigé  trois  Livres  de  Méca- 
niques ou  plutôt  dTnt/oductions  mécaniques,  car  ce  dernier  litre, 
indiqué  par  Euloclus,  semble  plus  authentique.  Le  texie  grec  de 
cet  Ouvrage  est  j)erdu,  mais  il  en  existe  une  version  arabe  re- 
montant au  IX''  siècle  cl  dont  le  mathémaliclen  et  orientaliste 
Golius  a  apporté  en  Occident  un  manuscrit  datant  du  xv'"  siècle. 
Il  en  fît  une  traduction  latine,  restée  inédite,  sauf  un  court  frag- 
ment publié,  en  1785,  par  Brugmans  dans  les  Mémoires  de  /a 
Société  royale  de  Gœltingue.  On  n'a  pu  retrouver  cette  traduc- 
tion qui  paraît  avoir  été  peu  intelligible. 

La  publication  du  texte  arabe,  d'après  le  manuscrit  de  Golius 
actuellement  à  la  Bibliothèque  de  Lej'de,  n'en  était  pas  moins 
d'autant  plus  désirable  que,  pour  les  éléments  de  la  Mécanique 
chez  les  Grecs,  nous  ne  possédons  absolument  aucun  Ouvrage  qui 
puisse  le  remplacer.  Cette  tâche  a  été  entreprise  par  M.  Carra  de 
Vaux  dans  le  Journal  Asiatique;  il  a  donné  en  même  temps  une 
tradvictlon  française  qui  rend  désormais  l'Ouvrage  de  Héron  par- 
faitement accessible  et  comble  ainsi  une  grave  lacune  de  notre 
connaissance  de  la  Science  antique. 

La  première  révélation  que  nous  apportent  les  Mécaniques  de 
Héron  est  malheureusement  de  nature  à  causer  une  certaine 
déception  ;  malgré  quelques  doutes  qui  s'étaient  élevés,  on  pouvait 
jusqu'à  présent,  d'après  les  autres  Ouvrages  attribués  à  l'auteur, 
le  considérer  comme  un  savant  original  et  appartenant  encore  à  la 
période  antérieure  à  la  conquête  de  l'Orient  par  les  Romains.  Dé- 
sormais on  doit  le  juger  tout  autrement;  ses  Mécaniques  sont 
évidemment  une  compilation  qui  laisse  singulièrement  à  désirer; 
malgré  son  renom  et  sa  compétence  réelle,  l'auteur  n'est  qu'un 
mathématicien  de  troisième  ordre,  inférieur  sans  contredit  à 
Pappus,  lequel  pourtant  n'est  guère,  lui  aussi,  qu'un  compilateur. 
Enfin,  Héron  est  probablement,  au  plus  tôt,  du  second  siècle  de 
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noire  ère;  M.  Carra  de  Vaux  en  indique  une  preuve  décisive  : 
l'auteur  des  Mécaniques  décrit,  comme  un  appareil  bien  connu, 
la  petite  presse  à  vis  et  sans  levier  cpii,  d'après  Pline  [Ilist.  nat., 
XVIII,  3i),  aurait  été  inventée  du  temps  de  ce  dernier.  Il  suffit, 
d'autre  part,  de  remarquer  la  façon  dont  Héron  parle  des  anciens 
(pages  iO(S,  112,  etc.)  pour  reconnaître  qu'il  est  aussi  éloigné 
d'Arcliimède  et  de  Ctésibios  que  Ptolémée  l'était  d'Hipparque. 

Le  caractère  de  compilation  que  je  signalais  tout  à  l'heure  est 
aggravé  par  le  désordre  dans  lequel  nous  est  parvenu  le  premier 
Livre,  sinon  tout  l'Ouvrage;  le  traducteur  arabe  a  certainement 
rendu  avec  fidélité  et  avec  une  intelligence  suffisante  le  texte  qu'il 
avait  sous  les  jeux;  mais  ce  texte  était  acéphale,  comme  il  le 
remarque  lui  même,  et  le  copiste  grec  semble  n'avoir,  pour  le 
premier  Livre  surtout,  fait  que  des  extraits,  en  supprimant  les 
préambules,  les  transitions  et  les  considérations  d'ordre  général.  Il 
faut  ajouter  que,  par  suite  de  l'imperfection  du  texte  primitif,  et 
de  celte  circonstance  que  le  manuscrit  arabe  est  de  date  récente  et 
défectueux,  un  certain  nombre  de  détails  de  la  traduction  fran- 
çaise sont  forcément  douteux  ou  obscurs.  La  publication  du  texte 
arabe  était  donc  essentielle  et  il  est  à  désirer  que  les  efforts  des 
orientalistes  parviennent  à  éclaircir  ce  qui  reste  encore  sujet  à 
controverse. 

■Dans  l'état  actuel,  le  manuscrit  arabe  porte  un  titre  qui  doit  se 
traduire  par  celui  di'Elévaleur  et  corres[)ond  au  grec  i^apojXy.oç. 
11  débute  ex  abrupto  par  un  Chapitre  (I)  consacré  à  la  description 
d'un  train  d'engrenages  pouvant  augmenter  la  puissance  dans  le 
rapport  de  i  à  ^o.  Le  texte  grec  de  ce  passage  existe  comme 
dernier  Chapitre  du  traité  de  Héron  Sur  la  Dioptre  (publié  par 
Vincent,  Notices  et  extraits,  XIX,  en  i858),  auquel  il  a  été  évi- 
demment rattaché  par  une  simple  fantaisie  de  copiste.  D'autre 
part,  dans  son  Livre  II  des  Mécaniques,  ?.  i,  Héron  revient  sous 
une  autre  forme  sur  la  même  question. 

Nous  savons  pertinemment  par  Vitruve  que  le  terme  barulcus 
ne  s'appliquait  pas  à  une  machine  spéciale,  mais  à  l'ensemble  des 
procédés  pour  la  traction  ou  l'élévation  des  fardeaux.  Pappus, 
d'autre  part,  parle  d'un  Ouvrage  de  Héron  qui  aurait  porté  ce 
titre.  Etait-ce  seulement  une  partie  des  Mécaniques,  celle  qui' 
concernait  plus  particulièrement  la  manœuvre  des  fardeaux,  ou 
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bien  élail-ce  un  Irailé  spécial?  M.  Carra  de  Vaux  se  ranj^e  à  la 
première  hypothèse,  que  je  partageais  moi-même,  avant  d'avoir 
pris  connaissance  de  l'ensemble  des  Mécaniques;  aujourd'hui  la 
seconde  me  paraît  plus  probable.  Nous  aurions  donc,  de  fait, 
un  fragment  de  ce  Barulcus  de  Héron,  que,  après  une  lacune 
(réservée  pour  un  titre  au  minium  qui  n'aura  pas  été  mis),  le  co- 
piste grec  aura  fait  suivre  de  l'ensemhle  des  Mécaniques. 

l.e  premier  Chapitre  (II)  que  nous  possédions  de  ce  dernier 
ouvrage  est  consacré  :  à  l'explication  des  circonstances  du 
mouvement  de  deux  cercles  égaux  ou  inégaux  se  commandant  par 
roulement;  à  celle  de  la  différence  du  roulement  simple  et  du 
roulement  avec  glissement;  à  celle  de  la  composition  de  deux  mou- 
vements rectilignes;  questions  déjà  traitées  dans  les  Mécaniques 
d'Arislote. 

Suit  (III)  une  description  des  moyens  à  emplover  pour  décrire 
une  figure  plane  ou  solide  semblable  à  une  figure  donnée  et  dans 
un  rapport  donné  avec  celle-ci.  A  ce  propos,  Héron  donne  son 
élégante  construction  des  deux  moyennes  proportionnelles,  qu'il 
a  également  reproduite  dans  ses  Belopœïca  (armes  de  jet),  et  qui 
a  été  conservée,  d'autre  part,  par  Pappus  et  par  Eutocius.  Quant 
aux  appareils  qu'il  indique,  ils  semblent  plus  ingénieux  que  pra- 
tiques, surtout  celui  destiné  aux  figures  solides  (').  Mais,  à  une 
époque  où  la  main-d'œuvre  ne  comptait  guère,  ils  peuvent  avoir 
été  réellement  employés;  en  tout  cas,  la  question  paraîl  plutôt 
concerner  l'histoire  de  l'art  grec,  pour  les  reproductions  à  difTé- 
rentes  échelles  de  statues,  etc.,  que  l'histoire  de  la  Mécanique  pro- 
prement dite. 

Viennent  ensuite  (IV")  des  remarques  assez  peu  coordonnées  sur 
la  possibilité  de  mouvoir  un  fardeau  avec  une  force  aussi  petite  que 
l'on  veut  (par  la  considération  du  plan  incliné);  sur  les  moyens 
employés  pour  diminuer  le  frottement  dans  la  traction  des  far- 
deaux; sur  la  force  nécessaire  pour  leur  élévation  au  moyen  d'une 
poulie  simple  ou  sur  un  plan  incliné.  Héron  considère  un  cylindre 
et  paraît  tomber  dans  une  erreur  analogue  à  celle  de  Pappus;  mais 
toutes  ces  questions  sont  traitées  très  succinctement. 


(')  Ces  descriptions  sont  au  reste  assez  obscures  et  réclameraient   une  étude 
i|)piof'i)ndic  que  mérite  le  sujet. 
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Nous  arrivons  à  la  définilion  du  cenlre  de  gravilé  (V)  el  à  la 
dénionsUalion  de  son  existence  ;  celte  partie  doit  dériver  du  Irailc 
perdu  d'  Vrcliiuiède  S(i/-  les  balances;  mais  Héron  cite  également 
une  définition  physique  du  centre  de  gravité  due  au  stoïcien  Posi- 
donius. 

La  fin  du  premier  Livre  (VI)  est  consacrée,  en  dehors  de  détails 
exacts  sur  les  conditions  d'équilibre  d'un  levier  (droit  ou  courbe) 
actionné  par  des  forces  parallèles,  à  la  question  de  la  répartition 
sur  les  supports  du  poids  d'une  poutre  chargée  uniformément  ou 
non.  Le  point  de  départ  de  toute  cette  exposition  est  bien  encore 
cette  fois  dans  les  travaux  d'Arehimède  et  Héron  nous  apprend 
que  le  géomètre  de  Syracuse  avait  écrit  un  traité  spécial  Sur  les 
siipporls.  Il  me  semble  toutefois  difficile  de  croire  qu'il  en  ait  re- 
pi'oduit  exactement  la  doctrine;  sa  solution,  pour  le  cas  d'une 
poutre  reposant  sur  deux  appuis  qu'elle  dépasse,  est  en  effet 
erronée,  tandis  qu'il  est  bien  clair  qu'Archimède  possédait  tous 
les  éléments  nécessaires  pour  résoudre  exactement  ce  problème. 
Quant  au  cas  de  plusieurs  supports,  je  mécontente  de  remarquer 
qu'il  est  traité  en  admettant  que  la  répartition  se  fait  toujours 
comme  si  la  poutre  était  coupée  au-dessus  de  chaque  support.  Il 
est  très  possible  qu'Archimède  ait  étudié  les  conséquences  de  cette 
hypothèse,  mais  peut-on  croire  qu'il  l'ait  admise  catégoriquement? 
•Le  Livre  II  s'ouvre  (Chap.  I)  par  la  description  des  cinq  ma- 
chines simples,  treuil,  levier,  moufle,  coin,  vis  sans  fin;  nous 
possédions  déjà  dans  Pappus  le  texte  grec  de  cette  description. 
Suit  la  théorie  de  ces  machines  (II),  fondée  sur  la  considération 
de  l'équilibre  des  forces  parallèles  agissant  sur  des  cercles  con- 
centriques. Il  est  expliqué  (III)  comment  on  doit  s'y  prendre,  en 
combinant  au  besoin  diverses  machines  simples,  de  même  genre 
ou  de  genres  différents,  pour  mouvoir  une  résistance  donnée  avec 
une  puissance  donnée.  Le  principe  que  l'on  perd  en  vitesse  ce 
que  l'on  gagne  en  force  est  nettement  posé  et  développé. 

Nous  retrouvons  ensuite  (IV),  avec  un  certain  étonnement,  une 
série  de  questions  (ly)  tout  à  fait  analogues  à  celles  des  Méca- 
niques d'Aristote;  six  au  moins  sont  d'ailleurs  empruntées  à  cet 
ouvrage  et  résolues  dans  le  même  esprit.  Par  exemple  :  «  Pour- 
quoi arrache-t-on  les  dents  avec  des  pinces  et  non  avec  la  main? 
Pourquoi  les  galets  sur  les  rivages  de  la  mer  sont-ils  arrondis?  etc.  » 
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Enfin  le  Livre  se  lerminc  (V)  par  la  délerminaLion  du  centre  de 
gravité  de  la  surface  des  polygones,  et  de  celui  de  poids  placés  au 
sommet  de  polygones.  La  répartition  du  poids  du  trianj^lc  hori- 
zontal sur  des  supports  soutenant  les  sommets  est  donnée  exacte- 
ment. Ce  Chapitre  dérive  évidemment  d'Archimède. 

Le  Livre  III  est  le  plus  intéressant  au  point  de  vue  de  la  IMéca- 
niquc  pratique  des  anciens,  mais,  au  contraire,  le  plus  pauvre 
comme  théorie.  11  décrit,  en  premier  lieu,  les  procédés  employés 
pour  l'élévation  des  pierres  de  taille;  cette  description,  dont  le 
début  est  copié  à  la  fin  du  Livre  VIII  de  Pappus,  complète  les 
indications  fournies  par  \ilruve.  Comme  nouvelles  données,  on  y 
voit  que  les  anciens  évitaient  d'enrouler  des  cordes  autour  des 
pierres  de  taille.  Ou  bien  ils  pratiquaient  à  la  partie  supérieure 
une  entaille  en  queue  d'hironde  où  ils  introduisaient  un  coin 
muni  d'un  crochet  ;  ou  bien  encore  ils  se  servaient  d'un  système  de 
liges  de  fer  dont  ils  engageaient  les  extrémités,  recourbées  à 
angle  droit,  dans  des  entailles  ])raliquées  à  la  partie  inférieure  de 
la  pierre.  L'Ouvrage  se  termine  par  la  descriplion  des  presses  à 
levier  et  à  vis  employées  dans  les  exploitations  agricoles  pour  la 
fabrication  de  l'huile  et  du  vin.  Cette  partie,  dont  quelques  détails 
restent  malheureusement  obscurs,  présente  un  intérêt  historique 
considérable. 

La  rapide  analyse  que  nous  venons  de  donner  de  l'Ouvrage 
suffit  pour  marquer  son  caractère  de  compilation,  assez  mal  or- 
donnée en  somme.  Il  est  à  peine  utile  de  dire  que,  dans  cette 
compilation.  Héron  a  pu  introduire  des  morceaux  rédigés  par  lui- 
même,  notamment  pour  les  descriptions  d'appareils  nouveaux, 
ceux  qui  ne  sont  pas,  par  exemple,  indiqués  par  \itruve.  Les 
auteurs  dont  il  s'est  servi,  en  dehors  d'Archimède,  doivent  natu- 
rellement être  cherchés  dans  la  liste  des  mécaniciens  que  donne 
l'architecte  romain,  et  les  principaux  sont  sans  doute  Ctésibios, 
que  Héron  a  utilisé  dans  ses  autres  Ouvrages,  et  surtout  Philon  de 
Byzance,  dont  les  écrits  subsistaient  à  côté  des  siens  et  leur  étaient 
assimilés  au  temps  de  Pappus  et  même  de  Proclus. 

Je  ne  crois  pas  avoir  besoin  d'insister  à  nouveau  sur  l'intérêt 
qui  s'attache  à  la  publication  de  M.  Carra  de  Vaux  et  sur  l'impor- 
tance majeure  qu'elle  présente  pour  l'histoire  de  la  Mécanique, 
qui  présente  encore  tant  d'obscurités.  .Mais  je  remarquerai  inci- 
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dcmmonl  que,  si  l'époque  où  vivait  Héron  d'Alexandrie  doit  élrc 
descendue  d'environ  deux  siècles,  celle  de  son  prétendu  maître 
('lésibios  semble  devoir  être,  au  contraire,  reculée  d'au  moins  un 
siècle.  11  a  vécu  très  probablement,  ainsi  que  son  contemporain 
Pliilon  de  Bjzance,  sous  les  premiers  Ptolémées,  et  non  pas  sous 
le  second  Evergèle,  ainsi  que  l'aflirme  un  auteur  cité  par  Atliénée 
(le  grammairien).  Cette  dernière  affirmation  repose  probablement 
sur  une  confusion  qu'Albénée  lui-même  soupçonnait,  l'orgue 
bjdraulique,  construit  par  Ctésibios  dans  le  temple  de  Vénus- 
Zéphvritis  à  Alexandrie,  ayant  été  célébré  par  un  poète  contem- 
porain de  Théocrite.  D'autre  part,  il  serait  tout  à  iail  inexplicable 
que,  dans  leurs  Ouvrages  sur  les  machines  de  guerre,  Ctésibios  et 
IMiilon  de  Byzance,  s'ils  avaient  vécu  après  Arcliimède,  n'eussent 
pas  fait  la  moindre  allusion  au  célèbre  siège  de  Syracuse. 

Paul  Takjnery. 


JULII  FIRMICI  AIATERNI  Matheseos  Libr[  VIII.  Primum  rccensuit  Caiiolls 
SrfTL.  Pars  I,  libri  I-IV.  246  pages.  Leipzig,  Tcubner.  1894. 

Julius  Firmicus  Maternus  n'a  pas  écrit  sur  les  Mathématiques, 
mt\is  simplement  sur  l'Astrologie.  Son  Ouvrage  date  des  dernières 
années  de  Constantin  le  Grand  (entre  333  et  337),  mais  il  semble 
que  nous  ayons  une  seconde  édition  dédiée  en  354  ^  un  Mavortius, 
consul  désigné.  Le  texte,  pour  les  quatre  premiers  Livres,  repose 
sur  des  manuscrits  dont  les  plus  anciens  remontent  aux  x*"  et  xi^ 
siècles;  pour  les  quatre  derniers,  au  contraire,  on  n'a  pas  de  copies 
antérieures  au  xv*-"  siècle. 

La  publication  d'une  édition  critique  était  d'autant  plus  dési- 
rable que  Firmicus  a  utilisé  des  auteurs  que  nous  ne  possédons 
plus;  son  traité  est  par  suite  une  source  précieuse  pour  l'histoire 
de  l'Astrologie,  qui  est  actuellement  un  chaos,  mais  qu'il  faudra 
débrouiller  pour  étendre  notre  connaissance  de  l'Astronomie  an- 
tique. Malheureusement  Firmicus  semble  parfois  avoir  singulière- 
ment interprété  les  textes  grecs  qui  lui  out  servi;  j'en  donnerai 
un  exemple  :  Livre  11,  Chap.  IX,  il  donne,  pour  sept  climats  dis- 
tincts, le  temps  de  lever  de  chacun  des  douze  signes;  mais  il  tra- 
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diiil  par  anruts  le  grec  ypi'Kç  (temps),  qui,  dans  ce  cas,  désigne 
la  trois  cent  soixanlième  partie  du  jour  sidéral.  On  voit  par  là 
combien  les  renseignements  historiques  utiles  qu'il  peut  fournir 
sont  sujets  à  caution. 

Le  texte  a  été  établi  avec  soin  par  M.  Sittl;  mais  il  était  en  si 
mauvais  état  et  les  manuscrits  paraissent  tellement  défectueux, 
qu'il  y  aurait  encore  besoin  d'un  assez  grand  nombre  de  correc- 
tions plus  ou  moins  conjecturales;  j'indiquerai  les  suivantes,  qui 
me  semblent  indispensables  :  P.  i^,  1.  24?  l'^^e  patimur  ea 
au  lieu  de  petimnr  et.  P.  20,  16,  commenta  au  lieu  de  com,- 
meata.  P.  56,  29,  CCCXX^  au  lieu  de  DCCXJCX.  P.  63,  8, 
CCCLX  au  lieu  de  CCCIX .  P.  65,  2,  signa  ÂII  au  lieu  de 
signa  VII.  P.  78,  17,  vivendi  au  lieu  de  videndi.  P.  83,  17, 
mobile  au  lieu  de  nobile.  P.  222,  8,  horoscopo  au  lieu  de  hora. 

P.  62,  22,  le  texte  des  manuscrits  Signis  solidis  a  malencon- 
treusement été  corrigé,  depuis  l'édition  princeps,  en  Signis 
solis;  voici  la  traduction  du  passage  :  «  Les  hexagones  les  plus 
puissants  sont  ceux  pour  lesquels  les  signes  intermédiaires  sont 
tropiques  ou  doubles  ;  ceux  au  contraire  qui  passent  sur  les  signes 
solides  sont  sans  efficacité.    » 

Si  malheureusement  une  longue  lacune  du  livre  II  de  Firmicus 
nous  prive  des  détails  qu'il  donnait  sur  la  nomenclature  astrolo- 
gique concernant  les  signes,  nous  savons,  par  assez  d'autres  au- 
teurs, que  les  Grecs  appelaient  tropiques,  le  Bélier,  le  Cancer, 
la  Balance,  le  Capricorne;  doubles  (o{j(i);j.a),  les  Gémeaux,  la 
Vierge,  le  Sagittaire  et  les  Poissons;  solides  (j-rspea)  le  Taureau, 
le  Lion,  le  Scorpion  et  le  Verseau.  On  sait  également  que  l'aspect 
hexagone  est  celui  de  deux  signes  séparés  par  un  seul  intermé- 
diaire; le  sens  de  la  phrase  est  dès  lors  suffisamment  clair  et  il 
n'y  a  pas  à  toucher  au  texte  des  manuscrits. 

Paul  Tainnery. 
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RAPPORT   SUR   LES   PROGRÈS   DE   LA  THÉORIE  DES   INVARIANTS 
PROJECTIFS; 

Tau   m.    Ku.   MEVER  (de   Claustiial). 


Tradiicliun  annotée  par  H.  FEHU. 
{SuUe). 


PASSAGE   A    LA    NOUVELLE    PÉRIODE    DE   .18G8   AU   TEMPS   PRÉSENT. 

L'année  1868  offre  encore  d'autres  faits  remarquables.  Avant 
tout,  il  est  important  de  remarquer  que  ce  n'est  qu'à  j)artir  de 
cette  date  qu'il  devient  possible,  grâce  à  la  publication  Fort- 
schrilte  der  Mathematik,  fondée  par  Ohrtmann  et  Millier  ('), 
publication  unique  en  son  genre  dans  les  Sciences  malhémaliques, 
d'avoir  une  vue  générale  sur  ce  qui  se  publie  dans  cette  science. 

Dans  le  courant  de  cette  même  année  paraissent  deux  Traités  : 
A'ewe  Géométrie  des  Baumes  de  Pliicker  [-)  et  Géométrie  dev 
Lage  (^)  de  Reje,  qui  ont  eu  pour  effet  d'augmenter  largement 
l'intluence  de  la  Géométrie  sur  l'Algèbre.  A  ce  sujet,  nous  devons 
mentionner,  comme  modèle,  le  travail  remarquable  de  Klein  (') 
(1868)  dans  lequel  ce  dernier  applique  à  un  laisceau  de  formes 
quadratiques  la  réduction  précitée  de  Weierstrass,  afin  de  ré- 
partir en  plusieurs  espèces  les  complexes  linéaires  du  second  ordre. 

Le  théorème  de  Gordan  sur  le  nombre  fini  des  systèmes  de 
formes  une  fois  démontré,  il  j  avait  à  faire  une  étude  analogue 
pour  d'autres  formes  particulières.  Cela  donna  lieu  à  une  foule  de 


(')  Le  premier  Cahier  du  premier  Tome  (compte  rendu  de  l'année  1S68)  parut 
en  février  1871.  A  partir  du  Tome  XX,  les  Fortsclir.  der  Math,  sont  publiés  par 
Lampe  avec  la  collaboration,  etc. 

(^)  Le  tome  II  a  été  publié  l'année  suivante  par  Fvlein. 

(')  Ouvrage  traduit  en  français  par  O.  Chemin.  Paris,  1881,  chez  Dunod,  éditeur. 

(*)  Dissertation  Bonn,  reproduite  dans  les  Math.  Ann.,  XXIII,  p.  53(^-â-s. 
Bull,  des  Sciences  niatlieni.,  2"  série,  t.  XVTII.  (Septembre  iby.'i.)       16 
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travaux  aiix(|iicls  CIcbscli  cl  Gordan  j)rirciil  j)arL  en  première  ligne, 
et  nécessita  la  création  d'une  nouvelle  publication,  des  Matheina- 
tiscJie  Aniialcn  (premier  (Cahier,  décembre  18G8)  rpii,  dès  lors, 
a  loiijouis  jtarliculièrcment  favorisé  iiolic  tlHM)ric. 

DELIMITATION   DU   SLJKT    (  '  ). 

Nous  ad(jplcrons  comme  bases  du  présent  ex|)0sé  les  deux  di- 
rections fondamentales  que  nous  venons  d'inditpicr  :  Vcfjui\alence 
et  Vafjlnilé  des  formes  (Formenverwandlscliafl). 

Il  n'y  a  guère  de  branche  en  Matbémati(|iies  dans  la([uellc  la 
théorie  des  transformations  linéaires  n'ait  pénétré  avec  succès  : 
aussi  est-il  nécessaire  de  bien  déiimiler  le  champ  de  nos  considé- 
rations. 

Depuis  18-0  les  travaux  (-)  de  Klein  et  de  Lie  ont  eu  spéciale- 
ment pour  but  de  montrer  comment  l(;s  |)ro|)riétcs  des  expres- 
sions qui  restent  invariantes  pour  une  classe  quelconque  de  trans- 
formations étaient  essentiellement  définies  par  le  caractère  du 
groupe  de  ces  dernières,  c'est-à-dire  par  la  propriété  particulière 
de  la  mulliplicilé  finie  des  transformations  qui  se  reproduit  tou- 
jours pour  une  combinaison  quelconque  de  celles-ci. 

Dans  le  cas  des  transformations  linéaires,  le  caractère  du  groupe 
ressort  d'une  façon  très  neite,  car  il  est  évident  a/?/70/7'que  deux 
transformations  linéaires,  eirectuées  Tune  après  l'autre,  peuvent 
toujours  être  remplacées  par  une  seule.  A  chaque  groupe  de  sub- 
stitutions linéaires  des  variables  correspondrait  à  la  rigueur  une 
théorie  spéciale  (^)  des  invariants;  aussi  ne  ])rendrons-nous  ea 
considération  que  les  principales  classes. 


(')  L'ordre  adopté  pour  les  citations  de  ce  paragraphe  et  du  suivant  n'a  qu'un 
caractère  provisoire. 

(^)  Voir,  par  exemple,  Math.  Ann.,  IV,  p.  5o-84,  1872,  et  particulièrement  Klein, 
Erlanger  Programm  de  1872. 

Dans  ce  qui  suit,  nous  aurons  souvent  à  renvoj-er  au  Traité  de  Lie,  Théorie 
der  Tranxformationsgruppen,  t.  I,  II  et  III,  Leipzig,  1888,  1890  et  1898,  publié 
par  Engel.  Nous  le  citerons  pour  abréger  suivant  Lie-Enoei..  Voir  aussi  Lie- 
ScHEFEERS,  Anwenduiigen  der  Gruppentheorie,  Leipzig;  iSgS. 

Comparer  à  cela  la  part  que  prend  Kroneckcr  dans  celle  queslion  fondamen- 
tale, voir  Berl.  Ber.,  p.  99  et  suivantes,  1890. 

(')  Il  est  vrai  que  ilans  ce  sens  il  n'a  été  produit  encore  que  fort  peu  de  chose, 
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En  Ali^rhro,  on  examine  siirloul,  les  formes  dont  les  coefficienls 
sont  considérés  on  comme  indépendamment  variables  ou  comme 
dépendanl  d'un  certain  nombre  de  paramètres  arbitraires  :  d'une 
façon  analogue,  on  peut  également  envisager  comme  variables 
continues  les  coefficients  de  la  substitution  linéaire  à  laquelle  on 
soumet  les  variables  de  la  forme.  Dans  ce  cas,  on  aura  un  groupe 
continu  et  fini  (*  ). 

Cependant  cette  règle  présente  des  exceptions  importantes. 
Ainsi  pour  les  formes  transformables  linéairement  en  elles-mêmes, 
il  se  présente  des  substitutions  dont  le  nombre  est  fini  et  dont  les 
coefficienls  possèdent  par  conséquent  des  valeurs  numériques 
fixes.  Ces  groupes,  portant  le  nom  de  groupes  de  Galois,  se  pré- 
senteront aussi  dans  le  problème  de  l'équivalence.  Ils  établissent 
en  même  temps  un  lien  avec  la  théorie  des  équations. 

Par  contre,  dans  la  théorie  des  nombres  et  dans  les  brandies 
qui  en  dépendent  (dans  la  théorie  moderne  des  fonctions  aulo- 
morphes),  la  variabilité  des  coel'ficients  des  groupes  de  transfor- 
mations se  trouve  réglée  par  les  lois  arithmétiques;  cette  partie 
rentre  donc  dans  le  champ  des  variables  discontinues. 

Les  invariants  (arithmétiques  et  transcendants)  qui  appartien- 
nent à  ces  sortes  de  groupes  fliscontinus  (-)  demandent  à  être 
traités  par  des  méthodes  essentiellement  différentes  de  celles  qui 
se  présentent  en  Algèbre;  d'ailleurs  les  problèmes  qui  s'y  ratta- 
chent prennent  une  autre  direction,  aussi  ne  lerons-nous  qu'ef- 
fleurer ce  sujet. 

11  en  est  de  même  des  nombreuses  recherches  sur  les  formes  et 
équations  difTérentielles  obtenues  en  soumettant  les  variables  indé- 
pendantes à  des  transformations  absolument  quelconques.  Dans 
ce  cas  les  différentielles  des  variables  se  transforment  bien  encore 


car  les  méthodes  développées  jusqu'ici  font,  soit  directement,  soil  indirectement, 
un  usage  continuel  de  différentiations  par  rapport  aux  coefficients  de  substitu- 
tions, ces  derniers  étant  par  conséquent  pris  dans  toute  leur  généralité. 

Tout  récemment  Maurer  a  caractérisé  d'une  façon  générale  les  dillérentes  classes 
de  groupes  de  substitutions  {Journ.  fur  Math.,  CVII,  p.  8g-ii6;  1891). 

(')  Pour  ce  qui  est  de  la  répartition  des  groupes  de  transformations,  comparer 
Lie-Kngel,  I,  Introduction. 

(")  A  ce  sujet,  nous  renvoyons  brièvement  aux  travaux  de  Poincaré  et  Picard, 
d'une  part,  et  à  ceux  de  Klein,  Hurwitz,  Fricke,  Blanchi,  StoulV,  etc.,  d'autre 
part. 
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linéniromcnl  cl  Ton  jioiirra  encore  jusqu'à  un  certain  poinl  (') 
appliquer  la  lliéorie  algébrique  des  invariants,  mais  les  coeffîcienls 
de  subslitulion  contiennent  les  fotjctions  des  variables  elles- 
mêmes,  dont  le  caractère  arl)itraire  n'est  restreint  que  par  cer- 
taines conditions  d'intégrabilité. 

Nous  ne  nous  arrêterons  donc  à  ces  groupes  infinis  que  dans 
certains  cas  où  leur  caractère  spécifique  n'intervient  pas  et  où  l'on 
jieut  mettre  en  évidence  les  développements  de  la  théorie  des 
formes. 

Dans  le  cbamp  de  l'Algèbre  proprement  dite,  il  convient  môme 
de  faire  certaines  restrictions. 

Depuis  les  travaux  remarquables  de  Cremona,  d'une  part,  et  ceux 
de  Riemann,  d'autre  part,  la  théorie  des  courbes  et  des  surfaces 
algébri(pies  (c'est-à-dire  celle  des  fonctions  à  une  ou  à  deux  va- 
riables) olfre  une  série  de  propriétés  importantes,  ne  dépendant 
ni  de  substitutions  linéaires  des  variables,  ni  en  général  de  trans- 
formations (algébriques)  unil'ormes. 

11  est  vrai  qu'en  principe  ces  dernières  peuvent  être  ramenées 
à  des  transformations  linéaires  [c'est-à-dire  aux  's-Gebilde  (^)]; 
cependant  l'examen  des  questions  de  ce  genre,  au  point  de  vue  de 
la  théorie  des  invariants  projectifs,  n'a  été  entre|)ris  que  récem- 
ment. 

Inversement,  certaines  questions,  dépassant  dans  une  autre 
voie  les  limites  de  l'Alcèbre,  sont  inévitables. 

Un  des  théorèmes  les  plus  importants  de  Lie  indique  que  l'on 
peut  toujours /?/'o/o^i^<?/"  (^)  le  champ  d'un  groupe  de  transfor- 
mations continu  et  fini,  en  lui  joignant  les  dérivées  (jusqu'à  un 
ordre  quelconque)  des  variables  non  indépendantes  prises  par 
rapport  aux  variables  indépendantes.  Les  invariants  de  cette  na- 
ture, appelés  invariants  différentiels,  présentent,  si  le  groupe 
primitif  est  projeclif,  une  grande  analogie  avec  les  invariants  ordi- 
naires.  Ceci   justifie  donc  la  place  que  nous  accordons   sur  ce 

(')  Lie  lui-même,  qui  a  le  plus  examiné  le  problème  en  question,  ne  s"étend  pas 
davantage  sur  les  considérations  relatives  à  la  théorie  des  formes. 

(^)  Voir  pour  des  développements  à  ce  sujet,  par  exemple,  le  Traité  de  Ivlein- 
Fricke,  Modulfunktionen,  III"  Partie,  Cliap.  II,  Leipzig,  1890,  et,  pour  le  cas 
particulier  du  genre/?  =  3,  Wii.tiieiss,  Math.  Ann.,  WWIII,  p.  i-i3;  1S91. 

(')  Lie-Engel,  I,  Cl.ap.  XXV. 
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point  aux  iravaiix  de    Halphen  ot  de  Sjlvcsler  et  des  disciples 
qu'a  formés  ce  dernier. 

Enfin,  quant  aux  applications  de  notre  théorie  aux  autres  bran- 
ches mathématiques,  ce  dont  l'étendue  exigerait  un  rapport  spécial, 
il  ne  peut  cire  question  que  de  certains  points  qui  nous  paraissent 
tout  particulièrement  intéressants  et  qui  permettront  parla  même 
d'illustrer  et  de  donner  plus  de  vie  à  ce  rapport. 

Si,  de  cette  façon,  le  champ  des  substitutions  projectivesse  pré- 
sente comme  relativement  restreint,  son  importance  cependant  se 
montrera  dans  des  directions  très  diverses. 

D'ailleurs  la  méthode  spécifique  développée  ici  pourra  préci- 
sément servir  de  modèle  pour  d'autres  théories. 

Non  seulement  l'élude  des  substitutions  linéaires  et  de  leurs  in- 
variants forme  une  introduction  naturelle  à  celles  des  translorma- 
tions  plus  générales,  mais  encore  on  se  proposera  toujours,  par 
une  marche  inverse,  de  ramener  au  premier  cas  ces  problèmes 
plus  généraux. 

A  ce  sujet  rappelons  seulement  qu'à  toutgroupe  continu  et  fini 
correspond  un  groupe  projectif,  isomorphe  par  rapport  au  premier, 
et  que  le  problème  de  la  détermination  des  groupes  d'une  struc- 
luie  donnée  appartient  précisément  à  la  théorie  des  invariants  de 
certaines  formes  trilinéaires. 

DÉVELOPPEMENT  PAR  DEGRÉ  DE  LV  NOTION  d'iNV.VRIANCE. 

Étant  donné  un  système  de  formes,  si  l'on  soumet  les  difl'érentes 
séries  de  variables  à  un  certain  groupe  de  substitutions  linéaires, 
ces  dernières  représentent  un  groupe  de  subsli  lu  lions  (holoédri- 
quement  isomorphe)  des  coefficients  jdonnés.  Tout  invariant  ho- 
mogène de  ce  groupe  de  coefficients,  c'est-à-dire  toute  fonction  ana- 
lytique des  coefficients,  homogène  par  rapport  à  chaque  série  de 
coefficients,  qui  ne  change  pas  pour  les  transformations  du  groupe, 
serait,  dans  le  sens  le  plus  général  du  mol,  un  invariant  absolu 
du  système  de  formes. 

En  particulier,  si  le  groupe  primitif  des  variables  est  le  groupe 
projectif  général  (les  coefficients  étant  de  nature  quelconque),  les 
invariants  rationnels  du  groupe  de  coefficients  sont  les  fractions, 
déterminées  par  Aronhold,  dans  lesquelles  les  numérateurs  et  les 
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drDomiiKileiirs  correspondent  aux  invariants  ordinaires  (ou  relatifs) 
entiers  et  rationnels  du  système  de  formes. 

Si  donc  on  veut  faire  entrer  dans  la  définition  ci-dessus  ces 
dernières  formes  (et  les  invariants  relatifs  en  général),  il  suffit  de 
remplacer  le  grou|)e  des  variables  par  le  sous-groupe  que  l'on  ob- 
tient en  donnant  au  dc'tcruiinant  de  la  substitution  des  premières 
la  valeur  fixe  un. 

Après  ces  considérations  cpii  permettent  d'envisager  à  un  point 
de  vue  uni(|ue  les  cas  s[)éciau\  indifpiés  plus  bas,  nous  revenons 
au  dévelop[)ement  bistoriqiie  en  traçant  biièvement  les  princi- 
pales étapes. 

On  partit  naturellement  des  fonctions  entières  et  rationnelles 
des  coefficients,  qui,  j)ar  une  transformation  linéaire  des  varia- 
bles, se  trouvaient  reproduites  à  une  ])uissance  (entière)  près  du 
module  de  la  sidjslilulion.  Le  cercle  de  ces  formes  lïit  bientôt 
agrandi  en  ce  que  l'on  introduisit  encore  comme  arguments  les  va- 
riables primitives  et  leurs  congrédientes. 

A  côté  de  cette  définition  relative  plutôt  à  la  forme,  vient  se 
placer,  plus  tard,  cette  autre  plus  matérielle  de  Cajlej  qui  consi- 
dère les  formes  invariantes  comme  solutions  entières  et  ration- 
nelles de  leurs  équations  dilFérentielIes. 

Il  vient  ensuite  une  troisième  définition  due  à  Clebscli,  envisa- 
geant ces  formes  comme  un  ensemble  de  produits  symboliques. 

De  plus,  dans  la  première  manière  de  définir  les  invariants,  on 
a  supprimé,  pour  Je  J'aeteur  provenant  de  la  transformation,  le  ca- 
ractère spécial  et  inutile  d'être  une  puissance  du  module  de  la 
substitution,  en  exigeant  simplement  qu'il  dépende  d'une  façon 
générale  des  coefficients  de  la  transformation  (mais  non  de  ceux 
de  la  forme);  cela  résulte  d'ailleurs  de  la  première  propriété 
citée,  comme  l'ont  démontré  plusieurs  auteurs  ('). 

Puis,  on  examina  les  formes  prijnitives  contenant  j)lusieurs  sé- 


(')  Clebscii,  Z?mn/'eFo/vae«,  p.  3o6;  1872.  G«am,  7lifa</t.  ^nn.,  VII,  p.  q34;  187'}. 
D'OviDio,  Batt.  Giorn.,  XV,  p.  187-192;  1877.  Capelli,  Meni.  d.  Linc,  p.  58 >  ; 
1882.  HoELDKR,  Bôcklen.  Mitt.,  I,  p.  ôg-ôS;  1884.  Elliot,  Mess.,  XVI,  p.  5-8;  1888. 
Mansion,  Mess.,  XVI,  p.  127-129;  Brux.  S.  se,  XII,  A,  p.  47-49;  1887-88.  Study, 
Methoden,  p.  02  et  suivantes;  18S9.  Dkkuyts,  Théorie  générale  des  formes 
algébriques,  p.  49;  Liège,  1891.  t'o//' aussi  la  déinoiisUalion  de  lironecker,  Z^e/7. 
Ber.,  p.  (109  ol  suivantes;  1889. 
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ries  (le  varial)les,  ccIlcs-ci  (Hanl  soiiiniscs  .sculcmcnl  aux  Irausfor- 
malions  cony rrdicnlo.s  ou  coritra^rrdienles. 

En  iSy.i  (' ),  Cl(  bscli  élahlll  paiallèlcnicnl  les  variables  qui  cor- 
rcspoiideiil  aux  dillérenls  éléiueuls  du  premier  ordre  dans  l'espaee 
à  n  dimensions. 

l^lus  lard,  Gordan  (-)  cl  Capelli  ('')  onl  élé  conduits  à  consi- 
dérer les  formes  que  l'on  oblienl  en  (;(l"ecluanl  sur  |)hisieurs  séries 
de  variables  des  subslilulions  indépendantes  entre  elles. 

Tant  (pie  les  formes  iin  arianles,  déduites  d'un  système  donné 
de  formes,  sonl  entières  et  rationnelles  par  rapport  aux  didé- 
renles  séries  de  variables,  on  peut  les  obtenir  facilement,  d'après 
Clebscb  et  Aronliold,  au  moyen  de  la  notion  primitive  de  l'inva- 
riance (dans  le  sens  étroit)  :  dans  ce  but,  il  suffit  d'adjoindre  au 
système  donné  des  formes  linéaires  auxiliaires. 

Une  généralisation  effective  ne  devient  possible  que  si  l'on  étend 
cette  notion  fondamentale  de  rinvariance  au  ebamp  irrationnel  et 
transcendant.  Si  nous  restons  dans  les  limites  de  l'Algèbre,  nous 
n'avons  principalement  à  tenir  compte  que  de  racines  d'équations 
irréductibles  dont  les  coefficients  sonl  des  invariants  entiers  et 
rationnels.  Les  reclierclies  les  plus  récentes  (^)  de  Hilbert,  Klein 
et  Gordan  ainsi  que  celles  de  Frobenius  montrent  que  de  telles 
formes  irrationnelles  se  présentent  efïecLivement  si  l'on  suppose 
la  forme  primitive  donnée  sous  une  certaine  forme  canonique  irra- 
tionnelle ou,  ce  qui  revient  au  même,  si  l'on  fait  une  extension 
convenable  du  champ  primitif  de  ralionnalilé  des  coefficients. 

Dans  son  Traité  (^)  (i88y),  Study  a  fait  ressortir  avec  beau- 
coup de  clarté  les  différents  degrés  de  la  notion  de  l'invariance,  en 


{')  Gottinger  Abli.,  XVII,  p.  1-62. 

(^)  Gordan,  dans  le  cas  de  la  résolution  des  équations  du  cinquième  ordre, 
Math.  Ann.,  XIII,  p.  'i-jb-^^«!\,  en  part.  p.  379;  i8-;8. 

Capelli,  dans  l'étude  des  formes  binaires  doublement  quadratiques,  Batt.  G., 
XVII,  p.  69-148:  1879. 

Le  système  étudié  par  Gordan  dans  le  cas  d'une  certaine  forme  doublement 
linéaire  permet  à  Klein  et  Fricke  {Modidfunktionen.,  t.  II,  p.  127  et  suivantes; 
1892)  d'établir  des  équations  modulaires.  Comparer  Klkin,  Leçons  sur  l'ico- 
saèdre,  p.  232  et  suivantes,  tl  Leipziger  Disscrtationen,  Fischer  (iS85  )  et  Fiedler 
(i885),  ou  encore  Wolf.  Zeit.,  XXX,  p.  129-229. 

(')    Voir  au  Cliap.  II,  B.  de  ce  Rapport. 

(*)  Consulter  d'abord  les  Leipzig.  Ber.,  1S87,  puis  l'introduction  de  son 
Traité,  Metkoden,  Leipzig,  1889  {Théorie  des  formes  ternaires). 
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les  phiçant  en  parallèle  a\ee  le»  bases  arillimf'liques  des  diU'é- 
rent.es  espèces  de  f^randeurs  al<^ébrif(ues,  d'après  Kronecker.  En 
parliciilicr,  cel  Iiahile  i^éoriièlre  réussil  à  présenter  une  coneeption 
bien    |)récise  de  la  nolioji   si  délicate  des  covarlanls   irrationnels. 

Christodel  (')  et,  tout  réccnimenl,  Maiirer  ('),  ont  fait  des 
elTorts  dans  une  autre  voie,  en  considérant  des  invariants  tels,  le 
groupe  des  coefficients  restant  projeclif,  que  les  expressions  don- 
nant la  transformation  des  variables  deviennent  rationnelles.  La 
forme  caractéristique  des  équations  différentielles  reste  encore  la 
même. 

Enfin,  il  faut  encore  mentionner  la  détermination  des  formes 
invariantes,  entières  et  rationnelles,  basée  sur  leurs  sources.  Ces 
dernières  sont  les  invariants  d'un  certain  sous-groupe  du  groupe 
primitif  et  satisfont,  par  conséquent,  à  une  partie  des  équations 
différentielles  des  invariants  ordinaires. 

Ces  dernières  années,  Mac-Mabon  et  Caviej  ont  établi,  pour  le 
cas  des  formes  binaires,  une  tliéorie  spéciale  des  péninvariants 
(seminvarianls).  En  vertu  de  leur  nn-tbode  symbolique  assez 
curieuse,  cette  tbéorie  est  en  relation  étroite  avec  celle  des  fonc- 
tions (-)  symétriques.  D'un  autre  côté,  Sylvester  et  Perrin  ont 
réduit  ces  formes  à  des  expressions  encore  plus  simples  (^). 

La  signification  des  sources  permet,  d'après  Faà  de  Bruno  (*) 
et  Hilbert  (5),  de  déterminer  les  formes  correspondantes  à  l'aide 
d'un  procédé  unique  que  l'on  peut  même  étendre  aux  formes  de 
plus  de  deux  variables.  ÇA  suivre). 


(')  Christoffel,  Afath.  Ann.,  XIX,  p.  280-290;  1S81.  Maurer,  Miinch.  Ber., 
p.  io3-i5o;  1888,  et  Journ.  fur  Math.,  CVII,  p.  89-116;  1891. 

(^)  Cayley,  Quart.  J.,  XIX,  p.  i3i-i38;  i883.  Amer.  J.,  VII,  p.  i-25,  p.  59-7;?; 
1884.  Mac-Maho\,  Amer.J.,  VI,  p.  i3i-i64;  i8S3;  l.  VII,  p.  26-47;  ^^^4;  '•  '^'i^b 
p.  1-18;  i885. 

(')  Sylvester,  Amer.  J.,  V,  p.  79-137;  1882;  Perrin,  Bull.  Soc.  Math.,  XI, 
p.  88-107;  i883. 

(«)  Amer.  J.,  III,  p.  i54-i64;  1S82,  ou  Journ.  fiir  .Math.,  XC,  p.  1S6-188;  cf. 
Stroh,  Math.  Ann.,  XXIt,  p.  402;  i883. 

(*)  Math.  Ann.,  \\X,  p.  15-29,  ^"  pai't-  P-  'T- 
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KRONECKKU  (L.)-  —  Vorlesungen  ueber  Mathematik.  Herausgegebcn 
unter  Milwirkung  cincr  von  dcr  K.  Proussischen  Akadeniio  dor  Wisscn- 
schafton  eingeselzten  Commission.  —  Erstor  Band  :  Vorlesungen  ûber  die 
Théorie  der  eiufachen  und  der  vielfachen  Intégrale.  Herausgegeben  von 
Netto.  I  vol.  in-8";  x-345  p.  Leipzig,  Tcubner,  1894. 

La  publication  des  leçons  de  Kronecker  ne  peut  manquer  d'être 
bien  accueillie,  et  il  faut  se  réjouir  qu'on  n'ait  point  tardé  à  l'en- 
treprendre. C'est  M.  Netto  qui  s'est  chargé  du  premier  volume, 
relatif  à  la  théorie  des  intégrales  simples  et  multiples,  et  l'on  peut 
souhaiter  qu'il  n'en  reste  pas  là.  Le  travail  d'arrangement  qu'il  a 
eu  à  faire  n'était  pas  sans  difficultés  :  Kronecker  est  revenu  en 
effet,  dans  son  enseignement,  cinq  fois  sur  ce  même  sujet;  dans 
les  notes,  évidemment  très  complètes,  que  M.  Netto  a  eues  à 
sa  disposition,  dans  les  papiers  de  Kronecker,  dans  celles  de  ses 
publications  qui  se  rapportaient  au  sujet,  il  a  fallu  choisir,  grouper, 
coordonner.  M.  Netto  a  su  nous  donner  un  livre  qui  n'est 
nullement  un  recueil  de  morceaux  séparés,  mais  où  la  pensée 
se  suit  et  se  développe  :  il  semble  d'ailleurs  avoir  conservé  avec 
un  soin  pieux  le  stjle  même  du  maître,  ses  digressions  pleines 
d'aperçus  historiques,  de  vues  philosophiques  et  où  se  mêle  par- 
fois un  grain  d'ironie  et  de  malice.  A  lire  ces  leçons,  on  comprend 
l'action  que  Kronecker  a  eue  sur  ses  auditeurs. 

Sans  doute,  ce  Volume  ne  renferme  rien  d'absolument  nouveau 
et  Kronecker  a  développé  ailleurs,  souvent  avec  plus  d'étendue, 
la  plupart  des  sujets  qui  y  sont  traités;  mais  il  y  a  grand  plaisir  à 
le  lire  sous  cette  forme;  l'enchaînement  de  ses  idées  se  saisit 
mieux  que  dans  ses  communications;  il  se  laisse  aller  d'ailleurs, 
de  temps  en  temps,  à  dire  le  fond  de  sa  pensée,  et  c'est  tout 
profit  pour  le  lecteur. 

Le  Volume  contient  dix-neuf  leçons  dont  nous  allons  très  som- 
mairement indiquer  les  sujets.  Le  problème  du  Calcul  intégral  est 
posé  comme  le  problème  inverse  du  Calcul  différentiel;  il  est  rat- 
taché à  la  recherche  de  la  limite  d'une  somme;  Kronecker  insiste 
avec  le  plus  grand  soin  sur  la  notion  de  limite;  il  donne  la  con- 
Bull.  des  Sciences  mathém.,  2'  série,  t.  XVIII.  (Octobre  1894.)  17 
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dilion  de  Ilicmann  pour  qu'une  fonction  soil  inlégrahle  cnlre  des 
limites  données,  étudie  la  différentiation  et  l'intégration  sous  le 

signe  /  ,  rattache  à  cette  dernicre  quesliun  l;i  ikHiom  d'intégrale 
double,  traite  du  changement  de  variable  et  donne  l'application 
classique  à  l'intégrale  /  e  ^'^dx;  il  s'arrête  sur  l'intégrale  cur- 
viligne, portant  sur  une  difFérentielIe  exacte,  et  relative  à  un  con- 
tour fermé,  établit  de  diverses  manières  la  proposition  fondamen- 
tale relative  à  de  telles  intégrales,  proposition  dont  le  théorème 
de  Cauchy  sur  les  intégrales  à  variable  complexe  n'est  qu'une 
simple  transformation  :  en  quelques  mots  heureux,  il  caractérise 
le  rôle  et  l'importance  de  ce  théorème.  Il  traite  ensuite  avec  dé- 
tail des  deux  théorèmes  de  la  moyenne.  Trois  leçons  très  intéres- 
santes sont  consacrées  à  l'intégrale  de  Dirichlet  et  aux  séries  tri- 
gonométriques.  Après  avoir  déduit  la  formule 


Inn      /      f{x) ^ —  dx  =/(o)  -- 


du  second  théorème  de  la  moyenne,  et  avoir  traité  des  conditions 
sous  lesquelles  elle  est  valable,  il  donne  des  indications  sur  un 
Mémoire  d'Hamilton  qui  remonte  à  i843,  et  qui  semble  trop  peu 
connu.  Avant  M.  P.  du  Bois-Reymond,  Hamilton  avait  eu  l'idée 
de  mettre  à  la  place  du  sinus  d'autres  fonctions,  oscillant  comme 
le  sinus,  et  qu'il  appelle  des  Jlactuasing  functions.  Rronecker, 
après  avoir  établi  la  formule  fondamentale  de  Fourier  et  de  Diri- 
chlet, rattache  à  cette  formule  l'intégrale  de  Poisson,  critique  la  dé- 
monstration de  Lagrange,  expose  rapidement  celle  de  Dirichlet 
et  donne  diverses  applications.  En  particulier,  la  formule  bien 
connue 

/  I  \        -^  sin2«f- 


qu'il  est  aisé  d'obtenir  directement  en  partant  du  développement 
de  log(i  —  re-^^')  suivant  les  puissances  de  r,  conduit  inversement 
à  une  nouvelle  démonstration  de  la  formule  de  Fourier;  une 
autre  application  amène  l'auteur  à  parler  des  nombres  de  Ber- 


coMPTRS  kI':ni)Us  kt  analyses.  2^3 

noulll,  auxquels  il   est  condull   par  la  considération  des  sommes 


sinaai'T:  "V^  cosaacTr 


a-   1  a=i 

Une  autre  belle  application  se  rapporte  aux  sommes  de  Gaiiss, 
dont  l'évalualion  fournit  une  démonstration  si  simple  de  la  loi  de 

réciprocité. 

Deux  leçons  sont  ensuite  consacrées  aux  quadratures  mécani- 
ques et  aux  formules  sommatoires,  notamment  à  la  formule  d'Eu- 
ler-Maclaurin.  Kronecker  expose  rapidement  les  recherches  de 
Newton  et  de  Cotes,  de  Gauss  et  de  Jacobi  sur  les  quadratures 
approchées.  La  formule  de  Maclaurin  peut  être  regardée  en  un 
certain  sens  comme  répondant  au  problème  inverse  de  celui  que 
résolvent  ces  recherches;  Kronecker  l'obtient  d'abord  par  induc- 
tion; il  donne  quatre  formes  du  reste.  En  partant  de  la  relation 
évidente 

C'  f'^^{x)g{-x)dx-  j   f{x)ff^"H-x)dx 


h-n 


-u: 


fZ[/(/-î'(^)^*"-'''(— ^)L 


/i=i 


dont- il  indique  d'ailleurs  diverses  applications  simples  et  intéres- 
santes, Kronecker  établit  la  formule  sommaloire  générale 


/f  =  0 


II  —  n 
+   y  [/(/-l'(^o)^'"-^''(-^o)-/''-"(^/-)À''«-"H-^r)j, 

h  =  2 

où  l'on  doit  supposer 

9o(-^o)  =  o,       o,.+x{x,.)  =  o, 

où  'i,  {x)'o.{x),  .  .  . ,  '^r{x)  sont  des  fonctions  données  admellant 
des'dérivée's  entre  x,^  x,-  et  où  enfin  la  /«-"-  dérivée  o(«-"(x)de 
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la  fonction  g{x)  est  déterminée  par  les  conditions 

gKn-\)(^^  x)  =  o,,{x),         pour         r/,_,  <  a?  <  TA, 
(A-  =  1,2,  ...,/•). 

On  déduit  de  là,  en  j)arLiciilier,  la  forme  qu'a  donnée  Poisson  à 
la  formule  de  Maclaurin  dans  son  Mémoire  Sur  le  calcul  numé- 
rique des  intégrales  définies,  et  cette  formule  même  fournit  à 
Kronecker  l'occasion  de  diverses  remarques  intéressantes. 

L'auteur  établit  ensuite  les  conséquences  les  plus  importantes 
pour  la  théorie  des  fonctions  du  théorème  de  Cauchj  sur  l'inté- 
grale, prise  le  long  d'un  contour,  d'une  fonction  d'une  variable 
complexe.  En  dehors  de  ces  applications,  fort  classiques,  signa- 
lons un  moyen  très  élégant  pour  parvenir,  en  considérant  l'inté- 


grale 


J 


e^-ni 


-clz, 


à  l'évaluation  des  sommes  de  Gauss.   Il  passe  ensuite  aux  fonc- 
tions 3  définies  par  la  relation 

le  fait  que  le  rapport 

^(^,^) 

-— -  __, 


nz=l 


OÙ  l'on  suppose  z  =  e^"^',  est  indépendant  de  ^,  est  déduit  de  ce 
que  ce  rapport  reste  fini  quel  que  soit  ^,  et  qu'il  est  toujours  uni- 
forme et  continu,  ainsi  que  sa  dérivée. 
La  considération  de  la  fonction 

[^  —  1        1    j  y  — 1     i_^. 


^(_^)«=^2«x2(-^)«^ 


y 


où  m,  n  doivent  prendre  toutes  les  valeurs  entières  positives  et 
négatives  et  a,  v  toutes  les  valeurs  impaires  et  positives  et  celle  de 
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rinlcgrale 


Fiq,T,z) 


\TiiJ  z  — 


y 


dz, 


élendiic  à  la  limilc  d'un  anneau  circulaire  concentrique  à  l'origine, 
anneau  dont  la  circonférence  intérieure  s'approchera  du  point  o, 
tandis  que  la  circonférence  extérieure  grandira  indéfiniment, 
permet  d'établir  la  relation 

&'(o,    «')2r(^  -J-  Y),    W)  .     (^+n)Tîi-i-  -tvTti 

=  2T:te  2  V{q,  X,  y). 


w,  IV  1  ;?  (  r  H w,  w 

•1  /        \  2 


OÙ  i,  r,  sont  liés  à.  x^y  comme  s  à  «;  cette  relation  contient  la 
suivante 

S'(o)2r,(^  +  rJ 


V^       -  IJLV      .  ^ 


lJ.,v 
(fx,  V  =1,  3,  5,  ...) 

dont  Kronecker  donne  ensuite  une  démonstration  arithmétique, 
et  dont  on  connaît  le  rôle  capital  dans  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques. 

Deux  leçons  se  rapportent  ensuite  à  l'étude  des  intégrales  de  la 
forme 


/' 


f{z)dz, 


et  en  particulier  à  celles  pour  lesquelles  f{z)  est  égale  à  i;  on 
rencontre  tout  d'abord  le  logarithme  intégral  défini  par  l'égalité 


-L 


dx 

X 


où  ^  est  un  nombre  positif,  et  qui  fournit,  pour  la  fonction 
lig-^  —  logi  un  développement  intéressant  en  série  entière,  puis 
l'égalité 

1/'"'"°°  l-i-STn? 

-1-.     /  e%+yid\0'r{t-^yi)=    ^  +  ^»"^ 

où  le  paramètre  l  et  la  variable  d'intégration  y  sont  réels,  et  où 
sgni  désigne,  selon  l'habitude  du  maître,  +1  ou  —  i ,  suivant 
que  l  est  positif  ou  négatif.  A  cette  égalité  se  rattachent,  entre 


226  PIlliMIKUli  1>AKTIE. 

autres,  les  formules 

r"  sini.r  r^         s'inbx    ,  r  , 

/        dx  =  liiii     /      e~x dx  =   -  sjrn  o, 

.'„  ^  e  =  o  Jo  a:  2    " 

I     r    "  sinaa:  cospa?   , 
Tz ./_  ^  a: 

=  -  Imi    /         e^^ ^  rf:r  =  -    i-t- SKn(a- B) 

(«,  P>o); 

qui  seront  d'un  usage  continuel  dans  les  dernières  leçons  sur  les 
intégrales  multiples,  pour  permettre,  par  l'emploi  d'un  facteur 
de  discontinuité,  de  ramener  les  limites  d'intégration  à  être  — ce 
et +00,  Une  première  et  importante  application  de  cette  dernière 
notion  concerne  la  détermination  des  coefficients  Cn  d'une  série 
de  la  forme 


dont  la  somme  ^F(^)  est  donnée,  et  où  les  )./;  désignent  des 
nombres  positifs  qui  croissent  avec  n.  Les  dernières  leçons  sont 
consacrées  aux  intégrales  multiples;  l'auteur  traite  d'abord  du 
changement  de  variable  et  de  l'extension  de  la  notion  de  volume 
à  une  multiplicité  à  n  dimensions.  Il  est  amené,  en  généralisant  un 
peu  le  problème,  à  considérer  les  intégrales  /i"!"'*^^  de  la  forme 


-/>V..;. 


/.  r  n^.-.,,.. 


1 

que  rintroduction  du  facteur  de  discontinuité  permet  immédiate- 
ment de  réduire  à  des  intégrales  simples.  Il  est  ainsi  conduit  à  la 
fonction  F,  dont  il  fait  une  élude  rapide.  Traitant  ensuite  de  la 
différentiation  d'une  intégrale  multiple  qui  contient  un  para- 
mètre, il  est  amené  à  généraliser  la  notion  d'aire;  il  développe 
les  formules  de  Green  et  leurs  conséquences  essentielles,  toujours 
en  supposant  l'intégrale  n^^^^".  Les  (juatre  dernières  leçons  se  rap- 
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j)orLcnl  au  potentiel,  en  restant  toujours  dans  la  même  généralité. 
Après  avoir  traité  de  l'équation  de  Poisson,  en  discutant  soigneuse- 
ment les  hypothèses  qu'impliquent  les  diverses  démonstrations,  et 
du  potentiel  mutuel  de  deux,  masses,  K.ronecker  développe  la  solu- 
tion de  ee  problème  :  Déterminer  une  fonction  connaissant  sa  va- 
leur par  tous  les  points  de  la  limite  d'une  multiplicité  sphérique 
«"1'''^  et  son  A  pour  tous  les  points  intérieurs.  Il  donne,  dans  cet 
ordre  d'idées,  la  généralisation  de  la  fonction  de  Green  et  des 
fonctions  sphériques.  Il  développe  ensuite  les  propriétés  caracté- 
ristiques du  potentiel  (Dirichlet),  et  en  donne  l'application  à  la 
vérification  de  l'expression  du  potentiel  pour  une  multiplicité 
ellipsoïdale  à  n  dimensions.  Il  termine  enfin  par  le  calcul  de  cette 
même  expression  au  moyen  du  facteur  de  discontinuité.  Ce  calcul 
est  d'abord  présenté  largement,  sans  tenir  compte  des  inquiétudes 
que  peuvent  faire  naître  les  passages  à  la  limite.  Chaque  «  point 
critique  »  de  la  démonstration  est  ensuite  étudié  en  détail  :  l'au- 
teur parvient  à  mettre  la  différence  entre  le  potentiel  cherché  et 
son  expression  finale  sous  forme  d'une  somme  de  termes  dont  on 
montre  en  toute  rigueur  que  chacun  peut  être  supposé  nuL 

A  ces  leçons  M.  Netto  a  joint  quelques  remarques  brèves,  la 
plupart  d'un  caractère  bibliographique  :  on  y  trouvera,  en  parti- 
culier, l'indication  des  Notes  ou  Mémoires  dans  lesquels  Rronecker 
a  développé  les  sujets  traités  dans  ces  leçons  :  ces  indications 
montrent  combien  étaient  mêlés,  chez  l'illustre  savant,  l'enseigne- 
ment et  le  travail  de  recherche.  Il  enseignait  ce  qui  était  l'objet  de 
sa  préoccupation  actuelle,  ce  qu'il  venait  de  découvrir,  peut-être 
même  ce  qu'il  allait  découvrir,  et  cette  conversation  sur  son  tra- 
vail, il  la  reprenait  volontiers  chez  lui,  plus  vive  et  plus  familière, 
entouré  de  ses  élèves,  qu'il  recevait  volontiers  le  soir,  avec  une 
affabilité  dont  le  souvenir  a  été  gardé,  même  dans  ce  pays-ci. 

J.  T. 


MORITZ  CANTOR.  —  Vorlescxgen  ubeh  Geschiciite  dek  Matiiematik.  — 

DritLcr  Baad,  erste  Abthcilung.  ibi  pages  in-8°.  Leipzig,  Teubner,  189^. 

Le  savant  professeur  d'Heidelberg  déploie  en  ce  moment  une 
surprenante  activité;  depuis  deux  ans,  il  nous  a  donné,  avec  le 
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second  volume  de  son  Histoire  de  la  Malhémaliquc  (depuis  1200 
jusqu'en  1668),  une  réédition  de  son  premier  tome  (depuis  l'ori- 
j^ine  jusqu'en  l'an  1200).  Voici  mainlenant  un  nouveau  fascicule 
du  troisième  et  dernier  volume,  qu'il  se  propose  d'arrêter  à 
l'année  1769  (date  des  premiers  travaux  de  Lagrange)  et  dont  il 
annonce  comme  prochaine  la  publication  intégrale. 

La  partie  qui  en  est  déjà  parue  va  de  l'année  1668  (débuts  scien- 
tifiques de  Leibniz  et  de  Newton)  à  l'année  1699  (commencement 
des  débals  de  priorité  pour  l'invention  du  Calcul  infinitésimal). 
Elle  nous  ofTre  donc,  en  dehors  d'une  revue  complète  des  travaux 
iTialhémaliqucs  de  la  même  époque,  l'histoire  de  celte  invention 
capitale  et  de  ses  premiers  développements.  I^'auleur,  avec  le  soin 
minutieux  qui  le  caractérise  quand  il  s'attache  à  préciser  les 
questions  qui  offrent  un  intérêt  spécial,  s'est  particulièrement 
efforcé  de  bien  établir  l'ordre  chronologique  des  découvertes,  pour 
faire  ressortir  la  part  de  chaque  savant  et  l'influence  qu'il  a  pu 
exercer  sur  d'autres.  Il  a  singulièrement  réussi  dans  celle  lâche, 
et  son  œuvre  apporte,  sur  bien  des  points  obscurcis  par  la  [)assion 
et  la  rivalité  nationale,  une  lumière  inattendue. 

Je  n'ai  pas  besoin  de  dire  qu'il  est  rigoureusement  impartial  et 
qu'il  ne  cherche  nullement  à  déguiser  les  petites  manœuvres  qui 
entachent  le  caractère  même  d'un  Leibniz  ou  d'un  Newton;  en 
tous  cas,  non  seulement  il  affirme  la  complète  indépendance  du 
premier,  mais  il  invoque  de  très  graves  motifs  pour  réduire 
l'étendue  de  ce  qui  a  été  présenté  comme  trouvé  par  Newton  avant 
les  publications  faites  par  Leibniz. 

Je  ne  puis  avoir  la  prétention  de  retracer  ici  une  histoire  qui 
doit  être  étudiée  dans  le  détail,  ainsi  que  l'a  fait  M.  Cantor;  je  me 
bornerai  à  signaler  l'ingénieuse  supposition  qu'il  a  émise  pour 
expliquer  le  singulier  revirement  qui  eut  lieu  dans  les  relations 
entre  Leibniz  et  les  Anglais;  il  montre  que  Newton  appartenait  au 
parti  tory,  tandis  que  Leibniz  eut,  pour  l'électeur  de  Hanovre,  à 
se  mêler  activement  de  la  politique  anglaise  dans  le  sens  whig. 
De  là  des  froissements  qui  se  traduisirent  facilement  en  rupture 
ouverte,  dès  que  les  questions  personnelles  furent  mises  en  jeu. 

J'aurais  également  à  soumettre  à  l'illustre  historien  quelques 
objections  de  détail.  Page  66,  il  remarque  que  la  formation  des 
coefficients   du  binôme  par  addition  (comme   nombres    figurés) 
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clail  connue  depuis  Michel  Slifel,  mais  il  attribue  à  Newton  la 
dccouvcrlc  (le  leur  formation  par  multiplication.  Or  il  a  lui-même 
(vol.  II,  p.  712)  signalé  celte  formation  comme  explicitement 
donnée  par  Pascal  pour  les  nombres  figurés,  et  il  est  bien  clair, 
par  les  applications  à  la  sommation  des  puissances  numériques, 
que  Pascal,  comme  tous  les  vrais  mathématiciens  de  l'époque, 
savait  parfaitement  quels  nombres  figurés  formaient  les  coefficients 
d'un  binôme.  La  priorité  de  la  découverte  appartient  d'ailleurs  à 
Fermât  qui,  dès  le  4  novembre  i636,  avait  communiqué  à  Ro- 
berval  la  loi  de  formation  par  multiplication. 

C'est  également  par  inadvertance  que  M.  Cantor  dit  (page  98) 
que  la  correspondance  de  Fermât,  Brouncker,  Frenicle  et  Wallis 
ne  fut  publiée  qu'en  i6()3  dans  l'édition  des  Œuvres  de  Wallis. 
Elle  avait  paru,  par  les  soins  de  ce  dernier,  dés  i658  (vol.  II, 

P-  708)-  ,    .       .  . 

Pour  l'histoire  des  idées  de  Newton,  le  point  essentiel  serait 

évidemment  de  savoir  si  la  Methodus  jluxioniun,  rédigée  en  167 1 , 

mais  publiée  seulement  en  i  786,  n'a  pas  été  modifiée  ou  augmentée 

par  l'auteur  pendant  qu'il  la  gardait   en   manuscrit.  M.  Cantor 

signale  la  théorie  des  rayons  de  courbure  comme  dépendant  des 

découvertes  de  Huygens,  d'autre  part  la  détermination  des  points 

d'inflexion  comme  empruntée  à  Fermât;  il  y  aurait  donc  là,  d'après 

lui,  des  additions  postérieures,  la  première  à  1670  (date  delà  pu- 

bbcation   de   VHorologiuni   oscillatorium),  la  seconde   à    1679 

(date  des  Varia  Opéra). 

Cette  conclusion  peut  être  révoquée  en  doute.  Nous  savons 
aujourd'hui,  parla  correspondance  de  Huygens,  que  l'application 
des  arcs  de  cycloïde  aux  horloges  a  été  connue  d'assez  bonne  heure 
en  Angleterre  pour  que  Brouncker,  par  exemple,  essayât,  dès 
1662,  de  démontrer  le  tautochronisme  de  la  cycloïde.  Mais  celte 
application  donnait,  pour  le  développement  d'une  courbe,  un 
exemple  pratique  qui  ne  devait  pas  moins  émerveiller  les  géomètres 
que  la  propriété  du  tautochronisme.  11  n'y  a  dès  lors  rien  d'éton- 
nant à  ce  que  Newton  ait  été  conduit  à  étudier  ce  problème  et 
qu'il  ait  ainsi  retrouvé,  bien  avant  la  publication  de  VHorologium 
oscillât oriuni,  ce  que  Huygens  avait  déjà  découvert. 

Quant  aux  points  d'inflexion.  Fermât  en  a  traité  dans  un  écrit, 
Doctrinam  tangentiiim^  dont  la  date,  si  elle  ne  peut  être  précisée. 
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esl  cerliiinemenL  antéi'ictire  à  la  morl  de  iJcscarles;  col  o[)iisciil(3 
fut  comimiiiiqué  en  maniiscril  aux  correspondanls  de  Fermât  à 
Paris  et  doit  é^-^alemcut  avoir  été  envoyé  on  Flalic.  Qu'une  copie 
soit  passée  en  An<^leterrc  par  les  soins  de  Fermât,  je  le  considère 
à  la  vérité  comme  très  douteux,  quoique  Digby  eût  pu  servir 
d'intermédiaire;  mais  il  n'en  est  pas  moins  clair  que  la  solution 
donnée  par  Fermât  d'un  problème  aussi  intéressant  que  celui  de 
l'inflexion  a  pu  être  connue,  d'une  façon  ou  d'autre,  par  Newton 
bien  avant  l'impression  des  Varia  Opéra. 

M.  Cantor  insiste  à  bon  droit  sur  la  portée  de  la  déclaration  de 
Leibniz,  affirmant  qu'il  a  trouvé  l'idée  du  trianj^le  différentiel 
caractéristique  des  courbes,  non  pas  dans  les  Lectiones  de  Barrow, 
mais  dans  le  Traité  des  sinus  du  quart  de  cercle  de  Pascal.  Des 
témoignages  précis  de  cette  nature  donnent  une  certitude  à 
laquelle  ne  permettent  pas  d'atteindre  les  conjectures  sur  les 
influences  qui  ont  déterminé  telle  ou  telle  découverte.  Ainsi 
M.  Cantor  admet  que  ce  sont  les  travaux  de  Huvgens  qui  ont  servi 
de  guide  àLabire  pour  la  théorie  des  épicjcloïdes  ;  il  est  bien  clair 
que,  pour  les  développées,  le  second  est  dans  une  dépendance 
étroite  du  premier.  Mais  le  principe  du  centre  instantané  de  rota- 
tion dans  le  roulement  (pour  le  tracé  des  tangentes)  n'appartient 
pas  à  Hujgens;  il  est  exposé  très  clairement  dans  la  lettre  de 
Descartes  à  Mersenne  du  aS  août  i638  (Clerselier,  III,  65),  et  il 
est  très  probable  que,  si  Huvgens  en  était  en  possession  avant  la 
publication  de  la  correspondance  de  Descartes  en  1667,  ce  prin- 
cipe lui  avait  été  suggéré  par  l'élégante  solution  cartésienne  du 
tracé  de  la  normale  à  la  cycloïde,  solution  qui  était  bien  connue 
depuis  longtemps.  Paul  Takkery. 


VIVANTI  (GiuLio).  —  Il  concetto  d'infinitesimo  e  la  sua  applicazione 
ALLA  Matejutica,  saggio  storico.  i34p.  in-8°.  Mantoue,  Mondovi,  1894. 

Celte  brochure  renferme  un  exposé  très  clair,  bien  méthodique 
et  appuyé  de  nombreux  textes  heureusement  choisis,  des  concep- 
tions théoriques  auxquelles  les  infiniment  petits  ont  historique- 
ment donné  lieu,  et  des  conflits  amenés  par  la  divergence  de  ces 
conceptions  jusqu'à  l'achèvement  de  leur  évolution. 
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Je  saisis  celle  occasion  pour  remarquer  qu'on  se  lail  générale- 
nienl  une  idée  inexacle  de  la  façon  dont  Fermai  a  été  conduil  à 
formuler  sa  règle  pour  le  calcul  des  maxima  el  minima.  Ainsi 
INI.  Vivanti  répète,  après  bien  d'autres,  que  celle  règle  de  Fermai 
est  la  traduction  arithmétique  de  la  remarque  de  Kepler,  dans  sa 
Stereometria  doliorum,  que,  près  du  maximum  ou  du  minimum, 
la  variation  est  insensible;  il  répète  aussi  qu'en  égalant,  suivant 
le  langage  moderne,  f  {x  +  z)  =/(jc),  Fermai  n'établit  qu'une 
approximation  el  que,  s'il  doit  en  tirer  une  relation  rigoureuse- 
ment valable,  /'(jc)=o,  il  ne  démontre  nullement  l'exactitude 
de  ce  résultat. 

A  prendre  à  la  lettre  le  texte  de  \^  Methodus  ad disqulrendam 
maximam  et  mininiam,  ces  assertions  sont  parfaitement  vraies; 
mais  nous  savons  aujourd'hui  que  la  genèse  des  idées  de  Fermai 
a  été  tout  autre.  Il  l'a  lui-même  très  nettement  exposée  dans  sa 
MetJiodus  de  maxima  et  minima  (imprimée  dans  le  Tome  1  de 
la  nouvelle  édition  de  ses  OEuvres,  p.  i47  et  suivantes)  ;  je  vais 
reprendre  cet  exposé  en  me  servant  des  notations  modernes. 

Soit  à  déterminer  la  valeur  j:,  d'une  variable  x  en  correspon- 
dance avec  le  maximum  (ou  minimum)  a  d'une  expression  f{x) 
rationnelle  en  X  (');  Fermai  part  de  ce  fait  algébrique  que,  si  l'on 
égalait  f{x)  à  une  valeur  possible  voisine  de  a,  on  aurait  deux 
racines  réelles  voisines  de  x^\  pour  y(^)  =  «,  les  deux  ra- 
cines deviendraient  égales;  au  delà  elles  seraient  imaginaires. 

Il  s'agit  donc  de  faire  en  sorte  que  l'équation /(x)  =  a  ait  deux 
racines  égales  à  ^j,  avec  la  condition  /(.«,)  =  a.  Pour  cela,  il  faut 
et  il  suffît  que  l'expression  f{x)—f{x^)  soit  divisible  par 
{x  —  Xi)-. 

Descartes  ramène,  lui  aussi,  le  problème  des  tangentes  à  la 
formation  d'une  équation  ayant  deux  racines  égales,  mais  il  se 
sert,  pour  cette  formation,  de  la  méthode  des  coefficients  indéter- 
minés. L'artifice  de  Fermai  est  plus  simple;  il  se  borne  à  un 
simple  développement,  mais,  pour  le  faciliter  pratiquement,  il  fait 

(')  La  méthode  de  l'ermat  ne  s'applique  en  principe  qu'à  des  expressions  ra- 
tionnelles; il  ne  l'a  étendue  à  celles  qui  contiennent  des  irrationnelles  qu'au 
moyen  de  transformations  purement  algébriques;  ce  n'est  qu'en  Géométrie,  pour 
trouver  les  tangentes  des  courbes  transcendantes,  comme  la  cjcloïde,  qu"il  sub- 
stituera l'un  e'i  l'autre  deu\  iufiniuicut  petits  infiniment  voisins. 
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un  chaiif^emcnt  d'inconnue.  Posons  x  =  .r,-hj-;  l'c-qualion 
/{•'JC{-hj')=/{JCt)  doit  avoir  en  j'  deux  racines  égales  à  o.  Si 
nous  développons  algébriquement 

il  s'ensuil  la  condition 

que  l'on  peut  considérer  maintenant  comme  une  équation  en  Xf. 

Les  dérivées  ne  figurent  ici,  ainsi  qu'on  le  voit,  que  comme  des 
expressions  purement  analytiques,  au  sens  de  Lagrange;  il  n'y  a 
ni  infiniment  petits  ni  limites;  enfin,  en  tant  que  procédé  donnant 
deux  racines  égales,  et  pour  les  expressions  auxquelles  elle  est 
supposée  applicable,  la  méthode  est  rigoureusement  fondée. 

Quant  au  postulat  qui  a  servi  de  point  de  départ,  que  la  racine 
double  correspond  à  un  maximum  ou  à  un  minimum,  Fermât  ne 
l'a  nullement  emprunté  à  Kepler,  dont  probablement  il  n'avait 
pas  lu  les  ouvrages;  ce  postulat  est  une  simple  induction,  une 
généralisation  d'une  observation  déjà  faite  jjar  les  Anciens  sur 
les  cas  où  l'équation  y(j:)  =  r/,  quadratique  ou  bicarrée,  peut 
être  résolue  algébriquement  en  x^  et  oii  le  maximum  ou  minimum 
a  se  détermine  dès  lors  par  la  condition  que  les  radicaux  ne 
soient  pas  imaginaires.  Fermât  avait  trouvé  cette  observation  dans 
Pappus,  et  quoique  le  traducteur  Commandin  n'en  eût  pas  saisi  le 
sens,  elle  était  assez  simple  pour  que  nous  voyions  à  la  même 
époque  Roberval,  avant  l'invention  de  sa  méthode  particulière, 
appliquer  à  la  recherche  des  tangentes  le  procédé  des  Anciens 
pour  la  détermination  du  maximum  ou  minimum  (Lettre  du 
II  octobre  i636;  OEuvres  de  Fermât,  t.  II,  p.  82). 

L'induction  était  au  reste,  à  cet  égard,  suffisamment  d'accord 
avec  l'intuition  géométrique  pour  que  les  mathématiciens  du 
temps  n'en  cherchassent  pas  davantage,  et  il  est  à  peine  utile  de 
remarquer  que  les  restrictions  auxquelles  cette  induction  doit  être 
soumise  correspondent  précisément  aux  lacunes  de  la  méthode  de 
Fermât. 

En  résumé,  la  notion  de  l'infiniment  petit  a  été  introduite  en 
Mathématiques  par  les  méthodes  de  quadi'atures  remontant  à 
l'antiquité;  le  Calcul   infinitésimal  n'a  été  fondé  que  lorsque  la 
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liaison  cnlrc  le  problème  des  quadratures  cl  celui  des  tangentes  a 
été  reconnue;  mais  celle  liaison  n'a  été  constatée  qu'assez  tard  et, 
semble-t-il,  empiriquement,  alors  que  depuis  longtemps  on  pra- 
tiquait efTectivement  des  diflerentialions  de  fonctions  algébriques 
par  des  procédés  purement  analytiques,  soit  celui  de  Fermai,  soit 
celui  de  Hudde  qui  est  déduit  des  principes  de  Descaries. 

Paul  Tanjnery. 


MELANGES. 

NOTE  SUR  DEUX  CLASSES  PARTICULIÈRES  DE  CONGRUENCES 
RECTILIGNES; 

Par  m.  Alphonse  DE.MOULIN, 
Répétiteur   à   l'Université   de   Gancl. 

Nous  considérons  dans  celte  Note  : 

1°  Les  congruences  sur  les  deux  nappes  de  la  surface  focale 
desquelles  les  lignes  asymplotiques  se  correspondent; 

2"  Les  congruences  telles  que  les  lignes  asymplotiques  de  l'une 
des  nappes  de  la  surface  focale  correspondent  à  un  système  con- 
jugué tracé  sur  l'autre  nappe. 

Soient  : 

(S,)  et  (S2)  les  deux  nappes  de  la  surface  focale  d'une  congruence 
recliligne; 

F)  et  Fo  les  points  focaux  d'une  droite  quelconque  de  la  con- 
gruence ; 

V  l'angle  des  plans  focaux  relatifs  à  celte  droite; 

Ri  et  R',  les  rayons  de  courbure  principaux  de  (S,)  en  F,  ; 

R2  et  R!,  les  rayons  de  courbure  principaux  de  (S^)  en  Fo. 

Les  congruences  de  la  première  classe  jouissent  de  la  pro- 
priété suivante,  à  laquelle  Ribaucour  a  fait  allusion  dans  son 
Etude  sur  les  élassoïdes  et  dont  nous  avons  donné  récemment 
une  démonstration  dans  les  Comptes  rendus  des  séances  de 
V Académie  des  Sciences  (séance  du  29  janvier  i8(.)4)  • 
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Loraque  les  aaymplotiques  se  correspondent  sur  les  deux 
nappes  de  la  surface  focale  d'une  congruence,  on  a,  pour 
toute  droite  de  celte  congruence, 


liili;  R.,H:,  sin4V  =  F1F2  . 

La  réciproque  de  ce  théorème  a  clé  énoncée  et  démonlrée  par 
M.  Cosscrat  (^Comptes  rendus,  séance  du  12  février  1894)  (')• 

Enfin,  M.  E.  Waclsch  [Comptes  rendus,  séance  du  2  avril  189/1) 
a  fait  connaître  la  propriété  suivante,  qui  caractérise  les  con- 
gruences  de  la  deuxième  classe  : 

Pour  toute  droite  d\ine  congruence  telle  que  les  lignes 
asymptotiques  de  l'une  des  nappes  de  la  surface  focale  cor- 
respondent à  un  système  conjugué  tracé  sur  Vautre  nappe, 
on  a 

R,R',  RjR;  sin^V  =  — f71^\ 

et  réciproquement . 

Nous  nous  proposons  de  faire  voir  que  les  théorèmes  de 
MM.  Cosserat  et  Waelsch  sont  susceptibles  de  démonstrations 
géométriques  fort  simples.  Pour  être  complet,  nous  reproduirons 
ici  notre  démonstration  du  théorème  de  Ribaucour,  mais  aupara- 
vant nous  établirons  plusieurs  lemmes  sur  lesquels  nous  aurons  à 
nous  appuyer  dans  le  cours  de  ce  travail. 

Lemme  I.  —  Soient  F)  et  F2  deux  points  pris  arbitrairement 
sur  une  génératrice  rectiligne  G  appartenant  à  une  surface 
réglée  (S)  ;  V  V angle  des  plans  tangents  en  ces  points;  R,  et  R', 
les  rayons  de  cou/bure  principaux  de  (-)  en  F,;  Ro  e^  R',  les 
rayons  de  courbure  principaux  de  (ï)  en  Fo.  Entre  ces  diffé- 
rentes quantités  existe  la  relation 

(1)  RiR'iR<,R;  sin4V=  FjF,*. 

Soient  O  le  point  central  de  la  génératrice  G,  [^  son  paramètre 


(')  Il  résulte  de  cette  réciproque  que  les  congruences  (T,  )  de  notre  Note  des 
Comptes  rendus  sont  identiques  aux  congruences  de  la  première  classe.  Faisons 
observer,  en  outre,  que  les  congruences  (T^),  considéi'ées  dans  la  même  Note,  sont 
nécessairement  de  la  jircinièrc  classe. 
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lie  dislrlbiilion,  cp,  cl  cp^  les  nulles  que  le  plan  langent  en  O  ("ail 
avec  les  plans  tangenls  en  F,  cl  V.>.  On  a 

OM,  OAl., 

tangcp,  =  -,  taiigcp2=  -  -, 

d'où,  en  souslrayanl  el  obscrvanl  que  C5,  —  'f2  =  V, 

(.)  M^ii^I,  ^  p 

sin  V         coscpi  coscp2 

On  a,  d'aulre  pari  ('), 

R,  R'i  =  — '-^ ,      R2  r; = — "v-  ' 

d'où,  par  mulliplicalion, 

(3)  R,R;  R^R',  -  ^'* 


C()S*C5i  COS*Oo 


La  comparaison  des  égalilés  (2)  et  (3)  donne  la  relation  qu'il 
fallait  établir. 

Si  l'on  appelle  T)  el  ■z-y  les  ravons  de  torsion  des  asjmploliques 
qui  passent  respectivement  par  les  points  F,  et  Fo.  on  a,  en  vertn 
du  théorème  d'Enneper, 

~i= — RiR'i,       ~i  = — R2R2) 

et  la  formule  (1)  devient 

(4)  -,T2sin2V  =  F7F;'. 

Cette  égalité  renferme,  comme  cas  particulier,  une  propriété 
des  courbes  de  M.  Bertrand,  reconnue  par  M.  Scliell  (voir,  à  ce 
sujet,  une  Note  de  M.  Mannheim,  Comptes  rendus  des  séances 
de  V Académie  des  Sciences,  séance  du  iZ  juillet  iSj;j). 

Lemme  II.  —  Si  deux  surfaces  se  touchent  suivant  une 
ligne  (G)  et  si,  en  un  point  M  de  celte  ligne,  elles  ont  des  cour- 
bures totales  égales,  ou  bien  la  tangente  en  M  à  la  ligne  (C) 
sera  une  direction  asymptotique  commune  aux  deux  surfaces, 
ou  bien  les  deux  indicatrices  coïncideront. 

(')  G.  Darboux,  lierons  sur  la  théorie  générale  des  surfaces,  t.  IIl,  p.  Soq. 
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Si  la  langcnic  M  ^  à  la  ligne  ((^)csl  une  direclion  asyinploliqiie 
commune  aux  deux  surfaces,  le  lemme  est  démonlré;  dans  le  cas 
contraire,  la  droite  M^'  admet,  comme  tangente  conjuguée  par 
rapport  à  chacune  des  deux  surfaces,  la  même  droite  My.  llela- 
tivement  aux  axes  Mx,  My,  les  indicatrices  de  ces  surfaces  auront 
pour  équations 


~2 


(5)  R^R'=''  R-^R"=='- 

De  l'égalité  des  courbures  totales  au  point  M,  on  déduit  R'^  Pi", 
et  par  suite  les  deux  indicatrices  coïncident. 

Il  est  à  observer  que  chacun  des  deux  cas  prévus  dans  l'énoncé 
du  lemme  actuel  se  présentera  réellement.  Pour  le  premier  cas, 
la  chose  est  évidente  ;  quant  au  deuxième,  les  surfaces  ^  =  x^+y-, 
z  ^  x^ -{- y- -{- y^  en  offrent  un  exemple.  Elles  se  touchent,  en 
effet,  suivant  la  parabole  y=o^  z  ^  x-  et  ont  même  courbure 
totale  en  tous  les  points  de  cette  courbe;  or  cette  dernière 
n'est  pas  une  ligne  asymptotique  du  paraboloïde  de  révolution 
z=x-^-\-y\ 

Lemme  III.  —  Si  deux  surfaces  se  touchent  suUant  une 
ligne  (C),  et  si,  en  un  point  M  de  cette  ligne,  elles  ont  des  cour- 
bures totales  égales  et  de  signes  contraires,  les  directions  asym- 
ptotiques  de  chacune  des  surf  aces  sont  conj  a  guées  par  rapport 
à  Vautre. 

La  tangente  M.r  à  la  ligne  (G)  ne  sera  jamais  une  direction 
asymptotique  commune  aux  deux  surfaces,  car,  s'il  en  était  ainsi, 
ces  surfaces  auraient,  au  point  M,  des  courbures  totales  égales  et 
de  même  signe;  c'est  ce  dont  on  s'assurera  aisément  par  la  consi- 
dération de  la  torsion  géodésique  de  la  ligne  (C).  En  conséquence, 
les  équations  des  indicatrices  seront  nécessairement  de  la  forme  (5)  ; 
or,  par  hypothèse,  R'=: —  R";  le  lemme  est  donc  démontré. 

Lemme  IV.  —  Deux  surfaces  (S')  et  (S")  touchent  une  sur- 
face {S)  suivant  deux  courbes  (C)  et  (G")  respectivement,  et 
admettent,  en  un  point  M,  commun  à  ces  deux  courbes,  une 
direction  asymptotique  commune.  Si,   au  point    M,   les  tan- 
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gentes  aux  courbes  (C)  et  (C")  sont  conjuguées  par  rapport 
à  la  surface  (S)  et  si,  en  outre,  les  courbures  totales  des  sur- 
faces (S')  et  (S")  sont  égales,  la  courbure  totale  de  la  sur- 
face (S)  sera  égale,  en  valeur  absolue,  à  la  courbure  des  sur- 
faces i'^')  et  {S'). 

Soient  Mo:  et  M_/  les  tangentes  aux  courbes  (C)  et  (G").  P;ir 
rapport  à  ces  axes,  les  indicatrices  des  surfaces  (S),  (S')  el  (S  ) 
ont  respectivement  j)our  érpiations 

x^-      Y^  3c^      y"-  ^-      y- 

K+lf=''  R-^7=''         ?-^R'=' 


et  l'on  a,  par  livpothèse, 


H  _  ?" 
5"'  ~  ïv 


on  déduit  de  là 
d'où 


Rp'=  R'p"; 

R  =  £p",  R'  =  £?'  (c=±l), 

RR'=:£Rp'  =  £R'p". 


Si  £  =  -|-i,  les  trois  indicatrices  coïncident;  c'est  ce  qui  se 
produit,  à  l'origine  des  coordonnées,  pour  les  trois  surfaces 

(S)  z=.x'--^y\ 

(S")  z  =  x^-hy--\-y^. 

Au  contraire,  à  l'origine  des  coordonnées,  t  est  égal  à  —  i  pour 
les  trois  surfaces 

(S)  z=      x-'^y\ 

(S')  s=      x'-—y''-^x\ 

(S")  z=  —  x''-^y'--\-yK 

Lemmf.  y.  —  Si  deux  surfaces  (S')  et  (S"),  qui  louchent  une 
surface  {S)  suivant  deux  lignes  (C)  et  (C")  ont,  en  un  point  M, 
commun  à  ces  deux  lignes,  une  direction  asymptolique  com- 
mune et  des  courbures  totales  égales  entre  elles  et  égales  à  la- 
courbure  totale  de  la  surface  (S),  prise  en  signe  contraire, 
les  tangentes  en  M  aux  courbes  {C')et{C")  sont  conjuguées 
par  rapport  à  la  surface  (S). 

Bull,  des  Sciences  malhem..  1"  série.  I.  XVIII.  (Oclobrc  iScj/j.)  18 
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En  vcriii  (In  IciiiMie  III,  les  dirccl  ions  ;isvm|»l()lif|iios  de;  l;i 
surface  (S),  an  |)()lnl  M,  sont,  r,()n|ni^u(''(;s  par  ra|»|)orl  ;iii\  siii- 
faces  (S')  el  (S");  celle  remarque,  jointe  à  riivpnllnVse  que  les 
indicatrices  des  surfaces  (S')  et  (S")  ont  une  asvniptole  conunune, 
montre  claircmenl  (juc  les  involulions  de  diamètres  conjugués  re- 
latives à  ces  indicatrices  coïncident. 

Cela  posé,  soient  M.x  et  My  les  tangentes  aux  courbes  (C)  et 
(C"),  M:r'  et  My  les  tangentes  conjuguées  de  M^  et  M  k,  par 
rapport  à  la  surface  (S).  Les  tangentes  Mûc  et  Mx'  sont  conjuguées 
par  rapport  à  la  surface  (S'),  et  les  tangentes  My  et  My'  sont 
conjuguées  j)ar  rapport  à  la  surface  (S"j;  il  est  donc  nécessaire 
que  M^  et  My'  coïncident  (et  qu'il  en  soit  par  suite  de  même  de 
M^:;'  et  de  My)^  sinon  les  indicatrices  des  surfaces  (S)  et  (S') 
auraient  en  commun  plus  d'une  paire  de  diamètres  conjugués. 

Nous  sommes  maintenant  en  possession  de  tous  les  éléments 
nécessaires  à  la  démonstration  des  théorèmes  qui  font  l'objet 
de  cette  Note. 

Théouème  I.  —  Lorsque  les  asymptotiques  se  correspondent 
sur  les  deux  nappes  de  la  surface  focale  d' une  congruence 
rectiligne,  on  a,  pour  toute  droite  de  cette  congruence, 


(xV)  R,  R;  R2  R;  sin^V  =  F,  Fo  .         (Rin.ucoLR.) 

Soient  (A,)  l'une  des  deux  asymptotiques  de  (ï,)  qui  se  croi- 
sent en  F,,  et  (S)  la  surface  de  la  congruence  circonscrite  à  (S,) 
suivant  (A)).  Celte  surface  touche  la  nappe  (So)  suivant  un  asjm- 
ptotique(A2)  de  cette  nappe  et  admet  évidemment  comme  asympto- 
tiques les  lignes  (A,)  et  (Ao).  Désignons  par  t,  et  To  les  rayons 
de  torsion  des  lignes  (A|)  et  (Aj)  aux  points  F,  et  Fo  ;  on  aura, 
en  vertu  de  l'égalité  (4), 

4 

Tj  -cj  siii'' V  =  Fj  F,   , 

et,  en  mettant  dans  cette  relation  pour  -'\  eA'z',  leurs  valeurs 

-û|=— R,r;,        t|=— R2R2, 
on  obtiendra  la  formule  (A). 

TuKor.ÈMK    II.  • —  Si,   pour    toute    droite   d'une   con gruence 
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rcclilignc, 

les  Ifonrs  asvmptotirjues  se  eorrespondent  sur  les  deux  nappes 
de  la  sur/a  ce  focale.  (Cosserat.) 

Faisons  décrire  an  poinl  F,  une  asymplolique  (A.)  delà  nappe 
(V,),  le  point  F.,  décrira,  sur  la  nappe  (S,),  une  hgne  (A,)  :  U 
s'aoii  de  démontrer  que  c'est  une  asvmptotique  de  (^O-  A  cet 
ellet,  observons  ([ue  la  surface  réglée  (S),  lieu  de  la  dro.le  F,  t., 
touche  (S.)  suivant  (A,)  et  (S,)  suivant  (A,),  et  qu  en  outre  es 
surfaces  (S)  et  (S,)  ont  même  courbure  totale  en  chacun  des 
points  de  (A,).  Rapprochant  cette  remarque  du  lemme  I  et  de  la 
formule  (A),  on  voit  que  les  surfaces  (S)  et  (S.)  ont  des  courbures 
totales  égales  en  tous  les  points  de  (A.).  Par  suite,  en  vertu  du 
lemme  II,  ou  bien  la  ligne  (A.)  sera  une  aspnptotique  sur  es 
deux  surfaces,  ou  bien  les  indicatrices  coïncideront  en  tous  les 
points  de  cette  ligne.  Or  cette  dernière  hvpothèse  est  à  rejeter, 
car,  si  elle  avait  lieu,  la  droite  F.F.  serait  une  tangente  asjmpto- 
tique  de  (S,),  ce  qui  est  impossible. 

Théorè^ie  m. -Pour  toute  droite  d'une  congruence  telle 
nue  les  asymptoticjues  de  Vune  des  nappes  de  la  surface  foecUe 
correspondent  à  un  système  conjugué  tracé  sur   l  autre,  on 

(B)  R,R;R,R',  siuvy  =-  FiF,'.  (Waelsch). 

Soient  (A.),  (A'.)  les  asymptotiques  de  (^J.)  qui  se  croisent  en 
F  et  (S)  (S')  les  surfaces  engendrées  par  une  droite  de  la  con- 
gruence lorsque  l'un  de  ses  points  focaux  décrit  successivement 
les  lignes  (A.)  et  ( A^).  Désignons  par  {  et  ^  les  courbures  totales 


(.)  Dans  notre  Note  des  Comptes  rendus,  citée  plus  haut,  -us    vo  s  dunon 
t.-    ce  théorème  dans  le  cas  particulier  ou  le  systèn.e  -"J"^- j;/    ^^ 
fonné  des  lignes  de  courbure.  La  faute  de   si,ne  que  contena.t  -^     /-^  ;^"^' , 
qui  provenait  de  ce  que  nous  n'avions  considéré  que  des  valeurs  absolues,  a 
signalée  par  M.  Cosserat  {toc.  cit.). 
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des  surfaces  (S)  el  (S)  an    point  F^.  On  a,    en   vetlu  du  Icinnic  I, 


(6)  R,P.; /.  sin'^V  =  F,  F,  , 

P.,  ir, /.'siir-v  =  'f7F/, 

d'où  k  =  k' .  Observons  niainlcnant  qnc  les  surfaces  (S)  et  (S')  ont, 
au  point  Fo,  une  lani^ente  asymptolirpic  coirunune,  à  savoir  la 
génératrice  F^F,  ;  cnlin,  j)ar  hypothèse,  les  tangentes  en  F^  aux 
courbes  de  contact  de  la  nappe  (Sa)  avec  les  surfaces  (S)  el  (S') 
sont  conjuguées  par  rapport  à  (S^).  Toutes  les  conditions  requises 
pour  l'application  du  lemme  IV  étant  vérifiées,  nous  pouvons 
écrire  A'  =  d=fl2lV,.  I^e  signe  4-  est  à  rejeter,  car  alors  la 
droite  F^F,  serait  une  tangente  asytnploti(|ue  de  (S^).  On  a  donc 
k  = —  RjlVj  et,  en  portant  cette  valeur  de  k  dans  la  relation  ((i), 
on  obtiendra  la  fornuiie  (B). 

Théorème  IV.  —  Si  la  relation 

(B)  r,r;  RjR;  siir*v  =  - f7f2* 

est  vérifiée  pour  toute  droite  d^ une  congrucnce,  il  existe  sur 
chacune  des  nappes  de  la  surface  focale  un  système  conjugué 
auquel  correspond  sur  l'autre  nappe  le  système  des  lignes 
asymptoliqucs.  (Waelsch. ) 

Reprenons  les  surfaces  réglées  (S)  et  (S')  dt'finies  ci-dessus. 
Du  lemme  I  et  de  la  relation  (B),  on  déduit  qu'elles  ont,  au 
point  F2,  des  courbures  totales  égales  entre  elles  et  égales  à  la 
courbure  totale  de  la  surface  (S^),  prise  en  signe  contraire;  en 
outre  elles  ont,  au  point  Fo,  une  direction  asymptotique  com- 
mune :  concluons  de  là,  par  l'application  du  lemnie  V,  le  théorème 
énoncé. 
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SERRET  (J.-A.).  —  Cours  d'Algèbre  supérieure.  5^  édition,  2  vol.  in-8", 
vi-647  et  694  p.  Paris,  Gaulliier-Villars  et  fils,  i885.  —  Couus  de  Cai.cil 
DIFFÉRENTIEL  ET  INTÉGRAL.  4'  édition,  augmentée  d'une  Note  sur  la  théorie 
dos  fonctions  elliptiques,  par  M.  Ch.  Hermite.  TomeP'  :  Calcul  différentiel. 
In-8°,  xvn-617  pages.  Tome  II  :  Calcul  intégral,  xiii-904  pages.  Paris, 
Gauthier-Villars  et  QIs;  1894. 

Il  suffira  évidemment  d'annoncer  la  réimpression  de  ces  excel- 
lents Ouvrages  dont  les  mérites  sont  connus  cl  appréciés  depuis 
longtemps.  Avant  sa  mort,  M.  Serret  avait  eu  le  temps  de  fixer 
d'une  manière  définitive  le  texte  de  l'Algèbre  supérieure  qui  ser- 
vira longtemps  encore  d'excellente  introduction  à  l'étude  des  Mé- 
moires de  Lagrange  et  des  anciens  géomètres  ainsi  que  des  travaux 
plus  récents  relatifs  à  la  théorie  des  substitutions.  Le  Cours  de 
Calcul  différentiel  et  inté gral  ve^^rodnxl  en  substance  les  Leçons 
que  notre  illustre  maître  a  si  longtemps  professées  à  la  Sorbonne. 
L'enseignement  de  cette  branche  de  l'Analyse  se  modifie  sans 
doute  sous  l'influence  des  recherches  modernes  relatives  à  la 
théorie  des  fonctions;  mais  il  est  permis  de  penser  que  cette  mo- 
dification qui  se  prépare  s'opérera  lentement  et  que  l'Ouvrage  de 
M.  Serret  rendra  longtemps  encore  les  services  les  plus  appréciés. 
Les  lecteurs  auront  la  bonne  fortune  d'y  trouver  une  Notice,  fort 
étendue  puisqu'elle  comprend  170  pages,  de  M.  Hermite  relative 
à  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  Ce  sont  les  vues  d'ensemble, 
les  aperçus  profonds  que  l'on  rencontrait  déjà  dans  la  Note  pu- 
bliée à  la  fin  d'une  édition  du  petit  Traité  de  Lacroix;  mais  avec 
des  accroissements  très  notables  qui  la  recommandent  à  l'attention 
de  tous  et  qui  ajoutent  la  plus  haute  valeur  à  la  nouvelle  édition 
du  Cours  de  M.  Serret.  G.   D. 
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Paul  APPELL  ET  Edouard  GOURSAT.  —  Théorie  des  fonctions  algéhriques 
ET  DE  LEURS  INTÉGRALES;  ôtiulc  clcs  fonctions  aiiiilytiqucs  sur  une  surface 
de  Rieniann  ;  i"  fascicule.  Paris,  Gaulhier-Villars  et  fils;  1894. 

I.   Soit  l'équation 

«2=  A(z  —  ei)...(z  —  en), 

où  A  est  une  constante  différente  de  zéro,  Cj,  ...,  e«,  n  con- 
stantes différentes.  Si  n  =  2p-\-i,  concevons  deux  feuillets 
plans  superposés  sur  le  plan  des  z;  faisons  dans  chacun  d'eux 
p  coupures,  assujetties  à  ne  pas  se  croiser,  allant  de  e,  à  <?2,  ..., 
de  e2p-i  à  e2p,  et  de  e^2p^^  au  point  à  l'infini;  le  long  de  chaque 
coupure,  soudons  le  bord  de  chaque  feuillet  au  bord  opposé  de 
l'autre  feuillet,  de  telle  sorte  que  le  point  z,  étant  supposé  placé 
sur  l'un  des  feuillets,  passe  sur  l'autre  feuillet  quand  il  traverse 
une  coupure  soudée,  ou  ligne  de  passage.  En  deux  points  z 
placés  l'un  au-dessus  de  l'autre,  sur  les  deux  feuillets,  les  déter- 
minations de  a  sont  égales  et  de  signes  contraires.  La  surface  à 
deux  feuillets  ainsi  obtenue  s'appelle  surface  de  Rieniann.  On 
appelle  point  analytique  (z,  u)  l'ensemble  d'une  valeur  de  2,  et 
de  l'une  des  déterminations  correspondantes  de  la  fonction  u. 

A  chaque  point  analytique  correspond  un  point  unique  de  la 
surface  de  Riemann,  et  réciproquement.  Les  points  e,,  ...,  e^p+i 
et  le  point  00  sont  appelés^om^^  de  ramification.  Si  n  =  ^p  -{-  2, 
on  prendra  une  surface  de  Riemann  à  deux  feuillets,  les  lignes  de 
passage  étant  tracées  de  e,  à  62,  •  •  •,  de  e2p+^  à  e2p+2-  I^  y  a  deux 
points  à  l'infini,  un  sur  chaque  feuillet;  d'ailleurs,  toute  fonction 
rationnelle  sur  une  surface  de  Riemann  pour  laquelle  /?  =  2/?  4-  2 
peut  se  ramener  à  une  fonction  rationnelle  sur  une  surface  de 
Riemann  pour  laquelle  /i  =  2/)  +  1 .  Il  suffit,  dans  la  relation 

u^=  A(5  —  ei). .  .{z  —  e2p+i), 

de  faire  le  changement  de  variable  -^ —  =  z' . 

Imaginons  une  surface  de  Riemann  à  deux  feuillets.  Soit 
(;;o)  i^o)  un  de  ses  points,  distinct  d'un  point  de  ramification.  Sur 
le  feuillet  où  il  est  situé,  traçons  un  cercle,  de  centre  (z^,  Uo),  et 
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de  rajon  8  assez  pelit  pour  que  ce  cercle  ne  conlienne  aucun 
point  de  ramificalion  :  les  points  situés  dans  ce  cercle  constituent 
ce  qu'on  appelle  le  domaine  du  point  (:;o,  «o)-  On  appelle  do- 
maine d'un  point  de  ramification  ci  l'ensemble  des  points  ana- 
lytiques que  l'on  peut  atteindre  en  parlant  du  point  <:'/,  dans  l'un 
ou  l'autre  feuillet,  le  module  de  ^  —  ei  restant  plus  petit  qu'un 
certain  nombre  S,  moindre  que  la  distance  du  point  et  au  point  de 
ramification  le  plus  rapproché. 

Si  72  =  2/?  +  2,  il  y  a  deux  points  à  l'infini.  Soit  oc,  celui  qui 
est  situé  sur  le  premier  feuillet.  Le  domaine  de  ce  point  sera  la 
portion  du  plan  située  dans  le  premier  feuillet,  à  l'extérieur  d'un 
cercle  de  centre  O,  et  de  rayon  R  assez  grand  pour  que  tous  les 
points  de  ramification  soient  dans  ce  cercle.  Si  n  =  2/> -+- i,  le 
point  00  est  un  point  de  ramification  :  la  circonférence  de  rayon 
très  grand  qui  limite  son  domaine  aura  deux  tours. 

Une  fonction  v  de  z  est  dite  uniforme  sur  une  surface  de  Rie- 
mann  quand  elle  ne  prend  qu'une  valeur  en  chaque  point  [z,  u) 
de  cette  surface.  Soit  v=f{z,  u)  une  telle  fonction.  La  fonc- 
tion i'  est  dite  régulière  au  point  ordinaire  (zq,  Uq)  si,  dans  le 
domaine  o  de  ce  point,  elle  est  développable  en  une  série  de  la 
forme 

V  =  oo 

v=o 

Si 

V  =  (Z  — ^o)'"[A,„H-  A,„_i(s  — 2o)+--.l  (X,n7^o), 

le  point  (:;o)  "o)  est  dit  un  zéro  d'ordre  m  de  la  fonction.  Si  la 
fonction  v  est  régulière  dans  le  domaine  du  point  de  ramification  ei, 
on  a,  dans  ce  domaine 


v  =  = 


v  =  o 
Si  elle  est  régulière  au  point  co,  (/i  :=  2/?  -[-  2), 

V  =0 

dans  le  domaine  de  ce  point. 
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Si  clic  est  régulière  au  point  ce,  [ii  =  2/>  +  i), 


=2'^-'^ 


dans  le  domaine  de  ce  point. 

Un  point  oi!i  la  fonction  v  n'est  par  régulière  est  un  point  sin- 
gulier. On  ne  considère  cpic  dos  fonctions  avant  des  points  sin- 
guliers isolés. 

Dans  le  domaine  o  cl  un  point  singulier,  on  aura 


V=-l-Q 

V  = 


pour  un  point  ordinaire  (cq?  ifa)'i 

2    X,{z-eiY 


•/  —  +: 

V  = 


pour  le  point  c,-; 


V  =  -»-x 

=   2   A, 


pour  le  point  oc,  (/?  r=:  2/?  -4-  2); 


2  a, 


pour  le  point  00  (  «  =  2/?  +  i).  La  partie  de  ce  développement  qui 
contient  les  puissances  négatives  de  z  —  ^o?  ou  de  ^  —  <?/,  ou  de 

-  s'appelle  la  partie  principale  de  v  au  point  singulier.  Si  la 
partie  principale  est  de  degré  q  en >  ou  en j->  ou  en  ^, 

ou  en  z'-,  le  point  singulier  est  un  pôle  d' ordre  q. 

La  valeur  de  l'intégrale  — ^  /  v  dz.^  prise  dans  le  sens  positif 

sur  le  contour  du  domaine  0  d'un  point  singulier,  est  ce  qu'on 
nomme  le  résidu  relatif  à  ce  point  singulier. 

Si  la  partie  principale  est  une  série  illimitée,  le  point  singulier 
est  à\l  essentiel.  Laissons  de  côté  les  points  singuliers  essentiels. 
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Dans  le  voisinage  de  tout  autre  point,  la  fonction  peut  se  mettre 
sous  l'une  des  formes  qui  suivent  : 

(,)  v  =  {z  —  -oy'[Bo+  B,(3  -  -o)  -+■  B2(5  -  ZoY-^. . .], 

dans  le  voisinage  du  point  (^^o?  "o)i 

(2)  v  =  {z-  e/)'-Ll3o-i-  B,.(^  -  eif-^  B,(z  -  e,-)  +  . .  J, 
dans  le  voisinage  du  point  e^; 

(3)  i-^^  :^.(Bo+B,i -t-B2-^ -H...J, 
si  n  =  ip  H-  2,  dans  le  domaine  du  point  oc,  ; 

(4)  P=  VBo-^B,-i  +  B,l+. 

z\  z- 

si  n  =  2/>  +  I ,  dans  le  domaine  du  point  go,  . 

A-  est  un  nombre  entier,  positif,  négatif  ou  nul,  et  Bo  ^  o  ;  A'  s  ap- 
pelle Vordre  du  point  considéré  :  c'est  le  résidu  de  la  fonction 

^relatif  à  ce  point.  Si  A  >  o,  le  point  est  un  zéro  d'ordre  A;  si 
dz 
A  <  o,  c'est  un  pôle  d'ordre  (—  A). 

Soit  p  =  R(::,  u)  une  fonction  rationnelle  de  z  et  de  ir,  c'est 
une  fonction  uniforme  sur  la  surface  de  Riemann,  n'ayant  à  dis- 
tance finie  ou  infinie  que  des  pôles.  Réciproquement,  une  fonc- 
tion ç,  uniforme  sur  la  surface  de  Riemann,  etn'ajant  pas  d'autres 
points  singuliers  que  des  pôles,  est  une  fonction  rationnelle  de  :; 
et  de  M.  On  pourra  mettre  la  fonction  ç  sous  la  forme 

où  P(j),  Q(;),  R(^)  désignent  des  polynômes  entiers  en  s,  sans 
facteurs  communs.  D'ailleurs,  l'expression  générale  d'une  fonction 
uniforme  sur  toute  la  surface  de  Riemann  est 

ç  =  cf(z)  -^  w^iz), 

o  et  à  étant  des  fonctions  uniformes  de  z.  Remarquons  que  toute 
fonction  (',  uniforme  sur  la  surface  de  Riemann,  et  régulière  en 
tous  les  points  de  cette  surface,  à  distance  fiuie  ou  infinie,  est  une 
constante. 
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SI  la  fonction  n'a  qu'un  nombre  fini  de  points  singuliers, 
parmi  lesquels  |)cuvent  être  des  points  singuliers  essentiels,  la 
somme  des  résidus  relatifs  à  tous  les  points  singuliers,  à  distance 
finie  ou  infinie,  est  nulle.  Comme  conséquence  de  ce  théorème, 
le  nombre  des  zéros  d'une  fonction  rationnelle  de  z  et  de  u  sur 
toute  la  surface  de  Riemann  est  égal  au  nombre  des  infinis  (ou 
pôles)  de  cette  fonction,  chacun  des  zéros  et  chacun  des  infinis 
étant  compté  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  son  ordre.  On 
appelle  ordre  total  d'une  fonction  rationnelle  v  éc  z  et  de  u  le 
nombre  de  ses  infinis,  chacun  d'eux  étant  compté  autant  de  fois 
qu'il  j  a  d'unités  dans  son  ordre.  L'équation  v  —  G  =  o,  où  G 
désigne  une  constante  arbitraire,  a,  sur  toute  la  surface  de  Rie- 
mann, un  nombre  de  racines  égal  à  l'ordre  total  de  v. 

Voici,  d'après  M.  Weierstrass,  la  définition  du  genre  d'une  re- 
lation algébrique 

«2=  A(s  — e,)(s  -  e.i)...{z  —  en), 

avec  n  =:  2/?  4-  I   ou  /i  =  2/?  -h  2. 

Si  une  fonction  v^  rationnelle  en  z  et  en  m,  devient  infinie  en 
un  seul  point  analytique  (:;o,  «o)j  P'^is  arbitrairement,  l'ordre 
de  cet  infini  ne  peut  pas  être  moindre  qu'un  certain  nombre  en- 
tier. Cet  ordre  minimum,  diminué  d'une  unité,  se  nomme  le  genre 
de  la  relation  algébrique  entre  u  et  z,  ou  le  genre  de  la  surface  de 
Riemann  correspondante.  Le  genre  des  surfaces  de  Riemann  pré- 
cédemment étudiées,  à  deux  feuillets  et  à  n  points  de  ramifica- 
tion, n  étant  égal  à  2/>  H-  i,  ou  à  2/>  +  2,  est  égal  à/?.  11  existe 
une  fonction  rationnelle  admettant  le  point  [uq,  Zq)  comme  pôle 
d'ordre  (/>  +  i).EIle  contient  deux  constantes  arbitraires,  A  et  C. 
Elle  est  de  la  forme 


«<o+  —  (-s  — so)  -+-••  -H-  ■ (^  —  Zq)P- 

ç     I l    .1.    .    .P 


Remarquons  qu'une  fonction  ajant  un  seul  zéro  placé  en  un 
point  de  ramification  (qui  n'est  pas,  par  suite,  un  point  arbitraire) 
peut  y  devenir  infinie  d'un  ordre  moindre  que  (/>  +  ')•  Exemple, 

est  infinie  du  deuxième  ordre  au  seul  point  ei. 

On  peut  chercher  à  former  une  fonction  c,  rationnelle  en  z  et 
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en  u  avant  r/  pôles  arbUrairemcnt  choisis  («,,  0,),...,  {y  ^y), 
dislincls  des  points  de  ramification,  avec  des  ordres  donnes, 
a,,  ...,  a^.  Cette  fonction  sera  d'ordre  total  égal  à  r  =  a,  +  ...^- a^, 
elle  n'existe  que  si  Ton  a  /i  ^/>  +  i  • 


'=  R(^) 


à  un  facteur  constant  près.  P  est  de  degré  au  plus  égal  a  r,  Q  de 
degré  au  plus  égal  à  ,--/>- i  •  Le  nun.érateur    P -h  .Q,  déve- 
loppé par  la  formule  de  Taylor,  doit  contenir  (.  -  a,)"*  en  tac- 
11     1      .        .  .  1  •    ,  /^  h\  (':; —  <r/«)°''?  en  fac- 

teur dans  le  voisinage  du  point  («,,  -ft,}.  ••■^K-       '1)  ' 

teur  dans  le  voisinage  du  point  («„  -  b,).  Le  polynôme  Q  e  ant 
choisi  arbitrairement,  de  degré  ,—  />  -  i ,  le  polynôme  P  est  de 
la  forme  P  =  AR  -+-  P, ,  A  désignant  une  constante,  et  1  ,  un  po- 
lynôme de  degré  (r-i),  entièrement  déterminé  par  les  condi- 
lions  précédentes  ('). 
L'expression  de  v  est 

,^A-f- -^^^ 

Les  r  coefficients  des  parties  principales  sont  liés  par  p  rela- 

tions. 

Ainsi,  supposons  a,  =.  .  •=  a^=  « ,  ^  =  ''^  on  aura 

avec  les/?  relations 

Ajat+.--+A,ai=o         {k  =  o,  i,  ...,p-i)- 

Remarquons  que,  si  les  points  (a,,  6,),  •••,  («o  M  n'étaient 
pas  variables  indépendamment  les  uns  des  autres,  la  fonction  . 
pourrait  exister  pour  r<p  +  i-  Ainsi,  si  l'on  prend  les  points 

(«.,  b,),  («.,  -^),   ^=T^,   ^^'"^^^  ""''  ^^^^^  P"^"''  '""'"'' 
pôles  du  premier  ordre. 

IL   Soit  V  une  fonction  rationnelle  de  z  et  de  «,  l  intégrale 


i{z,  u)=    /  vdz, 


(')  Hermite,  Journal  de  Crelle,  t.  84,  p.  70. 
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prise  le  long  <riin  clicmiii  tracé  sur  la  surface  tic  Riemann,  est  une 
intégrale  abélicnnc  attachée  à  la  relation 

«2=  Xiz  —  ei)...{z-en); 

on  l'appelle  intégrale  hyperelliptique.  Quand  le  chemin  d'inté- 
gration varie,  les  extrémités  [z^,  Uq),  (z,  a)  restant  fixes,  les  dif- 
férentes valeurs  fjue  peut  avoir  l'intégrale  ne  diffèrent  que  par 
certaines  constantes  additives  appelés  modules  de  périodicité. 

Si,  en  un  point  à  dislance  finie  de  la  surface  de  Riemann,  la 
fonction  v  est  régulière,  l'intégrale  J(:;,  u)  est  aussi  régulière  en 
ce  point. 

Soit  (rt/t,  bk)  un  pôle  de  v  d'ordre  m,  placé  en  un  point  ordi- 
naire de  la  surface,  à  distance  finie.  Soit  R^  le  résidu  de  v  en  ce 
point.  Si  R/i  est  nul,  l'intégrale  J(ô,  u)  est  uniforme  dans  le  do- 
maine ô  du  point  (o/i,  bk)  qu'elle  admet  comme  pôle  d'ordre 
(^?^  —  i).  Si  R^  n'est  pas  nul,  l'intégrale  n'est  plus  uniforme  dans 
le  domaine  o.  Elle  augmente  de  2Z7:Ra  quand  le  point  [z,  u)  dé- 
crit, à  l'intérieur  de  o,  un  contour  fermé  tournant  une  fois,  dans 
le  sens  positif,  autour  de  (a/s,b/().  On  dit  alors  que  le  point  (a^,  bk) 
est  un  point  singulier  logarithmique  de  l'intégrale. 

Soit  maintenant  un  point  de  ramification  ei  que  la  fonction  v 
admet  comme  pôle  d'ordre  m,  le  résidu  étant  R/.  Lorsque  le  ré- 
sidu R/  est  nul,  l'intégrale  est  uniforme  dans  le  domaine  o  du 
pointe/  qu'elle  admet  comme  pôle  d'ordre  ?n  —  2,  tant  que  m  est 
supérieur  à  2;  si  m^  i,  elle  est  régulière  au  pointe/  :  le  cas 
m  =  2  ne  peut  se  présenter  avec  l'hypothèse  R/=  o;  lorsque  R/ 
n'est  pas  nul,  l'intégrale  n'est  plus  uniforme  dans  le  domaine  du 
pointe,;  elle  augmente  de  a^TzR/  quand  le  point  (r,  u)  tourne 
deux  fois  autour  de  e/,  dans  le  sens  direct.  Le  point  e/  est  un  point 
singulier  logarithmique  de  l'intégrale. 

Soit /i  =  2/j -h  2  ;  dans  le  domaine  du  point  ccj,  en  appelant 
Ry  le  résidu  relatif  à  ce  point,  si  R^  est  nul,  l'intégrale  est  uni- 
forme. Si  V  admet  le  point  oo,  comme  pôle  d'ordre  m,  J  l'admet 
comme  pôle  d'ordre  m  +  i.  Si  le  résidu  R^  n'est  pas  nul,  l'inté- 
grale n'est  plus  uniforme  dans  le  domaine  du  point  oci  ;  elle  aug- 
mente de  2/7:R^"  quand  le  point  (^,  u)  décrit,  dans  le  sens  positif, 
à  l'intérieur  du  domaine  considéré,  un  cercle  de  centre  ^  =  o.  Le 
point  O),  est  alors    un   point  singulier   logarithmique.   Pour  que 
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J(r,  a)  soit  régulière  au  point  00,,  il  faut  que  v,  clans  le  voisinage 
de  ce  point,  soit  un  infiniment  petit  de  l'ordre  de  —5  ou  d'un 
ordre  supérieur.  Mêmes  remarques  pour  le  point  oco. 

Soit  n  =  2/>  +  2,  lorsque  le  résidu  R„  est  nul,  J  est  uniforme 
dans  le  voisinage  du  point  00,  Si  t"  admet  ce  point  comme  pôle 
d'ordre  m,  J  l'admet  comme  pôle  d'ordre  m  ^  2.  Si  R^  n'est  pas 
nul,  l'intégrale  n'est  plus  uniforme  dans  le  domaine  du  point  00  : 
elle  augmente  de  2/'n:R^  quand  le  point  (z,  u)  décrit  dans  le  do- 
maine du  point  00,  dans  le  sens  positif,  une  circonférence  fermée 
(deux  tours).  Le  point  00  est  alors  un  point  singulier  logarith- 
mique. Pour  que  l'intégrale  soit  régulière  au  point  co,  il  faut  que 

3 

p  soit  un  infiniment  petit  de  l'ordre  de  (  -  ]  ,  ou  d'un  ordre  supé- 
rieur. 

Dans  le  voisinage  d'un  point  singulier  logarithmique  («,  b),  on 
a,  pour  J(::,  u),  un  développement  de  la  forme 

J  ( s,  « )  =  R^^(z  —  a)  -\-  <f{z,  u), 

o  étant  une  fonction  uniforme  dans  le  domaine  du  point  («,  6), 
régulière  en  ce  point,  ou  l'admettant  comme  pôle.  Dans  cette  for- 

mule,  il  faut  convenir  de  remplacer  z  —  a  par  [z  —  ei)''  quand  le 

point  (rt,  h)  coïncide  avec  le  point  de  ramification  e/,  par  -  quand 


(rt,  b)  est  un  point  ordinaire  à  l'infini,  et  par  (  -  j  quand  («,  b) 
est  au  point  de  ramification  à  l'infini. 

L'intégrale  J  peut  n'avoir  aucun  point  singulier  logarithmique, 
si  tous  les  résidus  de  v  sont  nuls  séparément.  Mais,  si  elle  possède 
un  point  singulier  logarithmique,  elle  en  a  au  moins  un  second. 

Il  y  a  trois  catégories  d'intégrales  abéliennes  : 

1°  Une  intégrale  abélienne  est  de  première  espèce  quand  elle 
reste  finie,  quel  que  soit  le  point  analytique  (^,  u)^  à  distance 
finie  ou  infinie,  formant  la  limite  supérieure  :  une  telle  intégrale 
est  une  fonction  analytique  du  point  (5,  u),  régulière  en  tous  les 
points  de  la  surface  de  Riemann,  mais  non  uniforme. 

2°  Une  intégrale  abélienne  est  de  deuxième  espèce  quand  elle 
devient  infinie  en  un  seul  point  de  la  surface  de  Riemann,  et 
que  ce  point  est  un  pôle  de  l'intégrale. 
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3°  Une  intégrale  abélienne  est  de  troisième  espèce  quand  elle 
devient  infinie  seulement  en  deux  points  (a,  b),  {a',  b')  de  la  sur- 
face de  Riemann,  qui  sont  des  points  singuliers  logarithmiques 
de  telle  nature  que,  dans  le  voisinage  de  ces  points,  clic  puisse 
être  représentée  par  des  expressions  de  la  forme 

—  -Ce -S  —  a)  -+-  o(z,  u), 
-+-  ^(z  —  a')  -h  o'(z,  u), 

cp    et  cp'  désignant  des  fonctions  régulières   respectivement   aux 
points  {a,  b),  (a',  b'). 

Les  intégrales  de  première  espèce  sont  de  la  forme 

S  dz 


r-i 


où  s  ^  )v,  H-  Xa^  +  •  •  •  +  X/>^^   ',  avec  p  coefficients  arbitraires. 
Posons 

/    -1^     (*  =  ■ /»■ 


iVk 


L'intégrale  iv  la  plus  générale  de  première  espèce  pourra  s'écrire 

tv  =  Xj  Wi  -H . . .  -H  X/,  tVp  -4-  const. 

Ces  intégrales  (V,,  ...,  Wp  sont  linéairement  indépendantes  : 
ainsi,  le  nombre  des  intégrales  de  première  espèce,  linéairement 
indépendantes,  est  égal  au  genre/?. 

Passons  aux  intégrales  de  troisième  espèce.  Supposons  d'abord 
que  les  deux  points  logarithmiques  soient  à  distance  finie.  L'inté- 
grale de  troisième  espèce  sera 

cette  formule  s'applique  au  cas  où  les  points  (a,  b),  {a',  b')  se- 
raient l'un  ou  l'autre,  ou  tous  les  deux,  des  points  de  ramification. 
Si  «  ^  2/?  +  2, 

^''H^,  u)  =  /"'"'"'JL  /fii^'  _  ^x.zp)  dz, 

v5ZHz,u)=    I dz 


COMPTES   RENDUS  ET  ANALYSES.  25i 

Si  II  =  ip  -h  I , 


>■/-     -x-      /  L   "-tJLdz 


L'inLcgralc  de  troisième  espèce  la  plus  générale,  correspondant 
à  une  position  déterminée  des  points  singuliers  logarithmiques, 
est  égale  à  l'intégrale  que  nous  avons  formée,  augmentée  d'une 
intégrale  de  première  espèce  ).,  tVj  +.  .  .-^'>^pWp,  avec  p  coeffi- 
cients arbitraires. 

On  peut  former  une  intégrale  unique  de  troisième  espèce,  qui 
conserve  un  sens,  quelle  que  soit  la  position  des  points  («,  ^), 
(«',  b')  à  distance  finie  ou  infinie.  Pour  cela,  désignons  par  A  une 
constante  arbitraire  essentiellement  différente  de  a  et  de  a',  et 


posons 

J^i;  „)  u-^  b   {  —, ^,-  «  -t-  o     c  I      I 

f ■"'   I  \a'-^  \a-l/ 

—  ; ;; I 


dz. 


Remarquons  encore  les  propriétés  suivantes  des  intégrales  élé- 
mentaires de  troisième  espèce.  On  a 


Si  (a',  b')  =  (a,  b)  les  intégrales  to  et  -}  sont  identiquement  nulles  ; 
on  a 

.     <f(^,«i)+<f(->«2)  =  4:(j^  j^)  +"-«"^^- 

Nous  arrivons  aux  intégrales  de  deuxième  espèce.  Soit(ç,'ri), 
un  point  analytique  situé  à  distance  finie,  et  distinct  des  points  de 
ramification. 

Soit  -ïT  la  valeur  de  -7—  pour  -S  =  i,  u  ^  ri, 
a%  dz  ^ 


L'intégrale  élémentaire  de  deuxième  espèce  est 


d-t\ 


.(3,»)"  -^-  n  -t-('2  — 0 


'(--o."o) 
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avec  le  pôle  simple  (i,  rj),  la  partie  principale  relative  à  ce  pôle 
étant  _g-  On  formera  de  même  une  intégrale  C^^'(-,  ";  Ç>  'i)  fi'i'c 
partout,  excepté  au  point  (^,  7,)  qu'elle  admet  comme  pôle  d'ordre 

V  H-  I,  la  |)artie  principale  relative  à  ce  pôle  étant -^ :  • 

L'intégrale  demandée  est 

en  posant 

De  même,  on  a 

Remarquons  la  formule 


De  même, 

Ç(v)( -,  «,  ;  ?,  7))  -f-  Ç(v)(4î,  î/2;  ^,  rj  =   .  ',  ^,_  +  const., 

«1  et  Mo  étant  les  valeurs  de  u  aux  deux  points  superposés  en  z. 

1 
Soit  Ci  un  point  de  ramification  à  distance  finie,  soit  «  =-{p  —  eifiii^ 

puis 

Ui  =  E;,''  +  (^  -  e,-)Ef/'  +. . .  +  (^  _  e.O^El/'  +. .  .  ; 


l'intégrale 


'"•'"      E(/)rf^ 


<^i) 


est  finie  partout,  excepté  au  point  <?/,  qu'elle  admet  comme  pôle 

du  premier  ordre,  avec  la  partie  principale ;--  Pour  ob- 

(z  —  ei  y 
tenir  une  intégrale  qui  devienne  infinie  au   seul   point  <?/,  qu'elle 
admettra  comme  pôle  du  second  ordre,  avec  la  partie  principale 

-i^-— — ;i  on  prendra  simplement 

^{z,u;  ei)  — +  G  =  —    / 


'(-0."») 


»„)(^-^')' 
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De  même 

D'ailleurs 

!;(2(.)(..,„;e,)  =  -iii±^    /^  ,     ^'^    ,      .  dz, 


Pli'' =  E;,'>  + (2  -  e,)  E'/' +  •••  +  (-- eOi^E[i-'. 


avec 
Soit 

on  a 

SîuL-i  = h  const.         et         S2[ji,=  const. 

Soit  n  =  2p  +  2  ;  dans  le  domaine  du  point  oo, ,  soit 


Posons 


/-7-       Al        Ao 
u  —  zP+^  V,         p=/A+-— ^--— -i- 


on  a 

yi.U  N  /  N      /•"'"'  "^''^  2^+^+1  Qv+1, 

ÇW(5    jf  ;  00i)  =  (v  -4-l)    /  a^. 

•^  Uo.  «o) 

Pour  V  ^  o,  on  a 


intégrale  qui  devient  infinie  au  seul  point  ce,,  la  partie  principale 
en  ce  point  étant  z. 
D'ailleurs 

Jr*''  "'  u  z^  —  ^v+p-)-i  0.,_i_i 
\u  ^^' 

d'où 

De  même 

^(v)(5,  Mi;ooi)-t-C''''('2,  «2;  oc,)=-^-»-i  +  const. 

Si  n  =  2/>  +  I,  soit  Z^''^{:-,  ii',<^),  l'intégrale  devenant  infinie  au 

seul  point  oc  et  ayant  pour  partie  principale  en  ce  point  z  ^  .  On  a 

Ç(2ix-i)(^^  a;  00   =z[^. 
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/)+  - 
Soit  V  =  2  |ji,  M  =  ^      ^v  : 

/—       Al        Ao  ^  /T       Al  Au. 

alors 

Soit  enfin 
on  a 

S21J.-I  =  2S!A,  S2,jL=0. 

L'intégrale  TTf"'/'  est  une  fonction  régulière  du  point  (a,  b)  pour 
toutes  les  positions  de  ce  point  à  distance  finie  non  situées  sur  le 
chemin  d'intégration.  Soit  (^,  n)  un  point  ordinaire  de  la  surface 
de  Riemann  :  traçons  le  chemin  d'intégration  de  façon  qu'il  ne 
passe  pas  par  ce  point;  on  a  alors  le  développement  qui  suit 

(a M2  (a ?  1^+1 

on  a  donc 

Par  conséquent,  si  l'on  donne  à  ^  un  accroissement  /i,  et  si  l'on 
appelle  A'  l'accroissement  correspondant  de  r,,  on  peut  écrire 

X,{z,u;  \  +  h,T^-i-k)=  ^(z.  u;  ^,  r,) 

Dans  le  domaine  du  point  de  ramification  e/,  on  a 

,":^b'^Tjyf'^'-h(a  —  p.Ah(z.  u:eA^...^  (a  — et)   2     ^ 
On  en  conclut 


a.f^  </'■  +  («  -  «iY  Uz,  u;ei)+...+  —7:5^^ ^(^K^,  u;  e,)- 


V  — 1 


Ç(5,  a;  a,b)=  î ja-^,  «^;  «/)+  •-+-  ^^ J^^  Ç(v)(2,  „;  g.). 

■2{a  —  Ci)- 
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puis 


V  — 1 


Si  n  =  2/?  +  2,  on  a  dans  le  domaine  du  point  co, 

Wi,  .  .  . ,  Wp  désignant  des  intégrales  de  première  espèce.  On  en 
déduit 

Dans  le  domaine  du  point  ooo,  on  aura  de  même 

-  ^^a^,  «;  ^2)-  ^  C(5,  ";  ^2)— •-  ^^'^-"(^,  «;  =«2)— •• 

Si  /?  =  2/?  -I-  I ,  on  a  dans  le  domaine  du  point  co 

2^  —  1  2/)  —  3 

tn«;,'''  =  a"^~  W,  +  oT^  W2  + . . . 
d'où 

2  ï      2 

Considérons  maintenant  une  intégrale  abélienne  quelconque 


£ 
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on  pourra  toujours  la  mcllrc  sous  lu  forme 


4- V  [Al  l{^,  u;o,  b)-+-  X^KHz,  u;a,  b)-^ .  .  .-^  \./C''-^Hz,  u;  a,ù)] 
-\-XiiVi-+- .  .  .-^Xp Wp -+-  const. 

Les  coefficients  R/^  et  A;  sont  connus  immédiatement  si  Ton 
connaît  les  points  singuliers  de  l'intégrale  et  les  parties  principales 
qui  leur  correspondent.  Il  n'en  est  pas  de  même  des  coefficients 
A),  .  .  . ,  Àp. 

Une  première  et  importante  application  de  cette  formule  est  la 
représentation  d'une  fonction  rationnelle  t^  de  s  et  de  u  par  une 
somme  d'intégrales  de  première  et  de  seconde  espèce,  ou  la  dé- 
composition en  éléments  simples  d'une  fonction  rationnelle  de  z 
et  de  u.  Soit  v  cette  fonction  rationnelle.  On  aura 

V  =  ^[A,  Ç(^,  u;  a,  b)-h  Ai^'iz,  u;  a,  b)-i-. . .-+-  Av  ^'^-"(-2,  ";  «,  b)] 
+  Xi  tV]  +  . .  .-f-  y^pWf,  -+-  const. 

le  signe  ^  indique  une  sommation  étendue  à  tous  les  pôles  de  ç^ 
la  fonction  r  étant,  dans  le  domaine  («,  b)  de  la  forme 

Al  A,  Av  ,        .         ,     ... 

lonction  régulière. 


z  —  a       {z  —  a)'''  (-3  —  a)'^ 

En  appliquant  cette  décomposition  à  la  fonction 

I       u  ^  1] 

V  = r-, 

on  arrive  au  résultat  suivant 


i  ^n 


1  =  1 

Ainsi  l'intégrale  élémentaire  de  seconde  espèce  est  une  fonction 
rationnelle  des  paramètres  i,  r,. 

Soient  enfin  v  une  fonction  rationnelle  de  ;;  et  de  u  ;  Pq  sa  valeur 
au  point  {zq,  Uq).  Soient  («,,  6,),  ...,(aç,  bq)  les  zéros  de  r; 
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(a,,  ?.),  •••'  (^-'/'  ?y)  ses  infinis^  on  a 

A-  désignant  un  facteur  constant.  Dans  cette  formule,  plusieurs  des 
infinis  ou  des  zéros  de  r  peuvent  être  égaux  entre  eux.  C'est  une 
formule  analogue  à  la  décomposition  d'une  fonction  rationnelle 
en  facteurs,  dans  le  cas  /?  =  o. 

III.  Dans  ce  qui  suit,  on  considère  les   surfaces  comme  des 
feuillets    sans   épaisseur,  de  sorte   qu'un  point  ou   qu'une  ligne 
tracés  sur  la  surface  seront  visibles  pour  un  observateur  placé 
d'un  côté  ou  de  l'autre.   Les  surfaces  sont  en  outre  regardées 
comme  parfaitement  élastiques  et  indéchirables.  Une  surface 
est  dite  connexe  lorsque,  ayant  pris  sur  cette  surface  deux  points 
quelconques,  on  peut  les  joindre  par  un  trait  continu,  situé  tout 
entier  sur  la  surface.  Une  surface  est  fermée  quand  elle  n'a  pas 
de  bords,  ouverte  quand  elle  a  des  bords.  Les  bords  d'une  surface 
peuvent  être   constitués  par  une  seule  ligne    continue,    ou    par 
plusieurs  lignes  continues  dlstlncles.  On  n'envisage  que  des  sur- 
faces avec  des  bords.  Si  l'on  a  une  surface  fermée,  on  commencera 
par  lui  donner  un  bord,  en  y  faisant  une  petite  ouverture.  On 
appelle  coupure  une  section  faite  dans  la  surface  partant  d'un 
point  du  bord,  et  venant  aboutira  un  point  du  bord.  Une  coupure 
a  deux  bords  qui  font  partie  du  bord  de  la  surface.  Une  coupure 
peut  donc  aboutir  en  un  point  de  l'un  de  ses  bords. 

On  dit  qu'une  surface  est  à  connexion  simple,  ou  simplement 
connexe  quand  on  peut,  en  déformant  cette  surface,  supposée 
parfaitement  élastique  et  indéchirable,  la  réduire  en  un  feuillet 
plan,  limité  par  un  contour  simple.  Le  bord  d'une  surface  simple- 
ment connexe  se  compose  d'une  seule  ligne  ne  se  coupant  pas. 
Citons  comme  exemples  de  surfaces  simplement  connexes  :  i"  une 
calotte  sphérique;  2°  le  domaine  d'un  point  de  ramification  de  la 
surface  de  Riemann  à  deux  feuillets;  3*^  une  surface  de  Rlemann 
à  deux  feuillets  avec  deux  points  de  ramification. 

Pour  définir  le  sens  positif  du  contour  d'une  surface  simple- 
ment connexe,  il  faut  distinguer  l'une  de  l'autre  les  deux  faces  de 
la  surface.  Faisons  choix  d'une  face  qui  sera  appelée  Vendroit, 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  2'  série,  t.  XVIII.  (Novembre  1894.)  20 
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ou  le  côté  positif  de  la  surface,  appliquons  la  surface  sur  un  plan 
horizontal,  l'endroit  étant  au-dessus.  Le  sens  positif  du  contour 
du  feuillet-plan  ainsi  obtenu  est  le  sens  dans  lequel  se  meut  un 
observateur  debout  dans  le  plan,  et  décrivant  le  contour  en  ayant 
l'aire  à  sa  gauche.  L'endroit  d'une  surface  de  Ricmann  sera  la  face 
supérieure  des  feuillets-plans,  supposés  étalés  dans  le  plan  hori- 
zontal. 

Toute  coupure  faite  dans  une  surface  simplement  connexe  la 
découpe  en  deux  morceaux  distincts;  toute  ligne  fermée  tracée 
sur  une  surface  simplement  connexe  peut,  par  déformation  con- 
tinue de  la  surface,  être  réduite  à  un  point. 

Voici  maintenant  des  surfaces  non  simplement  connexes. 

I**  Considérons  une  surface  de  Riemann  à  deux  feuillets,  et  à 
quatre  points  de  ramification.  Deux  coupures  «  et  6  suffisent  à 
rendre  la  surface  simplement  connexe,  T  désigne  la  surface  sans 
coupures,  T' la  surface  rendue  simplement  connexe. 

Fig.  I. 


On  appelle  bord  positif ,  de  la  coupure  «,  le  bord  extérieur  )., 
bord  négatif  le  bord  intérieur  p.  Pour  la  coupure  b,  on  choisit 
comme  bord  positif  le  bord  que  doit  suivre  un  mobile  pour  aller 
du  bord  positif  5  de  a  au  bord  négatif  y  de  «,  en  ayant  à  sa  gauche 
la  surface  de  Riemann  T'. 

2°  Dans  le  cas  général,  n  ^  i p  -\-  i  ou  n  =  ip  -\-  i^  on  trace 
une  coupure  fermée,  bi  entourante,,  go;  puis,  partant  d'un  point 
de  bi  une  coupure  fto+Co  venant  se  couper  elle-même,  formée 
d'une  branche  Co  et  d'une  boucle  bi  entourant  ('3  et  e,,  et,  ainsi 
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(le  siiiic,  jusqu'à  la  coupure  Cy,  +  bp  venant  se  couper  elle-même, 
formée  d'une  branche  Cp  et  d'une  boucle  entourant  les  points 
Cip-i-i  C2p-  On  trace  ensuite/»  coupures  a  comme  l'indique  la 
fig.  î.  On  nomme  bord  positif  des  coupures  a  le  bord  externe, 


Fig.  2. 


marqué  du  signe  -f-.  Le  bord  positif  de  6,,  par  exemple,  est  le 
bord  que  doit  suivre  un  mobile  pour  aller  du  bord  positif  de  «i  au 
bord  négatif  en  marchant  dans  le  sens  positif.  Pour  les  coupures  c, 
le  choix  du  bord  positif  n'a  pas  d'importance.  La  forme  des  cou- 
pures ne  joue  aucun  rôle,  il  n'y  a  d'essentiel  que  leurs  positions 
relatives. 

Considérons  sur  la  surface  de  Riemann  une  aire  S,  finie  ou 
infinie,  limitée  parune  ou  plusieurs  courbes  distinctes,  formant 
un  contour  C.  Soit  f{z.,  u)  une  fonction  du  point  analytique 
(s,  u)  uniforme  dans  l'aire  (S),  finie  sur  le  contour  C,  n'admettant 
dans  l'aire  S  d'autres  singularités  que  des  points  singuliers  isolés, 
en  nombre  fini.  L'intégrale 


i 


f{z,  u)  dz, 
prise  le  long  du  contour  C,  dans  le  sens  positif,  est  égale  à 
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R,,  . .  .,  i\q  désignant  les  résidus  relatifs  à  tous  les  points  singu- 
liers situés  sur  S,  et  au  point  go,  si  l'aire  S  est  infinie. 

Supposons  l'aire  simplement  connexe.  Supposons  que,  dans 
cette  aire,  les  résidus  soient  tous  nuls.  Considérons  dans  Taire  S 
deux  chemins  joignant  les  points  (zq,  Uq),  (z,  u),  les  valeurs  de 
l'intégrale 

f         f{z,u)dz, 

|:o."o) 


prises  le  long  de  ces  chemins,  sont  égales.  F (2,  u)  est  uniforme 
dans  l'aire  S.  Elle  n'a,  dans  l'aire  S,  que  des  points  singuliers 
isolés. 

Supposons  que  l'aire  S  se  compose  de  toute  la  surface  simple- 
ment connexe  T'  dont  le  contour  C  est  formé  de  l'ensemble  des 
coupures  cik,  bk,  Cu-  Supposons  j\z^  u)  uniforme  sur  toute  la  sur- 


face T'.  L'intégrale 


/  /(-,  ii)dz, 


prise  sur  le  contour  de  la  surface  T',  dans  le  sens  positif,  est  égale 
au  produit  de  2^71:  par  la  somme  des  résidus  de  /. 

Si  la  fonction  f{z,  u)  est  uniforme  non  seulement  sur  la  sur- 
face T',  mais  aussi  sur  la  surface  T,  non  découpée,  la  somme  des 
résidus  de  cette  fonction  sur  toute  la  surface  (j  compris  les 
points  à  rinfini)  est  nulle. 

Supposons  que,  sur  la  surface  T',  tous  les  résidus  de  /(^,  u) 
soient  nuls,  l'intégrale 

'  f{z,u)du 

est  uniforme  sur  la  surface  T'.  Elle  n'a  pas  d'autres  points  singu- 
liers que  ceux  de  f{z,  u),  sauf  peut-être  le  point  à  l'infini. 

Si  /{z,  u)  est  une  fonction  rationnelle  de  z  et  de  u  avec  de^ 
résidus  nuls,  F(z,  u)  est  une  intégrale  abélienne  composée  avec 
des  intégrales  de  première  et  de  deuxième  espèce. 

Une  somme  d'intégrales  de  première  et  de  deuxième  espèce, 
ayant  la  même  limite  supérieure  (r,  u),  est  une  fonction  uniforme 
de  (z,  u)  sur  la  surface  de  Riemann  simplement  connexe  T'. 
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Supposons 


F(-,«)=    /  J\^,ii')dz., 

^■{  --0.  "0  ) 

/•  éunl  nuionnelle  en  .  el  en  u;  sur  le  bord  d'une  coupure,  la 
dldérenee  F(X)-F(p)  (^  et  p  étant  ^^^ ^^'^'\^^^^^^;;^ 
sur  la  coupure,  l  sur  le  bord  positif,  p  sur  le  bord  négatif)  est  une 
constante  qu'on  appelle  module  de  périodieite. 

Soit  A.  le  module  de  périodicité  relatif  à  la  courbe  «,,  A,  est 
égal  à  la  valeur  de  l'intégrale 

//(s,  u)dz, 

prise  da,u  le  sens  posUif  le  long  d'une  courbe  tern,ée  entouraM 
L  deu).  seuls  points  de  ramifiealion  (e,,.„  e,.,),  sur  le  feu.Uet 

inférieur.  ,, 

Les  différences  constantes  sur  les  coupures  c  sont  nulles. 
Soit  B,  le  module  de  périodicité  relatif  à  la  courbe  b,.  B,  est 

égal  à  la  valeur  de  l'intégrale 

f  f{z,  u)dz, 

prise  dans  le  sens  négatif  sur  une  eourbe  lern^ée  enlouranl  les 

points  s 

^  {ei,e2,.--,eik-i,C2P+i)- 

'  Soit  F(.-,  ^0  la  valeur  que  prend  l'intégrale  en  un  point  {z,  u) 
quand  la  variable  (.^  ^0  ne  franchit  aucune  coupure.  La  valeur   a 
plus  générale  que  puisse  prendre  l'intégrale  en  ce  point,  quand  le 
point  (.,  u)  peut  franchir  arbitrairement  toutes  les  coupures,  est 

F{z,u)-^ni,^i^...-^»^P^r^"^^^-^---^"P^'" 

,  .  „  étant  des  nombres  entiers,  positifs, 
négalifs  ou  nuls.  Soient  F(z,  u)  hF'(.,  u)  ie«.  mtegrales  abé- 
liet,nes  composées  à  l'aide  d'intégrales  abéliennes  de  prem.ere  et 
de  deuxième  espèce;  appelons  A*  et  B.  les  modules  de  penod,- 
cité  de  l'intégrale  F,  A',  et  B',  ceux  de  l'intégrale  F'  le  long  des 
coupures  «A,  ^a;  on  a 

I  =  fvciF'^  A, IV,  -  a;  b,4-.  . .-+-  A,,r.;,-  a;,b,,. 
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D'aulrc  pari,  I  est  égal  à  iItz  multiplie  par  la  somme  des  résidus 

de  F  -;—  sur  loulc  la  surfaee  de  Riemann. 
dz 

Si  F  cl  F'  sont  des  intégrales  de  première  espèce,  on  a 
Al  B'i  —  A',  B,  -H. . .  -f-  i\.p  W,,—  A),  B/;  =  o. 

Si  F(:;,  u)  est  une  intégrale  de  première  espèce,  ¥'(^z^u)  une 
intégrale  de  deuxième  espèce,  avec  le  pôle  simple  {a,  h),  alors 

A,  b;  -  a;  Bi-t-. . .+  A;,b;,-  a;,B/,  =  -  2/r/(a,  b), 

/{z,  u)  désignant  la  dérivée  de  F(^,  n)  par  rapport  à  z. 

Soit  *I^(^,  m)  =  X  +  iY  une  fonction  uniforme  du  point  analy- 
tique (z,  II),  régulière  en  tous  les  points  d'une  portion  simplement 
connexe  S  de  la  surface  de  Riemann,  l'intégrale  J  =  f\dY,  prise 
le  long  du  contour  total  C  dans  le  sens  direct,  a  une  valeur 
positWe. 

Pour  une  intégrale  quelconque  de  première  espèce,  la  quantité  J 
est  positive.  Il  est  en  particulier  impossible  que  toutes  les  quan- 
tités A,,  ...,  Ap  soient  nulles  simultanément.  Même  remarque 

pour  Bj,  . .  .,  Bp. 

K' 

Ainsi,   pour  les  intégrales  elliptiques,  dans  le  rapport  -jv>  la 

partie  réelle  est  positive. 

Soient  çV),  ...,  Wp  p  intégrales  de  première  espèce  linéaire- 
ment indépendantes.  Posons 

W'^' =  Xi  tVi  +  .  .  . -f-  >,p  (Vp. 

On  pourra  déterminer  les  À  en  écrivant  que,  dans  l'intégrale  (V^**, 
tous  les  modules  de  périodicité  relatifs  aux  coupures  a  sont  nuls, 
excepté  celui  qui  se  rapporte  à  la  coupure  a^,  et  que  nous  ferons 
égal  à  litz.  L'intégrale  (v'*^,  ainsi  déterminée,  est  une  intégrale 
normale  de  première  espèce.  Il  y  a  />  de  ces  intégrales 
(A'=i,  ...,  /?),  linéairement  indépendantes.  Soient  bk\i  •••,  b^p 
les  modules  de  périodicité  de  l'intégrale  (v^^^  le  long  des  coupures  b. 
On  a 

bhk=  biJi- 

On  posera,  dans  la  suite, 
a/,;r.  et  a^^  étant  réels. 
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Soit 

ll=:p    k  =  p 

*(m,,...,  W/O  =  V    V(a/,A//J/,m/J  =  cp(m,,...,  /?!/,)-+- t4'(''^i.  ■••''"/')' 

/i  =  1  A^  1 

cp  et  <]/  étant  des  formes  quadratiques  à  coefficients  réels  :  la  forme 
quadratique  cp(m, ,  . . .,  nip)  est  une  forme  définie  et  négative. 

11  est  impossible  d'avoir  entre  les  ip  périodes  A,,  ...,  A^,, 
Bj,  . . . ,  B^,  une  relation  de  la  forme 

mj  AiH-. . .-+-  iHi,\p-\-  /iiBi -+-...+  npBp=  o, 

m,,  .  . .,  nip,  /J,,  .  .  .,  np  étant  des  nombres  entiers,  les  mêmes 

pour  toutes  les  intégrales  de  première  espèce. 

Posons 

Z  =  l^{z,  u;  rt,6)-i-i'i»v<"-f-...-+-i'/,(v'/''. 

Écrivons  que  les  modules  de  périodicité,  tout  le  long  des  cou- 
pures «,  sont  nuls;  on  aura 

Aa-  -H  2  C/T.  /r  =  o  (  X-  =  I  .   .  .  .  ,  />  ), 

en  supposant  que  A*  soit  le  module  de  périodicité  de  ^{z,u;  a,  b) 
le  long  de  la  coupure  «a.  On  obtient  ainsi  V intégrale  normale  de 
deuxième  espèce.  Soient  B',,  .  •  • ,  B'^  ses  modules  de  périodicité 
le  long  des  coupui-es  6;  posons 

'  o/,{z,  ii)dz., 

(-o,"o) 

on  aura 

Si  le  point  (a,  b)  était  un  point  de  ramification,  ou  un  point  à 
l'infini,  il  faudrait  remplacer  'fk{^,  b)  par  le  résidu  du  produit 
(v'^'(c,  w)^-^^^^  au  point  («;  b).  Remarquons  que  les  modules 
de  périodicité  de  l'intégrale  normale  Z  de  deuxième  espèce  sont 
des  jonctions  rationnelles  de  {a,  b). 

L'intégrale 

/(z,u)dz 

n'est  pas  uniforme  sur  T'.  Pour  avoir  une  surface  sur  laquelle  elle 
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soit  uniforme,  on  partira  d'un  point  du  bord  de  «y,,  par  exemple, 
on  fera  dans  un  feuillet  de  la  surface  de  Riemann  une  fente  /, 
aboutissant  à  (a,  6),  sans  franchir  aucune  coupure,  puis  une  nou- 
velle fente  m,  de  (a,  b)  à  {a',  b'),  toujours  sans  franchir  de  cou- 
pures. On  choisira  les  bords  positif  et  négatif  de  m  de  telle  sorte 
qu'en  tournant  autour  de  (rt',  6'),  de  manière  à  avoir  ce  point  à  sa 
gauche,  on  aille  du  bord  positif  au  bord  négatif.  Les  signes  des 
bords  de  /  se  déterminent  ensuite  par  continuité. 

Soit  T"  la  surface  de  Riemann  munie  de  ces  nouvelles  coupures. 
Le  long  des  coupures  cik  et  b^,  ts  a  des  modules  de  périodicité  <^k 
et  i)l)>t.  Le  long  de  /,  le  module  de  périodicité  4^  est  nul.  Le  long 
de  /M,  OÏL  =  2«7r. 

Soit  rn,  (z,  ii)  l'une  des  valeurs  de  nî(s,  u)  sur  la  surface  de 
Riemann  T,  toutes  les  autres  sont  données  par  la  formule 

Posons 

n«;f  (-s,  «)  =  <'*'(-.  «)  +  >M  'v'"  +.  • .+  Xptv'/". 

Cette  intégrale  sera  normale  si  l'on  détermine  les  ).  de  façon  que 
tous  les  modules  de  périodicité  le  long  des  coupures  a  soient  nuls. 
On  aura 

Od  a  d'ailleurs 

1)1'^  =  iv'k'(a',b')  —  w^f^->(a,b), 

"xiV/^  étant  le  module  de  périodicité  de  H^*  ^g  long  de  la  coupure 

IV.  F(5,  u)  étant  un  polynôme  entier  à  deux  variables,  z  et  u 
de  degré  m  en  u  qui,  ordonné  par  rapport  à  w,  s'écrit 

F{z,  u)  =  'fo(2)-i-  UOi{z)-^..  .-!-  umo„,(z), 

les  coefficients  Oi(z)  étant  des  polynômes  entiers  en  r,  si,  pour 
z^Uj  l'équation  F(;:,  M)  =  oa  n  racines  égales  à  b,  pour  une 
valeur  de  z  voisine  de  a  elle  a  n  racines  voisines  de  b.  Si,  en 
particulier,  l'équation  F{z,  u)  =  o  a  une  seule  racine  égale  à  b 
pour  z  =  a,  elle  admet  une  seule  racine  voisine  de  b  pour  une  va- 
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leur  de  z  voisine  de  a.  On  peut  alors,  des  points  z  =  a  du  =  ù 
comme  centres,  décrire  deux  cercles,  G  et  C,,  de  rayons  p  et  /•, 
respectivement,  tels  que,  pour  toute  valeur  de  :;  à  l'intérieur  de  C, 
l'équation  F  =  o  ait  une  racine,  et  une  seule,  à  l'intérieur  de  G, . 
La  fonction  u  est  donc  continue  et  uniforme  tant  que  z  reste  à 
l'intérieur  de  G;  elle  admet  d'ailleurs  une  dérivée  :  c'est  donc  une 
fonction  analytique  de  z  dans  ce  domaine.  Gette  dérivée  est 

dF 
du  _  dz 
d^  ~~'^' 

du 

C'est  elle-même  une  fonction  continue  de  z  dans  le  cercle  G. 
Donc,  à  l'intérieur  de  G,  la  racine  u  est  développable  par  la  for- 
mule de  Tajlor, 

a  =  b-^  <xi{z  —  a) -\- 'x-iiz  —  a)-  -{- . .  . , 

et  le  rajon  de  convergence  de  cette  série  est  au  moins  égal  à  p', 
mais  peut  lui  être  supérieur.  De  même,  si  pour  z  ^=  a  l'équation 
F  =:  o  a  m  racines  simples,  6, ,  •  •  • ,  ^«o  on  peut  trouver  un  cercle 
G,  de  centre  a,  et  de  rajon  assez  petit  pour  qu'à  l'intérieur  de  ce 
cercle  les  'm  racines  soient  des  fonctions  uniformes  et  régulières; 
les  m  racines  sont  alors  représentées  par  m  développements  dis- 
tincts; on  a,  par  exemple,  pour  la  racine  w/,  qui  se  réduit  à  bi 
pour  z-=^  a^ 

m  =  bi  +  a'/'  (-  -  a)  +  a(/'  (^  -  a)*  +  . .  . . 

Les  rayons  de  convergence  de  ces  différentes  séries  sont,  en  gé- 
néral, inégaux. 

On  a  ainsi  défini  un  élément  de  fonction  algébrique.  On 
étendra  la  définition  de  proche  en  proche.  Supposons  que  F(^,  u) 
soh  indécomposable,  c'esl-à-dive  ne  soit  pas  le  produit  de  deux 
ou  plusieurs  polynômes  entiers  en  z  et  u.  Alors  l'équation  F  =  o 
n'aura  de  racines  multiples  que  pour  des  valeurs  de  z  en  nombre 
fini.  On  obtiendra  ces  valeurs  de  z  en  éliminant  u  entre  les  deux 
équations  F(^,  u)  =0,^=0.  Ges  valeurs  de  z,  ainsi  que  les  ra- 
cines de  l'équation  ^„,{z)=^o  s'appellent  les  points  singuliers. 

Prenons  deux  points   non    singuliers,  ::o,   ^^5    et    un   chemin  L 
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joignant  ces  deux  points,  et  nç  passant  par  aucun  point  singu- 
lier. Soit  /ff,  ...,  u,n  les  m  racines  simples  de  l'équation 
F(^o,  u)  =  o.  Si  l'on  part  de  z^  avec  l'une  de  ces  racines,  m,  par 
exemple,  la  valeur  de  cette  racine  sera  fixée  tout  le  long  du  che- 
min L  par  la  condition  de  continuité. 

Si  A  est  une  aire  plane,  limitée  par  un  seul  contour,  ne  renfer- 
mant aucun  des  points  singuliers;  si  l'on  va  d'un  point  Zo  à  un 
autre  point  Z  par  deux  chemins  contenus  tout  entiers  dans  l'aire 
A,  en  prenant  la  même  valeur  initiale  pour  u,  on  arrive  au  point 
Z  avec  la  même  valeur  finale. 

Lorsqu'au  point  z  =  a^  l'équation  F  =  o  a  une  racine  b  d'ordre 
n,  les  n  racines  voisines  de  b  pour  une  valeur  de  z  voisine  de  «, 
forment  un  ou  plusieurs  systèmes  circulaires.  Les  p  racines 
Ut,  .  . . ,  Up  appartenant  à  un  même  système  circulaire  sont  re- 
présentées par  une   même  série  procédant  suivant  les  puissances 

entières  et  positives  de  (z  —  a)'', 

1  ^ 

u  =  b  -h  b{z  —  a)P  -^  biiz  —  a)P  -h. . ., 

les  différentes  racines  w,,  .  .  .,  iip  étant  obtenues  en  remplaçant 

1 
successivement  dans  ce  développement  [z  —  a)P  par  ses  p  déter- 
minations. 

z  =  a  étant  une  racine  de  Om(^)  =  o,  les  racines  qui  deviennent 
infinies  pour  z=a  peuvent  se  partager  en  systèmes  circulaires. 
Soient  Ui,  .  .  . ,  Up  les  p  racines  d'un  tel  système  circulaire.  Elles 
seront  représentées  par  un  développement  de  la  forme 

--r  -  -     1 

u  =  {z  —  a)    P[_ao-f-ai(3  —  a)P  -h  ^.^{z  —  a )/'-+-...]. 

Si  />  =  I,  le  point  z  =:  a  est,  pour  la  racine  considérée,  un  pôle 
ordinaire.  Sip  >>  i,  c'est  un  point  de  ramification  en  même  temps 
qu'un  pôle. 

A  l'infini,  on  aura,  comme  développement,  soit 

«  =  6-t-  ^1  jp    ao-h  a, /Ijp  -haaji  jr'  +  .  ..     , 
ou 

n  =  {^j    7d  ao  -h  oLi  (-^y  ^  a,  (^y>  -^ .  . .  \. 
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il  est  essentiel  de  remarquer  qu'il  n'y  a  jamais  (ju'un  nombre 
fini  de  termes  à  exposants  négatifs. 

Une  fonction  algébrique  n'admet  que  deux  catégories  de  points 
singuliers  :  i"  des  pôles,  2"  des  points  critiques  algébriques.  Ces 
points  singuliers  sont  toujours  en  nombre  fini.  Réciproquement, 
toute  fonction  analytique  qui,  sur  tout  le  plan  des  z  {y  compris  le 
point  à  l'infini),  n'admet  que  des  pôles  ou  des  points  critiques 
algébriques,  et  qui  n'a  qu'un  nombre  fini  m  de  déterminations 
en  chaque  point,  est  une  fonction  algébrique. 

Soit  F(^,  a)  =  o  une  équation  algébrique  entière  irréductible, 
de  degré  m  par  rapport  à  u.  Supposons  que,  pour  5  =  ^0,  elle 
admette  m  racines  distinctes  et  finies,  u,,  . .  .,  «,«.  Partons  de  Z(, 
avec  la  valeur  initiale  m,  par  exemple  :  on  peut  choisir  le  contour 
fermé  décrit  par  la  variable  de  façon  que  la  valeur  finale  soit  l'une 
quelconque  des  m  racines,  désignée  à  l'avance. 

Si  (;;o)  "0)  et  {zt,Ui)  sont  deux  systèmes  de  solutions  (7Me/- 
conques  de  l'équation  F{z,  u)  =  o,  si  on  a  démontré  qu'il  existe 
un  chemin  allant  du  point  ^o  au  point  z,,  et  conduisant  de  la  va- 
leur initiale  Uo  à  la  valeur  w,,  on  peut  en  conclure  que  le  poly- 
nôme F(^,  u)  est  irréductible,  ou  une  puissance  exacte  d'un  po- 
lynôme irréductible. 

Laissons  de  côté,  pour  un  moment,  les  points  à  l'infini.  Les 
points  critiques  de  la  fonction  algébrique  a  de  z  correspondent  : 
1°  aux  points  de  la  courbe  F{z,  u)  —  o,  où  la  tangente  est  paral- 
lèle à  l'axe  des  m,  2"  aux  points  multiples. 

Supposons  d'abord  que,  pour  s  =  a,  on  ait  une  racine  h  d'ordre 

«,  et  que  —  ne  soit  pas  nul  pour  5  =  «,  u  =  b]   les  n  racmes 

forment  un  système  circulaire. 

Si  {a,  b)  est  un  point  multiple,  on  portera  l'origine  en  ce  point 
et  l'on  séparera  les  racines  infiniment  petites  par  la  méthode  de 
M.  Puiseux  :  les  n  racines  voisines  de  zéro  sont  d'un  degré  infini- 
tésimal commensurable  déterminé.  En  définitive,  lorsque,  pour 
z  =  a,  l'équation  F  =  o  admet  n  racines  égales  à  6,  les  n  valeurs 
de  u  qui  tendent  vers  b  lorsque  z  tend  vers  a,  sont  représentées 
dans  le  domaine  du  point  :;  =  a  par  un  ou  plusieurs  développe- 
ments de  la  forme 
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1 
où  l'on  attribue  à  (z  —  a)''  ses  p  déterminations,  et  où  l'on  prend 
la  même  détermination  dans  chaque  terme  :  il  ne  j)Ourra  pas 
arriver  que  tous  les  rji  aient,  avec  /),  un  autre  diviseur  commun 
que  I.  Si  l'on  a  un  seul  système  circulaire  de  n  racines,  le  point 
jz  ^=  a  est  dit  un  point  de  ranii/icallon  d  ordre  n  —  i  ;  pour 
n  z=  2,  on  dit  que  c'est  un  point  de  ramification  simple  ;  si  l'on  a 
plusieurs  systèmes  circulaires,  au  point  z=^a  sont  superposés 
plusieurs  points  de  ramification  distincts. 

F(^,  m)  =  o  désignant  une  équation  algébrique  entière,  irré- 
ductible, de  degré  m  en  u,  marquons  dans  le  plan  les  dilFérents 
points  «),  .  .  . ,  rt^  autour  desquels  plusieurs  racines  se  permutent 
et  traçons  à  partir  de  ces  points  des  coupures  s'étendant  à  l'infini, 
de  façon  que  ces  coupures  ne  se  croisent  pas  entre  elles.  Soit  z^ 
une  valeur  de  z  telle  que  l'équation  F(5o,  u)=  o  ait  m  racines 
distinctes  et  finies,  ^,,  .  .  . ,  ^,„.  Appelons  w,,  . .  . ,  n„i  les  m  ra- 
cines qui  se  réduisent  respectivement  à  bt,  . .  .,  b„i  pour  ;:  =  ^o- 
Imaginons  m  feuillets  plans  superposés,  admettant  toutes  les  cou- 
pures allant  des  points  ai  à  l'infini.  A  chacun  de  ces  feuillets, 
attachons  une  valeur  de  a,  et  donnons  au  feuillet  le  même  indice 
qu'à  la  racine  correspondante.  Considérons  le  point  critique  ai  el 
ii/i.  Si  le  lacet  («/)  ramène  ii/i  à  sa  valeur  initiale,  on  supprimera 
la  coupure  rt/oc,  dans  le  feuillet  correspondant;  on  opérera  de 
même  pour  tous  les  feuillets  correspondant  à  des  racines  que  le 
lacet  (ai)  ne  permute  avec  aucune  autre.  Les  autres  racines  se 
partageront  en  un  certain  nombre  de  systèmes  de  racines  se  per- 
mutant circulairement  autour  du  point  «/.  Soit  (ua.,  wp,  .  .  . ,  ui,  Uy.) 
l'un  de  ces  groupes.  Le  lacet  («/),  décrit  dans  le  sens  direct, 
change  ««  en  ii^,  u^  en  i/y,  .  .  .,  ui  en  u^^,  u^  en  11^;  réunissons 
le  bord  droit  de  la  coupure  sur  le  feuillet  a  au  bord  gauche  de  la 
même  coupure  sur  le  feuillet  [3,  le  bord  droit  de  la  coupure  sur 
le  feuillet  ^  au  bord  gauche  de  la  coupure  sur  le  feuillet  y?  etc., 
enfin  le  bord  droit  de  la  coupure  sur  le  feuillet  ^  au  bord  gauche 
de  la  coupure  sur  le  feuillet  a.  Opérons  de  même  avec  tous  les 
systèmes  circulaires  et  tous  les  points  critiques.  La  liaison  des 
feuillets  autour  du  point  à  l'infini  résulte  de  leur  liaison  autour 
des  points  d'application.  SoitT  la  surface  ainsi  obtenue.  Consi- 
dérons une  valeurrtde  z,  pour  laquelle  u.  valeurs  de  u  deviennent 
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égales  à  6,  et  forment  un  seul  système  circulaire  dans  le  voisinage 
de  ce  point.  Sur  la  surface  T,  on  aura  un  système  de  u,  feuillets, 
liés  les  uns  aux  autres  dans  le  voisinage  de  ce  point  «,  mais  séparés 
des  autres  feuillets.  Ces  a  feuillets  forment  un  cycle.  Le  point 
commun  à  ces  [x  feuillets  est  le  sommet  du  cycle.  C'est  un  point 
de  ramification  d'ordre  \x — i.  Un  point  ordinaire  de  la  surface 
sera  un  point  de  ramification  d'ordre  o. 

On  appelle  point  analyticjue  {z,  u)  l'ensemble  d'une  valeur 
de  ^  et  d'une  valeur  de  u  vérifiant  la  relation  F(^,  u)  =  o.  A  tout 
point  de  T  correspond  un  point  analytique  et  inversement.  Si 
u=^  b  est  une  racine  multiple  de  F(a,  u)  =  o,  on  pourra  avoir 
p  cycles  sur  T,  dont  les  sommets  correspondent  au  même  système 
z^=a^  u^=b.  On  aura,  en  réalité,  p  points  analytiques  (a,  b) 
qu'il  faudra  distinguer  les  uns  des  autres.  Ceci  ne  pourra  avoir 
lieu  que  pour  un  nombre  fini  de  systèmes  de  valeurs  de  a  et  de  b. 

Soit  (a,  b)  un  point  à  distance  finie  de  la  surface,  par  lequel  ne 
passe  qu'un  feuillet.  Si  l'on  a 


rj^c 


dans  le  domaine  du  point  («,  b),  la  fonction  v  sera  dite  régulière 
au  point  («,  b).  Si  Aq  ^  .  .  .  =  A^._,  ;=  o,  A^  ^  o,  le  point  analy- 
tique (a,  b)  est  pour  la  fonction  im  zéro  d'ordre  q.  Si  la  fonction 
n'est  pas  régulière  au  point  («,  b),  ce  point  est  un  point  singu- 
lier. Supposons  qu'il  soit  isolé; 


1-' 


t>=VA,(^ -«)-/+  y] 


B„ 


q  —  0  /!  =  1 

S'il  n'y  a  qu'un  nombre  limité  de  termes  à  exposants  négatifs,  le 
point  (rt,  b)  est  an  pôle  dont  l'ordre  est  égal  à  la  plus  haute  puis- 
sance de  ■;; dans  le  développement.  S'il  y  a  un  nombre  illimité 

de  termes  à  exposants  négatifs,  le  point  analytique  (a,  b)  est  un 

point  singulier  isolé.   Dans  les  deux  cas,   le  coefficient  de ■ 

z  —  a 

est  appelé  résidu. 

Supposons  maintenant  que  le  point  («,  b)  soit  le  sommet  d'un 
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cycle  de  [j.  feuillets.  Le  domaine  du  point  (r/,  h)  sera  limité  par 
une  courbe  tournant  pi.  fois  autour  du  point  («,  b).  Le  dévelop|)C- 
menl  de  c,  dans  le  voisinage  d'un  tel  point,  aura  l'une  des  trois 
formes  : 

(I)  u=^A^{z-a)9; 


V=:-l-oo 


(II)  v=^X,{z-ay, 

v  =  — n 

(III)  i>=  ^\,{z-ar. 


V=— c 


Dans  le  cas  (I),  on  dira  que  la  fonction  v  est  régulière  au  point 

Si  Aq  ^  .  . .  =  Aç_i  =  0,  Aq^  o,  le  point  («,  b)  est  dit  un  zéro 
d'ordre  q.  Dans  le  cas  (II),  le  point  (a,  b)  est  appelé  pôle  d'ordre 
n.  Dans  le  cas  (III),  c'est  un  point  singulier  isolé.  Le  résidu  sera 

pi.A_jj,,.  C'est  la  valeur  de  l'intégrale  — ^  /  v  dz,  prise  dans  le  sens 

positif  le  long  du  contour  du  domaine  du  point  (a,  b).  Un  zéro 
d'ordre  q  de  v  donne,  dans  la  dérivée  logarithmique,  un  résidu 
égal  à  +  ^.  Un  pôle  d'ordre  n  donne  un  résidu  égal  à  —  n. 

A  l'infini,  supposons  qu'on  ait  un  point  de  ramification  d'ordre 
[ji,  on  aura  l'un  des  trois  développements 

''""/        _^\ 

(I)  ,  =  '^[a,^z    (Ij, 

(II)  P=2  (Av^-~i^), 

(III)  P=2  v^^^  ^ 


V  —  —  - 


Dans  le  premier  cas,  la  fonction  v  est  régulière  au  point  à  l'in- 

fini;  si  le  développement  commence  par  un  terme  en  z  ^,  ce  point 
sera  dit  un  zéro  d'ordre  q.  Dans  le  deuxième  cas,  le  point  à  l'in- 
fini est  un  pôle  d'ordre  n  et,  dans  le  troisième  ras,  un  point  sin- 
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gulicr  isole.  Le  résidu  à  l'infini  sera  ( — aA^.jj.);  il  est  égal  à 
~~  f  V  dZj  l'intégrale  étant  prise  le  long  d'un  contour  ferme  limi- 
tant le  domaine  du  point  à  l'infini,  <ie  manière  à  avoir  le  domaine 
à  gauche.  Un  zéro  d'ordre  q  et  un  pùle  d'ordre  71  donneront  res- 
pectivement ^  et  ( — n)  pour  résidus  dans  la  dérivée  logarith- 
mique. Remarquons  que  la  fonction  peut  être  régulière  à  l'infini 
sans  que  le  résidu  soit  nul. 

Si  la  fonction  uniforme  i>  du  point  analjtique  (z,  u)  n'admet 
sur  toute  la  surface  T  qu'un  nombre  fini  de  points  singuliers,  la 
somme  des  résidus  de  cette  fonction  sur  toute  la  surface  de  Rie- 
mann  est  égale  à  zéro. 

Une  fonction  rationnelle  du  point  («,  u)  n'admet  que  des 
pôles,  comme  points  singuliers,  sur  toute  la  surface  de  Riemann. 
Réciproquement,  toute  fonction  uniforme  du  point  analytique 
(:;,  ;/),  qui,  sur  toute  la  surface  de  Riemann,  n'admet  comme 
points  singuliers  que  des  pôles,  est  une  fonction  rationnelle  de  z 
et  de  u.  Toute  fonction  uniforme  du  point  analytique  (5,  m)  peut 
être  mise  sous  la  forme 

Pfl,  P,,  . . .,  Pm-1  étant  des  fonctions  uniformes  de  z. 

Toute  fonctior)  uniforme  du  point  analytique  (z,  u)  qui  est  ré- 
gulière en  tous  les  points  de  la  surface  T  est  une  constante. 

Le  nombre  des  zéros  d'une  fonction  rationnelle  v  =  0(5,  u)  sur 
toute  la  surface  T  est  égal  au  nombre  des  pôles,  chacun  d'eux 
étant  compté  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  son  ordre. 

Si  N  est  le  nombre  des  infinis  de  f  sur  la  surface  de  Riemann, 
on  dira  que  la  fonction  p  est  d'ordre  N.  La  fonction  ç  =  o{z,  u) 
passe  N  fois,  et  N  fois  seulement,  par  toute  valeur  donnée  à  l'a- 
vance. 

Si  l'on  connaît  soit  les  pôles  de  la  fonction  rationnelle 
ç  =  cp(;,  m),  avec  les  parties  principales  correspondantes,  soit 
les  pôles  et  les  zéros,  qui  sont  en  nombre  égal,  cette  fonction  c 
sera  déterminée  à  une  constante  additive  près  dans  le  premier 
cas,  à  un  facteur  constant  près  dans  le  deuxième  cas. 

L'ordre  d'un  point  (a,  Ji)  est  égal  à  zéro  lorsque  ce  point  n'est, 
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pour  la  fonction  considérée,  ni  un  pôle,  ni  Vin  zéro.  Il  csl  égal 
à  +  /i  si  le  point  (a,  |!l)  est  un  zéro  d'ordre  /?,  à  —  n'  si  le  point 
est  un  pôle  d'ordre  n' .  La  somme  des  ordres  d'une  fonction  ra- 
tionnelle de  z  et  de  u  sur  toute  la  surface  de  Riemann  est  nulle. 
U ordre  total  est  égal  à  JN.  Le  nombre  des  points  d'intersection 
des  deux  courbes  F(5,  u)  =  o,  <I>(^,  u)  =  o,  confondus  au  point 
(a,  ^)  est  égal  à  l'ordre  du  zéro  de  la  fonction  ^{z,  u)  au  point 
analytique  (a,  P),  u  et  z  étant  supposés  vérifier  la  relation 
F(:;,  ii)  =  o.  Si  les  r  valeurs  u  qui  deviennent  égales  à  ^  pour 
^  =  a  se  partagent  en  /."  S}'stèmes  circulaires,  il  y  a,  sur  la  surface 
de  Riemann  correspondant  à  l'équation  F(^,  j^)  =  o,  A"  points 
analytiques  (a,  [i);  le  nombre  des  points  communs  aux  deux 
courbes  confondus  en  (a,  fB)  est  égal  à  la  somme  des  ordres  des 
zéros  de  ^{z,  u)  en  ces  A"  différents  points  analytiques  (a,  ^). 

Si  le  point  commun  aux  deux  courbes  considérées  est  à  l'in- 
fini, on  ne  peut  plus  appliquer  les  mêmes  règles.  L'emploi  des 
coordonnées  homogènes  permet  d'éviter  cette  difficulté.  Deux 
courbes  algébriques  d'ordres  m  et  n  ont  mn  points  communs. 

Revenons  aux  surfaces  de  Riemann  :  toute  surface  de  Riemann 
ayant  des  points  de  ramification  d'ordre  quelconque  peut  être 
considérée  comme  limite  d'une  surface  de  Riemann  n'ayant  que 
des  points  de  ramification  simples. 

Soit  ^{z,  u)  le  polynôme  le  plus  général  de  degré  m  en  u  :  il 
lui  correspondra  une  surface  de  Riemann  à  m  feuillets,  avec 
ni(i)i  —  i)  points  de  ramification  simples  :  supposons  maintenant 
que,  les  coefficients  de  ^  venant  à  varier,  5"  devienne  F,  et  que 
plusieurs  points  de  ramification  viennent  se  confondre.  Soit  D  le 
nombre  des  points  de  ramification  simples  qui  sont  venus  se  con- 
fondre en  un  point  z  =  b,  R  la  somme  des  ordres  des  points 
de  ramification  qui  sont  superposés  au  point  ^  =  6,  la  différence 
D  —  R  est  nulle  ou  égale  à  un  nombre  pair  positif. 

Si  ;■  est  le  nombre  de  feuillets  qui  appartiennent  à  un  même 
cycle,  la  somme  S(/-  —  i)  étendue  à  tous  les  points  de  ramification 
d'une  surface  de  Riemann  est  donc  an  nombre  pair. 

V.  Rappelons  qu'une  surface  est  dite  connexe  lorsqu'il  est 
possible   de    réunir  deux  points   quelconques  de  la  surface  par 
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un  Irait  continu  tracé  sur  la  surface.  On  dira  qu'une  surface  est 
simplement  connexe  lorsqu'il  sera  impossible  de  tracer  une  cou- 
pure sur  cette  surface  sans  la  morceler,  c'est-à-dire  sans  la  dé- 
com[)Oser  en  deux  morceaux  n'ayant  plus  entre  eux  aucune 
connexion.  Dans  le  cas  contraire,  la  surface  est  à  connexion  mul- 
tiple. Étant  données  p.  surfaces  simplement  connexes,  si  l'on 
trace,  dans  ce  système  de  surfaces,  v  coupures,  successivement, 
on  obtient  [x  -h  v  morceaux  simplement  connexes. 

S  étant  un  système  quelconque  de  surfaces,  si,  au  moyen  de  v 
coupures  successives,  on  décompose  ce  système  en  a  morceaux 
simplement  connexes,  la  différence  v  —  a  est  un  nombre  constant 
pour  ce  système  de  surfaces. 

Soit  S  une  surface  qu'on  peut  décomposer  en  a  morceaux  sim- 
plement connexes  au  moyen  de  v  coupures,  on  appelle  ordre  de 
connexion  de  cette  surface  le  nombre  N  =  v  —  a  -f-  2.  Pour  une 
surface  simplement  connexe  N  ^  1 .  Un  cylindre  ouvert  aux  deux 
bouts  est  une  surface  doublement  connexe.  Le  tore  est  triplement 
connexe.  Une  aire  plane  à  n  contours  est  une  surface  connexe 
d'ordre  n. 

L'ordre  déconnexion  d'une  surface  est  égal  au  nombre  maximum 
de  coupures  que  l'on  peut  tracer  sur  cette  surface  sans  la  morceler, 
augmenté  d'une  unité- 

L'ordre  de  connexion  d'une  surface  fermée  est  un  nombre  im- 
pair. La  limite  totale  d'une  surface  simplement  connexe  se  com- 
pose d'une  seule  courbe.  Si,  dans  un  système  de  surfaces  S,  on 
trace  une  coupure,  le  nombre  des  courbes  limites  augmente  ou 
diminue  d'une  unité. 

Soit  ]N  =  2/j)  -+-  I ,  l'ordre  de  connexion  d'une  surface  fermée. 
p  s'appelle  le  genre  de  la  surface.  La  sphère  est  de  genre  o,  le 
tore  de  genre  i.  Le  type  des  surfaces  fermées  de  genre/;  est  la 
sphère  solide,  avec/)  trous,  ou  le  système  de  p  anneaux  soudés 
l'un  à  l'autre,  formant  une  chaîne  non  fermée.  Pour  transformer 
une  telle  surface  en  une  surface  simplement  connexe,  il  faut  2/> 
coupures.  La  surface  de  Riemann  à  2  feuillets  et  à  2/9  -h  2  points 
de  ramification  est  de  genre  p. 

Si  T  est  une  surface  fermée  connexe,  de   genre  /:>,  imaginons 
qu'on  ait  décomposé  cette  surface  en  F  portions  simplement  con- 
nexes ;  on  aura  un  réseau  polygonal  ayant  F  faces,   S   sommets, 
BuU.  des  Sciences  niathém.,  ■>."  scrie,  t.  XVIII.  (Novembre  i^()'\.)  '^i 
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A  art-lcs.  Enlrc  ces  nombres  existe  la  relalion 
A  -  S  — F  ^9/-  — •>.. 

Soit  une  surface  de  Kiemann  à  ni  feuillets.  S(/- — i)  étant  la 

somme  des  ordres  de  tous  les  points  de  ramification  de  la  surface, 

on  a 

/?  —  ^  S  (  /•  —  I  )  —  »?  -+- 1 , 

p  désignant  le  genre. 

Remarquons  les  propriétés  suivantes  :  i"  toute  surface  dont  la 
limite  totale  peut  être  décrite  d'un  seul  Irait  continu  est  simple- 
ment connexe;  a"  étant  donnée  une  surface  à  connexion  multiple, 
limitée  par  une  seule  courbe,  on  peut  tracer  sur  cette  surface  une 
coupure  terminée  en  un  point  de  son  parcours  et  ne  morcelant 
pas  la  surface.  Cela  posé,  étant  donnée  une  surface  de  Riemann 
de  genre  p,  on  peut  la  transformer  en  une  surface  simplement 
connexe  au  mojen  de  ip  coupures  tracées  l'une  après  l'autre,  de 
manière  à  ne  pas  morceler  la  surface,  la  limite  finale  pouvant  être 
décrite  d'un  seul  Irait  continu. 

Soit  à  étudier  le  genre  d'une  équation  binôme  u'"  ^=^  )^.{z) ^ 
R(^)  étant  une  fonction  rationnelle.  Les  points  de  ramification 
de  la  surface  de  Riemann  correspondante  s'obtiennent  en  cher- 
chant les  pôles  ou  les  zéros  de  la  fonction  rationnelle  R(^)  dont 
l'ordre  n'est  pas  un  multiple  de  m.  a  étant  l'un  de  ces  points  (un 
zéro  par  exemple),  n  son  ordre,  dans  le  domaine  du  point  r/,  les 
m  valeurs  de  a  sont  représentées  par  la  formule 

P,(.;)   désignant   une    fonction    uniforme    dans    le    domaine    du 

point  a.  Soit  —  =  "->  5  et  r  étant  premiers  entre  eux,  et  m  =  rcn; 

on  a  y.  cycles  de  /•  feuillets  ayant  leurs  sommets  en  n;  cif,  . . .,  Oç 
étant  les  différents  points  de  ramification.  Posons 

m  1=  /'i  ai  =  .  .  .  =  r,/7.rf. 
p  étant  le  genre,  on  a 


[-'-|a 


^  ■?./} — ?.. 
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Les  surfaces  de  Riemann  qui  correspondent  à  une  équation  bi- 
nôme sont  régulières.  On  appelle  ainsi  les  surfaces  de  Uiemann 
telles  qu'en  chacun  des  points  de  ramification  les  m  feuillets 
de  la  surface  se  partagent  en  un  certain  nombre  de  cjcles  com- 
posés if  un  même  nombre  de  feuillets,  a^,  . . .,  ciq  étant  les  points 
de  ramification,  si  au  point  «/ les  m  feuillets  se  partagent  en  <xi 
cjcles  de  /v  feuillets,  (m  ::=  aj/-,)  le  genre  de  la  surface  est  encore 
donné  par  la  formule  précédente. 

L'équation 


[.-.-Ka] 


•i.p  —  -1 


n'admet  qu'un  nombre  limité  de  solutions  en  nombres  entiers. 
Un  nombre  fini  de  combinaisons  permet  de  trouver  les  surfaces  de 
Riemann  correspondantes.  Etant  donnée  une  solution  de  l'cqua- 
lion  précédente  en  nombres  entiers,  positifs,  on  peut  en  déduire 
les  équations  binômes  qui  y  correspondent. 

Toutes  les  équations  binômes  de  genre  o  se  ramènent  à  la  re- 
lation 

Celles  de  genre  i,  à  quatre  équations  distinctes  : 

«2=  (-:  —  «,)(-  —  «2J<'- —  «3)(-  — «i), 
u^={z  -  a^y-{z  —  a^y-iz  —  a^f, 
u*={z—  aiyUz  —  a-z^iz  —  a^^, 
u^'  =  (z  -  aifiz  —  a-iY'iz  —  tts)^. 

Les  autres  s'en  déduisent  par  une  substitution  linéaire  effectuée 
sur  z,  accompagnée  de  l'une  des  transformations 

u  ^=  Il  l\i(  z),  M  =  r^} 

u 

R,  (s)  étant  une  fonction  rationnelle  de  z. 

Arrivons  aux  intégrales  abéliennes  :  soient  F(^,  u)  =  o  une  rela- 
tion algébrique  irréductible,  de  degré  m  en  u,  T  la  surface  de 
Riemann  correspondante,  composée  de  m  feuillets,  cp(^,  u)  une 
fonction  rationnelle  de  :;  et  de  u,  l'intégrale 


/^  '."I 


'(=o."o» 
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est  dite  intégrale  abélienne  appartenant  à  l'rquution  b~  o.  Nous 
supposerons  qu'on  a  pris  pour  limite  inférieure  un  point  (z-i),  //„) 
de  la  surface  par  lequel  il  ne  passe  qu'un  feuillet,  et  pour  lequel 
<p(^,  II)  reste  finie. 

Une  inlégrale  abélienne  est  régulière  en  lous  les  poinls  de  la 
surface  T,  sauf  en  un  nombre  Jlni  de  points,  qui  sont  des  pôles, 
ou  des  points  singuliers  logarithmiques;  dans  le  domaine  d'un 
point  singulier,  (a,  [i),  elle  est  représentée  par  un  développemenl 
de  la  forme 

W  =        '^"         '         ^"-'         ,  ,      A.1 

{Z  —  OL}"^  ~^  (z  —  cn)"-^  ~^    "        z    -â 
-+-  UJ^(z  —  oL)'-^  Hy_H  I{,(^_a;-f-.  .  ., 

le  coefficient  H,  ou  les  coefficients  A  pouvant  êlre  nuls;  (z  —  y.) 

doit  être  remplacé  par  (c-  —  a)'^  si  le  point  analytique  (a,  |ii)  est 
un  point  de  ramification  d'ordre  [j.  —  i ,  et  ;:  —  x  par  -• 

On  obtient  toutes  les  déterminations  de  l'intégrale  en  un  point 
quelconque  (:;,  u)  de  la  surface,  en  ajoutant  à  l'une  d'elles  des 
multiples  quelconques  de  certaines  périodes,  en  nombre  fini. 

Les  périodes  sont  de  deux  sortes.  Les  unes  proviennent  des 
points  singuliers  logarithmiques.  Elles  peuvent  être  en  nombre 
quelconque,  mais  leur  somme  est  nulle;  ce  sont  les  périodes joo- 
laires.  Les  autres  proviennent  de  contours  fermés,  appelés  cycles; 
ce  soni  les  périodes  cycliques.  Elles  se  ramènent  à  ip  périodes 
distinctes;  mais  quelques-unes  de  ces  périodes  peuvent  être 
nulles.  Inversement,  toute  fonction  du  point  analytique  [z^  u) 
jouissant  des  propriétés  précédentes  est  une  intégrale  abélienne. 

On  distingue  trois  espèces  d'intégrales  abéliennes  :  i°  les  inté- 
grales de  première  espèce  restent  régulières  dans  le  domaine  de 
tout  point  de  la  surface  de  Riemann  ;  elles  ne  peuvent  devenir  in- 
finies que  par  l'addition  d'un  nombre  illimité  de  périodes.  Elles 
n'admettent  que  des  périodes  cycliques;  2°  les  intégrales  de 
deuxième  espèce  sont  régulières  en  tous  les  points  de  T,  sauf  en 
un  seul,  qu'elles  admettent  comme  pôle;  elles  n'ont  que  des  pé- 
riodes cycliques;  3°  les  intégrales  de  troisième  espèce  sont  régu- 
lières en  tous  les  points  de  T,  sauf  en  deux  (a,,  ji,),  (a^,  jjo) 
qu'elles  admettent  comme  poinls  singuliers  logarithmiques. 
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Dans  le  domaine  du  point  (a,,  |j|),  l'inlégralc  aura  un  dévc- 
loppenient  de  la  forme 

4:(--a,)-r-P(3-a,), 

P  élanl  une  l'oncLion  réj^ulière  au  point  (a,,  [i,)  et,   dans  le  do- 
maine du  point  (7.2,  jSo),  un  développement  de  la  forme 

Q  étant  une  fonction  régulière  au  point  (a^,  [io). 

Si  l'un  des  points  critiques  logarithmiques  vient  en  un  point 

1 
de  ramification  d'ordre  ui.,  z  —  a  devra  être  remplacé  par  (z-  —  a)^', 

et  ;  —  X  par  -•  Une  intégrale  de  troisième  espèce  admet  2p  pé- 
riodes cycliques,  et  une  période  polaire. 

Soit  iv  une  intégrale  de  première  espèce,  il  est  impossible  que 
les  parties  réelles  ou  les  parties  imaginaires  de  toutes  les  périodes 
soient  nulles  à  la  fois.  Enfin,  à  une  relation  algébrique  de  genre /> 
ne  peuvent  correspondre  plus  de  p  intégrales  linéairement  dis- 
tinctes de  première  espèce.  R.  Levavasselu. 


ARNOUX  (Gabriel).  —  Arithmétique  graphique;   les  espaces  arithmé- 
tiques HYPERMAGiQUES.  XXI11-175  p.  in-8".  Paris,  Gauthier- Villars,  1894. 

M.  Arnoux,  ancien  officier  de  marine,  se  donne  comme  beau- 
coup moins  mathématicien  que  philosophe;  il  a  appliqué,  nous 
dit-il,  aux  questions  de  magie  numérique  et  littérale,  le  procédé 
d'observation  des  faits,  avec  simple  réfiexion  sur  leur  raison  d'être 
de  telle  ou  telle  façon;  d'autre  part,  il  s'est  abstenu  systématique- 
ment, au  moins  avant  de  s'être  formé  une  théorie,  de  l'étude  des 
travaux  antérieurs. 

Que,  par  ce  moyen,  il  soit  parvenu  à  une  idée  originale  et  fé- 
conde, il  j  a  là  avant  tout  une  preuve  de  ses  capacités  intellec- 
tuelles, mais  beaucoup  moins,  comme  il  semble  le  croire,  une  ré- 
vélation des  limites  de  l'Analyse  mathématique;  il  est  bien  connu, 
en  effet,  de  tous  ceux  qui  la  pratiquent,  que  les  algorillimes,  no- 
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talions  et  ronmiles  ne  servent  qu'à  dispenser  le  plus  possible  du 
raisonnement  abstrait,  en  le  remplaçant  par  des  opérations  à  effec- 
tuer machinalement;  grâce  à  leur  emploi,  des  intelligences 
moyennes  ou  même  médiocres  peuvent  arriver  à  résoudre  aisé- 
ment les  problèmes  du  genre  de  ceux  pour  lesquels  tel  algorithme 
aura  été  particulièrement  combiné.  C'est  là  le  grand  |)oint;  en 
revanche,  on  peut  malheureusement  abuser  de  l'Analvse,  en  appli- 
quant à  telle  question  tel  procédé  qui  s'y  prête  mal,  au  lieu  de 
celui  qui  serait  le  plus  simple  et  le  plus  naturel;  enfin,  pour  le 
don  d'invention  lui-même,  il  n'y  a  aucun  moyen  d'y  suppléer, 
mais  quel  est  le  mathématicien  qui  l'ignore? 

Quant  à  l'étude  des  travaux  antérieurs,  encore  faul-il  êlre  sêir 
de  ne  pas  retomber  sur  ce  qui  a  déjà  été  trouvé;  d'ailleurs,  s'il 
faut  se  garder  de  vouloir  exclusivement  les  continuer  dans  le  même 
sens,  ils  peuvent  suggérer  utilement  des  idées  neuves.  II  est  parti- 
culièrement curieux  que  le  procédé  de  construction  donné  par 
M.  Arnoux  pour  les  carrés  hypermagiques  de  côté  premier,  est 
simplement  une  généralisation  de  la  métJiode  de  Moschopoulos  (') 
pour  les  carrés  impairs,  et  l'étonnant  est  que  cette  généralisation, 
tout  à  fait  indiquée,  n'ait  pas  été  effectuée  depuis  longtemps. 

En  tout  cas,  l'Ouvrage  de  M.  Arnoux  n'en  réalise  pas  moins 
de  sérieux  progrès,  et  le  concours  que  M.  Laisant  lui  a  prêté  pour 
le  développement  de  certaines  théories  est  une  garantie  qu'il 
s'agit  d'un  travail  susceptible  d'intéresser  même  les  mathémati- 
ciens que  la  question  des  carrés  magiques  en  elle-même  laisserait 
indifférents. 

Je  me  bornerai  à  exposer  certaines  définitions  indispensables 
pour  comprendre  quel  est,  au  juste,  l'objet  du  Livre  et  pour 
donner  une  idée  de  la  méthode  qui  y  est  suivie. 

Si,  sur  les  cases  d'un  échiquier  de  côté  m^  on  dispose  arbitraire- 
ment les  m-  nombres  :  o,  i ,  2,  .  .  . ,  m-  —  ?.,  m-  —  \  ;  qu'on  sup- 
pose cet  échiquier  indéfiniment  prolongé  dans  tous  les  sens  et  qu'on 
répète  sans  fin  dans  leur  ordre,  sur  chaque  ligne  et  chaque  colonne, 
les  nombres  qui  s'y  trouvent  déjà  inscrits;  si,  maintenant,  partant 
d'une  case  quelconque,  on  fait  un  pas  ax  +  by  (valant  a  cases 


(')  Qui  vivait  non  pas  en    420   de    l'ère    chrétienne,    comme  le    dit  M.  Arnoux 
d'après  Bossut,  mais  dans  la  première  moitié  du  xiV  siècle. 
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dans  le  sens  des  lignes,  b  cases  dans  le  sens  des  colonnes),  il  esl 
aisé  de  voir  qu'au  bout  de  ni  pas  semblables,  après  avoir  rencontré 
une  suite  déterminée  de  résidus  par  rapport  à  m-  (le  nombre  des 
résidus  distincts  peut  d'ailleurs  être  soit  ni^  cas  d'une  marche 
parfaite,  soit  un  sous-multiple  de  m,  marche  imparfaite)^  on 
retombera  sur  le  nombre  d'où  l'on  est  parti,  et  d'autre  part,  on 
pourra  représenter  cette  lîiarche  de  m  pas  sur  l'échiquier  primor- 
dial sans  sortir  de  celui-ci.  En  ce  sens,  cet  échiquier  est  appelé 
par  M,  ArnouK  espace  arithmétique  modulaire  (par  rapport 
à  m)  à  deux  dimensions.  11  est  facile  de  généraliser  cette  notion 
pour  un  nombre  quelconque  de  dimensions  et  l'on  aperçoit  sans 
peine  les  rapports  qu'elle  soutient  avec  la  théorie  des  congruences. 

On  reconnaît  ainsi,  par  exemple,  que  l'on  n'altère  pas  une 
marche  ax  +  hy^  en  substituant  à  a  el  b  leurs  résidus  par  rap- 
port à  m;  que,  d'un  autre  côté,  toute  marche  l:ax  -\-  kby^  sup- 
posée parfaite,  donnera,  dans  un  autre  ordre,  les  mêmes  cases 
que  la  marche  ax  +  by\  à  ce  point  de  vue,  il  n'y  aura  sur  l'échi- 
quier que  m(/77-f-i)  marches  réellement  différentes,  et  elles  se 
grouperont  en  m  -h  i  directions  ax  -\-  hy  distinctes,  comprenant 
chacune  m  lignes  ou  marches  parallèles. 

Si,  pour  chaque  ligne  d'une  direction  parfaite,  la  somme  des 

m  nombres  distincts  est  égale  a ,  la  direction  est 

dite  magique,  et  si,  eu  égard  à  la  valeur  du  module,  le  carré  com- 
prend le  plus  grand  nombre  possible  de  directions  magiques,  il 
est  dit  hyper  magique. 

Dans  les  carrés  magiques  ordinaires,  les  directions  des  lignes 
et  des  colonnes  sont  seules  magiques;  les  lignes  des  diagonales 
doivent  bien  donner  la  même  somme,  mais  leurs  directions  ne 
sont  pas  nécessairement  magiques. 

Dans  le  cas  où  les  directions  des  diagonales  sont  magiques,  on 
a  les  carrés  définis  comme  diaboliques  par  Ed.  Lucas,  c'est-à-dire 
ceux  qui  restent  magiques  quand,  après  avoir  coupé  le  carré  par 
une  parallèle  aux  x  ou  aux  j^,  on  permute  les  deux  parties. 

Dans  le  cas  d'un  module  premier,  il  est  aisé  de  construire  des 
carrés  ayant  jusqu'à  m —  i  directions  magiques,  dont  deux  seule- 
ment, par  suite,  ne  sont  pas  magiques. 

Dans  le    cas   d'un   module  composé,  le  nombre  des  directions 
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magiques  possibles  se  réduit,  parce  que  les  coefficienls  a  ei  L 
doivent  être  l'un  et  l'autre  premiers  avec  m.  La  théorie  devient 
dès  lors  plus  complexe. 

Si  on  ne  peut  la  considérer  comme  entièrement  achevée,  elle 
n'en  a  pas  moins  été  singulièrement  avancée  par  M.  Arnoux; 
mais  on  remarquera  qu'en  fait,  si  l'hypermagie  des  carrés  paraît 
tout  d'abord  une  complication  de  la  magie  simple,  par  suite  de 
l'addition  de  nouvelles  conditions,  le  problème  est  en  réalité  faci- 
lité, puisque  c'est  l'indétermination  même  qui,  dans  le  cas  général, 
crée  le  grand  embarras. 

Se  proposer  de  construire  un  carré  magique  différent  de  ceux 
que  l'on  connaît  déjà  est  au  reste  une  occupation  qui,  je  l'avoue, 
ne  me  séduit  point  personnellement,  mais,  un  carré  magique  con- 
struit étant  donné,  retrouver  une  marche  rationnelle  j  conduisant, 
c'est  là,  il  me  semble,  un  problème  dont  la  difficulté  ne  laisse  pas 
que  d'être  quelque  peu  agaçante.  Or,  non  seulement  il  n'y  a  pas 
de  méthode  générale,  mais  on  connaît  des  carrés  jusqu'à  présent 
réfractaires  à  toute  analyse.  M.  Arnoux  a  donné  des  procédés 
(par  des  abaques)  très  ingénieux  et  très  pratiques  pour  l'étude 
des  carrés  donnés,  mais  ils  ne  sont  guère  applicables  en  fait 
qu'aux  carrés  plus  ou  moins  hypermagiques.        Paul  TajXaeiiy. 
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.1.  iiE  SEGUIER.  —  Sur  dkux  koumuliùs  fondamiîntaliîs  dans  i.a  tiiiîoiue 

DES    FOIIMES    QUADRATIQUES    ET    DE    LA    MULTIPLICATION    COMPLEXE    d'APRÈS 

Kronecker.  Paris,  Gauthicr-Villars. 

L'auteur  commenle  la  partie  arithmétique  du  Zur  Théorie  der 
elliptischen  Fanctionen  de  Kronecker.  Les  recherches  de  Kro- 
necker  et  les  siennes  propres  sont  groupées  autour  des  deux  for- 
mules suivantes  de  l'illustre  savant 


(■^ 


:^^?  Zd\     k     /  A-'+P 

:1  A  =  l 


bran  -f-  cii'^y^Ç'' 


(0 


Di  et  D2  sont  des  discriminants;  DiD2=D  =  DoQ2,  D  étant  le. 
discriminant  de  la  forme  (a,  b,  c)  et  Dq  le  discriminant  fonda- 
mental correspondant  (  '  )  ;  a  est  premier  à  2  D,  6,  c  divisibles  par 
tous  les  facteurs  premiers  de  Q; 

\    s'étend  à  un  système  de  représentants  {a,  6,  c)  des  classes  pri- 

rt,  b,c 

mitives,  choisies   de  manière   à  satisfaire  aux  conditions  prcc-é- 
dentes. 


//j,  n  =  o,  ir  I, 


co,   sauf  /«  =  «  =  o,    si    D  <  o,    avec 


ia  —  -^  b^  —-y  «  >  o,  si  D  >  o,  (  T,  U)  étant  la  plus  petite  solu- 

n  V 

tion  positive  de  l'équation  de  Pell  f^ —  D  a- =  4; 
X  =  •!  pour  D  <  —  ^,  -ï  =  i  pour  D  =  —  4,  "  =  6  pour  D  —  —  3; 
T  —  I  pour  D  >  o; 


n 

C)  D  =  b^ —  t\ac  et  Q'  est  le  plus  grand  diviseur  carré  de   D  tel    que  -r-  soit 
encore  un  discriiTiiiiant. 
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(•i) 


lim  1-::^  -I-  J-  y  - ^ 1 

(y  =0  I  pJ D        '■^■^  ■*"  {(lin'-  -f-  binii  —  cn'-y-^^ 

o,  i,  c  sont  quelconques,  réels  ou  complexes;  D  =  h''-  —  ^ac;  la  parlie 


réelle 
live; 


de 


t/^D 


V/-D 


xy 


V/— D 


9.  c 

n=  -y: 


(O2 


j'^  est  une  forme  posi- 


tV—  L) 


r,(co): 


-n( 


eïniTM^_ 


Chacune  des  deux  premières  Parties  est  consacrée  à  une  de  ces 
deux  formules,  et  la  troisième  à  leur  application  combinée. 

Dans  la  première  Parlie,  où  se  trouve  reprise  presque  en  entier 
la  théorie  des  formes  cpiadraliques,  on  remarquera  en  particulier 
l'évaluation  achevée  des  sommes  de  Gauss  dans  le  cas  général,  la 
formule  de  réciprocité  pour  deux  nombres  quelconques,  positifs 
ou  négatifs,  l'expression  unique  du  nombre  K(Dn)  des  classes  de 
discriminant  fondamental  Do 


K(Do)=— , ^TT^    y 

^    "•'  logE(Do)   ^ 

u(v/d;), 


loi 


E(Do)  = 

(v/n;)  = 


lv/t)o| 


Do>o, 
Do<o, 


enfin  le  théorème  suivant  relatif  à  un  groupe  de  ciasses  primitives 
introduit  par  Gauss  : 

S^^d  étant  le  groupe  des  classes  primitives  de  discriminant 
D  ^  D'r/-  (D'étant  un  discriminant)  qui,  composés  avec  une 
classe  quelconque  de  diviseur  d  et  de  discriminant  D,  conduisent 
à  une  même  classe  de  diviseur  d  et  de  discriminant  D,  tout  carac- 
tère appartenant  à  D  et  à  D'  a  la  valeur  +  1  dans  toutes  les  classes 
de  Adi  et  tout  caractère  appartenant  à  D,  mais  n'appartenant  plus 
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i\  D',  prend  clans  les  classes  de  sld  autant  de  fois  la  valeur  +  i 
que  la  valeur  —  i;  si  d  est  quelconque,  il  faut  supposer  D<o 
ou  Doj;^  o  (mod  i6);  si  d  est  impair,  D  peut  être  quelconque. 

L'établissement  rigoureux  de  la  seconde  formule  a  nécessite  une 
étude  soigneuse  de  l'intégrabilité  et  de  la  continuité  de  certaines 
séries  à  un  ou  deux  indices  sur  laquelle  Kronecker  ne  s'était  pas 
arrêté. 

Les  résultats  de  la  troisième  Partie  paraissent  nouveaux  et  inté- 
ressants. L'auteur,  poursuivant  les  recherches  de  Kronecker  et  de 
M.  Weber,  obtient,  pour  le  cas  d'un  discriminant  quelconque, 
l'expression  des  normes  partielles  de  certaines  fonctions  modu- 
laires à  modules  singuliers  par  les  solutions  de  l'équation  de  Pell. 
Ainsi,  en  désignant  par  q  un  nombre  premier  et  en  supposant 
que  (.1)  parcourt  les  racines  d'un  système  de  formes  quadi'atiques 
représentantes  d'un  genre  f|uelconque  de  discriminant  D,  le  pro- 
duit 

nAlZ 
T,(W) 

w 

se  trouve  exprimé  par  un  produit  d  unités  fondamentales  E(D,), 
D,   ajant  le  même  sens  que  dans  la  formule  (i). 

Kronecker  n'avait  obtenu  -ce  résultat  que  pour  Q  :^  i  et 
AL  Weber  que  pour  Q  =  2. 
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MELANGES. 


RAPPORT   SUR   LES   PROGRÈS   DE   LA  THÉORIE   DES   INVARIANTS 
PROJECTIFS; 

Par    m.    Kh.   MRVIiR   (di;    C  i.austii  al). 


Traduction  annotée  par  H.  FKHI?. 

(  Suite.) 


PREMIÈRE  PARTIE. 

LK    PROBLÈME    DE    L'ÉQUIVALENCE. 


A.  —  Équivalence  des  formes  quadratiques  et  bilinéaires. 

Dans  ce  paragraphe,  nous  nous  occuperons  des  transformations 
linéaires  des  formes  quadratiques  et  bilinéaires;  de  plus  nous 
traiterons  encore,  pour  ces  dernières,  des  transformations  indé- 
pendantes effectuées  sur  les  deux  séries  de  variables.  Ces  formes 
se  distinguent  des  autres  en  ce  que  deux  tjpes  de  même  espèce 
peuvent  toujours  être  transformés  linéairement  l'un  dans  l'autre. 

Le  problème,  si  important  par  ses  applications,  qui  consiste  à 
représenter  une  ou,  simultanément,  deux  formes  quadratiques  en 
une  somme  d'un  nombre  le  plus  petit  possible  de  carrés  d'expres- 
sions linéaires,  a  déjà  été  examiné  par  Lagrange,  Cauchv,  Gauss, 
Jacobi,  Plûcker,  Hesse  et  autres  ('). 

En   i858  (-),  Weierstrass  a  montré  comment  il  y  avait  lieu  de 


(')  Consulter  le  traité  de  Baltzer  :  Deterniinanten  (traduction  française  par 
Houël).  Voir,  par  exemple,  les  applications  au  problème  des  oscillations  dans  le 
Mémoire  de  Pockels,  Ueber  die  partielle  Differentialgleichung  àu  +  k'u  =  o, 
Leipzig,  p.  44-5o;  1891,  ainsi  que  dans  celui  de  Routh,  Dynamics  of  a  System  of 
rigid  bodies,  Part  VII;  1890. 

(^)  Berliner  Bcr.,  p.  207-220;  i858. 
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nioflKicr  les  formules  de  Cauchv  el  Jaeobi  relatives  à  la  rc'fluclion 
siinuUanée  de  deux  formes  quadratiques,  lorsque  le  nombre  des 
carres  est  inféi'ieur  à  celui  des  variables,  c'est-à-dire  lorsque  les 
racines  de  l'équation  caractéristique  ne  sont  pas  toutes  différentes 
entre  elles.  L'auteur  examine  en  particulier  la  transformation 
réelle  de  formes  réelles. 

Quant  aux  faisceaux  de  transformations  d'une  forme  quadra- 
tique en  elle-même,  étudiés  par  Cajlej  et  Hermite,  nous  avons 
déjà  eu  l'occasion  d'en  faire  mention  (p.  186-18'-). 

Les  recherches  sur  les  transformations  des  fonctions  6  ont  con- 
duit Weierslrass  au  problème  algébrique  dans  lequel  on  se  pro- 
pose de  ramener  une  forme  bilinéaire  de  in  variables  à  la  forme 
canoni([ue  d'une  certaine  somme  de  produits.  Kronecker  reconnut 
en  1866  (')  que,  si  le  déterminant  de  la  forme  est  diff'érent  de 
zéro,  cette  réduction  peut  être  effectuée  après  résolution  d'une 
résolvante  caractéristique  de  /i"'^™^  degré  (à  racines  inégales).  Il 
montra  en  même  temps  comment  on  peut  ramener  à  ce  cas  le 
problème  plus  général  de  la  transformation  en  elle-même  d'une 
forme  bilinéaire  à  l'aide  des  mêmes  substitutions  appliquées  aux 
deux  séries  de  variables. 

L'année  suivante  Christoff'el  (-)  confirma  ces  résultats  par  la 
méthode  d'Aronhold  et  établit  le  théorème  important  à  savoir 
que  le  nombre  de  paramètres  arbitraires  contenus  dans  les  coeffi- 
cients de  la  substitution  coïncide  avec  celui  des  invariants  absolus 
de  la  forme. 

Dans  son  Mémoire  de  1868,  Weierstrass  (')  étudie,  à  un  point 
de  vue  tout  à  fait  général,  le  problème  de  l'équivalence  de  deux 
faisceaux  de  formes  respectivement  quadratiques  ou  bilinéaires. 


(')  Journ.  fur  Math.,  LXVIII,  p.  273-285  ou  Berl.  Ber.,  octobre  1866.  Con- 
sulter dans  Clebsch-Gordan  :  Abel'sche  Funktionen  (Leipzig,  1866),  le  cliapitre 
sur  les  transformations  linéaires  des  fonctions  6.  Frobenius  a  étendu  la  trans- 
formation de  l'Cronecker  aux  fonctions  6  à  plusieurs  variables  {Journ.  fiir 
Math.,  XCV,  p.  264  et  suivantes).  Voir  aussi  Weber,  Annali  di  Mat.,  (2),  IX, 
p.  126  et  suiv.;  1880,  et  Wiltheiss,  Math.  Ann.,  t.  XXVI,   p.  127  et  suiv.  ;  1886. 

(')  Journ.  fiir  Math.,  LXVIII,  p.  253-272. 

(')  Berl.  Ber.,  p.  3io-338;  i868. 

Voir  au  sujet  de  ce  problème  :  Stickelberger,  Dissert.,  Berlin,  1874;  Maurer, 
Dissert.,  Strassbourg,  1887;  Ed.  Weyr,  Wiener  Monatshefte,  t.  I;  1890.  Ce  der- 
nier prend  comme  base  la  théorie  des  matrices  d'après  Cayiey. 
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L'inlroduclion  des  diviseurs  élémentaires  (')  lui  pernicl  de  pré- 
senler  les  résultais  sous  une  forme  très  simple. 

Comme  crileriuin  de  la  transformabililé  de  deux  faisceaux 
/h-  ).'j  et  F  +  À<I>,  l'un  dans  l'autre,  il  résulte  que  les  délermi-^ 
liants  doivent  admettre  les  mêmes  diviseurs  élémentaires. 

Un  diviseur  élémentaire  est  un  invariant  irrationnel  du  faisceau; 
cependant  Kronecker  (  =  )  a  donné  (1874)  à  ce  critérium  une  forme 
rationnelle  en  ren)plaçant  les  diviseurs  élémenlaires  par  le  plus 
j^rand  commun  diviseur  de  tous  les  mineurs  d'un  même  ordre. 

Afin  de  |)ouvoir  comparer,  au  j)oint  de  vue  de  l'équivalence, 
les  deux  faisceaux  de  formes,  Weierstrass  introduit  (p.  ^19)  cer- 
taines formes  canoniques  appropriées,  dont  les  nouvelles  variables 
dépendent  uniquement  des  diviseurs  élémentaires.  Cette  notion 
de  formes  canoniques  qui,  à  première  vue,  peut  paraître  arbi- 
traire (^),  dépend  ainsi  du  problème  général  de  l'équivalence  (*) 
et  reçoit  de  cette  façon  un  caractère  bien  défini. 

La  seule   restriction    que    fait  Weierstrass  est   l'hypothèse  de 


(  '  )  On  retrouve  celte  notion  dans  les  travaux  de  Sylvester  ;  voir  plus  haut  p.  i85. 
Récemment  Frobenius  a  appliqué  la  mélhode  des  diviseurs  élémenlaires  à  l'équi- 
valence de  deux  formes  binaires  biquadratiques  et  à  celle  de  deux  formes 
binaires  doublement  biquadratiques  {Journ.  fiir  Math.,X..  CVI,  p.  j25-i88,  §§4, 
5,  14;  1890). 

L'équivalence  de  deux  formes  binaires  biquadratiques  a  été  étudiée  directe- 
ment par  Klein  à  l'aide  d'invariants  irrationnels  (Kleix-Fricke,  Moclulfunktiu- 
nen.  Leipzig,  §§  4,  5,  6;  1890). 

Segre  a  examiné  la  transformation  linéaire  simultanée  de  deux  formes  bili- 
néaires  en  leurs  réciproques  (Batt.  G.,  t.  XXII,  p.  ag-SS;  1884 ). 

Aux  recherches  de  Weierstrass  et  de  Kronecker  vient  se  rattacher  un  ^Mémoire 
de  Study  {Wiener  Monatshefte.  t.  II,  p.  i-32,  1891)  dans  lequel  l'auteur  formule, 
pour  les  formes  bilinéaires,  certaines  propriétés  qui  proviennent  de  la  théorie  des 
séries  récurrentes. 

Dans  les  Comptes  rendus  de  1S84  (  t-  XCVIII),  Poincaré  (p.  344-302)  et  Picard 
(p.  416-417)  ont  considéré,  pour  la  transformation  en  elle-même  d'une  forme 
bilinéaire  à  deux  séries  de  trois  variables  homogènes,  le  cas  où  les  variables  et 
les  coefficients  correspondants  sont  des  quantités  complexes. 

Mentionnons  encore  la  Dissertation  (Berlin,  1872)  de  Killing  qui  a  appliqué  les 
diviseurs  élémentaires  à  la  discussion  de  l'intersection  de  deux  surfaces  du  second 
degré. 

(^)  Berl.  Ber.,  p.  60;  1874. 

(^)  Voir  k  ce  sujet  la  remarque  de  Kronecker.  ^e/7.  ^e/*.,  p.  72;  1874. 

(^)  Il  est  vrai  que  jusqu'ici,  pour  les  formes  d'un  ordre  supérieur,  on  a  surtout 
employé  le  procédé  inverse.  Cf.  Sylvester,  Cambr.  and  Dublin  Math.  J.,  t.  VI, 
p.  193. 


MÉLANGES.  '^" 

l'existence  des  clivlseurs  élémentaires,  c'est-à-dire  qu'U  suppose 
que  le  déterminant  du  (aisceau  n'est  pas  identiquement  nul  1  our 
ce  dernier  cas,  Kroneeker  a  immédiatement  (^  élabh  une  forme 
canonique  en  répartissant  les  variables  en  deux  groupes.  De  plus 
il  montre  que  le  procédé  de  Weierstrass  est  réversible  pour  le  es 
des   faisceaux    quadrat.ques   contenant   au  moms  une  forme    de 

signe  invariable.  .  i        i  ^- 

Six  ans  plus  tard  (1874),  Kroneeker  (^)  réun.l  ses  recherches 
en  un  exposé  général  comprenant  tous  les  faisceaux  de  formes 
/•-f-  l'j,  tant  quadratiques  que  bilinéaires. 

Si  de  ceue  façon  la  méAode  à  l'aide  du  plus  grand  comnu.u 
diviseur  |U-ésenle  une  grande  imponanee  (Kroneeker  appu.e  loul 
parliculiLement  (')  sur  les  avan.ages  de  ce  procède  arulune.qe 
pour  nxer  les  invarianu,  en  Topposan.  à  la  méthode  latérale  o  d  - 
Lire),  un  examen  plus  approfondi  montre  pourtant  que  legal.te 
de  ces  invariants  ne  suflit  pas  dans  tous  les  cas  eo".me  cnter.nm 
de  l'équivalence.  C'est  ce  que  fournil  seulement  la  not.on  fond  - 
mentale   des  faisceaux    élémentaires,    à  savoir   ceux   dont   le 
déterminant  est,  ou  une  puissance  entière  d'une  -P-ssion  - 
néaire,  ou  une  quantité  identiquement  nulle.  Un  fa.sceau  quel- 
êonqu     peut  toujours  être   représenté   d'une    seule  manrcre    a 
l'aide  d'!.n  ensemble  de    faisceaux  élémentatres;    ces  dern.ers 
(ainsi  que  leur  nombre)  se  présentent  comme  les  véritables  ,nva- 
riaiîts  de  l'équivalence. 

La  réduction  d'un  faisceau  à  ses  parties  élémentaires  exigeai 
nue  extension  de  la  méthode  de  1868;  on  jest  parvenu  en    aisant 
iisparaitre  les  variables,  non  successivement  l'une  ap-s  1 -^« 

1-        '     T       i.;\     mnU   nar   o^roupe  en  introduisant  des 
(comme  d  après  Jacobi),   mais  pai    j,iuupc 

variables  canoniques.  „    o    r^    t      i       /4\pIî»;» 

Dans  un  travail  publié  en  décembre  ,8,3,  C.  Jordan  (-)  eta  t 

parvenu  à  d'autres  résultats  :  il  s'ensuivit  une  polémique  entre 


(•)  Berl.  Ber.,  p.  339-346;  1868. 

e-)  Berl.  Ber.,  p.  59-76;  P-  i^9-56;  p-  206-.32;  187^. 

(3)  Loc.  cit.,  p.  60.  Kroneeker  {Berl.  Ber.,  p.  7»" 

(0  Coviptes  rendus,  décembre  1873  La  ^°^"=/'^/^^^       .     ^         ^^  l,o«.///c 
^6;  x874)  fut  suivie  de  deux  Comaumical.ons  de   •'«^^^^  -/jf  "  ^„^,  de  Ivro- 
2      t   XI\,  p.  35-54,  et  Comptes  rendus,  mars  1874.  Vov   la  réponse 
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railleur  cl  K-fonccker  qui  avait  soumis  ce  Iravail  à  une  cnliquc 
serrée. 

Il  ressort  des  belles  recherches  de  Rronecker  que,  par  un  grou- 
pement convenable  des  variables,  la  méthode  de  réduction  de 
Weierstrass  reste  encore  valable  ('  )  dans  le  cas  où  le  déterminant 
du  faisceau  est  identiquement  nul,  tandis  que  cette  extension  ne 
peut  se  faire,  dans  la  méthode  de  Jacobi,  (juc  pour  les  formes 
symétriques  et  alternées  (bilinéaires). 

Après  avoir  établi  par  là  une  théorie  tout  à  fait  générale 
des  transformations  indépendantes  [incongrues)  des  formes  et 
faisceaux  de  formes  bilinéaires,  Kronecker  reprend  {^)  son 
ancien  problème  (de  1866)  de  la  transformation  d'une  forme  bi- 
linéaire  en  elle-même  à  l'aide  de  substitutions  identiques  [con- 
grues) effectuées  sur  les  deux  séries  de  variables.  Ici  encore, 
l'auteur  résout  la  difficulté  que  présente  le  cas  du  déterminant 
identiquement  nul,  en  introduisant  (p.  4'o)  cfuatre  types  réduits. 
Il  définit  encore  les  systèmes  invariants  de  la  transformation  en 
prenant  pour  base  la  notion  du  plus  grand  commun  diviseur  {^). 
C'est  dans  ce  même  esprit  que  l'auteur  a  récemment  (')  complété 
ses  recherches  (1889  ^^  '^Q^)- 

Un  rapprochement  entre  la  méthode  de  la  théorie  des  formes  et 
la  méthode  arithmétique  semblait  dès  lors  désirable.  Un  premier 
pas  dans  ce  sens  a  été  fait  par  Rosenow  (*)  (1890).  Il  établit  pour 
les  formes  bilinéaires  de  deux  séries  de  trois  variables,  les  inva- 
riants de  Kronecker  —  qui,  abstraction  faite  du  déterminant,  sont 


necker  dans  les  Comptes  rendus,  l'è"/^,  p.  1181,  et  un  examen  détaillé  dans  les 
Berl.  Ber.^  p.  JoG-aSa.  Jordan  donna  une  réponse  définitive  dans  les  Comptes 
rendus,  p.  1768.  Son  Mémoire  sur  les  formes  quadratiques  dans  le  Journ.  de 
Liouville  (2),  t.  XIX,  p.  397-422,  est  correct. 

(')  Loc.  cit.,  p.  i56,  211,  212.  Pour  la  transformation  de  Jacobi,  consulter  le 
Journ.  fiir  Math.,  t.  LUI,  p.  265-270. 

{')  Berl.  Ber.,  p.  897-447;  1874. 

(')  Loc.  cit.,  p.  435-438. 

(*)  Berl.  Ber.,  p.  1225-1237,  i375-i388;  1889;  p.  9-17,  34-:i4;  1890;  p.  9-17,  33-44; 
1891. 

(')  Journal  fàr  Math.,  CVIII,  p.  1-24;  Programm  der  4-  hôheren  Biirger- 
schule  zu  Berlin,  Pâques  1891  et  Pâques  1892. 

L'extension  aux  formes  de  n  variables  exigerait  la  connaissance  des  systèmes 
invariants  algébriques  correspondants.  Ces  derniers  ne  sont  connus  que  d'une 
façon  incomplète.  Cf  Mkhtkns,  Krak.  Denkschr.,  X.  XII;  i885,  1886. 
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caraclc^risés  par  des  nombres  en  tiers  —  et,  d'après  cela,  il  réparlil 
les  formes  en  diverses  classes. 

Si  nous  revenons  à  l'année  i8'^4i  nous  devons  encore  citer  le 
beau  Mémoire  de  Darboux  ('),  où  les  théorèmes  de  Weierstrass 
et  de  Kronecker  se  trouvent  exposés  d'une  façon  élégante  dans 
toute  leur  généralité.  Comme  moyen  auxiliaire,  l'auteur  introduit 
plusieurs  séries  de  quantités  arbitraires  en  bordant  le  déterminant 
du  système.  Lorsque  le  déterminant  primitif  passe  par  la  valeur 
zéro,  la  série  des  déterminants  se  comporte  comme  la  suite  de 
Sturm  au  passage  d'une  racine  d'une  équation  algébrique. 

Dans  ce  qui  va  suivre  (-),  nous  nous  occuperons  principale- 
ment de  la  transformation  en  elle-même  d'une  forme  respective- 
ment quadratique  ou  bilinéaire. 

Jusqu'ici  on  avait  surtout  en  vue  la  détermination  de  substitu- 
tions telles  qu'une  forme  donnée  admette  certaines  tranformations 
assignées  à  l'avance.  La  question  prit  une  nouvelle  direction.  On 
se  proposa  inversement  de  déterminer,  dans  le  groupe  général  des 
substitutions,  le  sous-groupe  permettant  de  transformer  une  forme 
quadratique  (bilinéaire)  en  elle-même.  Les  formes  mêmes  passent 
à  l'arrière-plan,  tandis  que  le  principal  intérêt  se  concentre  sur 
la  structure  du  groupe  des  substitutions.  Malheureusement,  ce 
principe  si  fécond  n'a  encore  pu  s'enraciner  qu'en  des  points 
isolés  (•■')  de  la  théorie  des  formes. 

Rosanes  ('')  fut  le  premier  (1875)  qui  adopta  cette  nouvelle 
voie.   Il  montra,   en  se  limitant  aux  formes  quadratiques,   qu'à 


(')  Journal  de  Liouville,  (2),  XIX,  p.  347-396. 

La  méthode  de  M.  Darboux  a  servi  de  base  à  un  Mémoire  récent  de  Sauvage  : 
Sur  les  diviseurs  élémentaires  et  ses  applications  {Ann.  Éc.  Norm.,  1891).  La 
notion  de  diviseur  élémentaire  s'y  trouve  exposée  avec  beaucoup  de  clarté.  Par 
l'emploi  de  la  suite  de  Darboux,  l'auteur  se  trouve  conduit  directement  aux 
formes  canoniques  de  Weierstrass,  ce  qui  fait  complètement  disparaître  le  carac- 
tère arbitraire  qu'on  pourrait  leur  attribuer.  —  Voir  aussi  les  Mémoires  de  Sau- 
vage dans  les  Ann.  de  l'Éc.  Norm.  de  1893  et  dans  les  Ann.  de  Toulouse  de 
1894.  H.  F. 

(')  Compai'er  k  ce  c{\i'\  précède  la  réduction  d'une  forme  bilinéaire  à  une  forme 
canonique  au  moyen  de  substitutions  biorthogonales  :  Beltrami,  Batt.  G.,  XI, 
p.  89-107;  1873,  ainsi  que  les  travaux  de  Cosscrat,  Ann.  de  Toulouse,  III,  p.  i-i'2, 
et  de  Sylvester  Comptes  rendus,  CVIII,  p.  65i-653,  iVess.  (2),  XIX,  p.  i-5,  42-4''- 

(')  Voir  Maureu,  J.  fiir  Math.,  CVII,  p.  89-116;  1890. 
(•)  Journ.  fi'ir  Math.    LXXX,  p.  52-72. 
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chaque  équalion  fondamenlale  et  réciproque  (' )  de  Cayley  ai)j)ar- 
tient  un  syslème  asymélrique  (-)  de  formes  linéaires  et,  par 
conséquent,  une  forme  quadratique  correspondante. 

Ce  principe  a  été  développé  dans  toute  sa  généralité  parFrobe- 
nius  (')  (1877),  qui  a  découvert  les  propriétés  caractéristit|ucs 
des  substitutions  qui  laissent  invariantes  les  formes  quadrali(|ues 
ou,  ce  qui  revient  essentiellement  au  même,  les  formes  bilinéaires 
respectivement  symétriques  ou  alternées. 

Cependant  nous  devons  mentionner  que  déjà,  en  187.3,  Bach- 
mann  ('<)  avait  étudié  à  ce  point  de  vue  les  formes  quadratiques 
ternaires  en  venant  ainsi  conjpléler  les  résultats  de  Hermite.  De 
son  côté,  ce  dernier  fit  voir  (s)  comment  on  peut  de  ses  formules 
déduire  celles  de  Bachmann. 

Frobenius  part  de  cette  idée  très  simple  que  le  système  des 
coefficients  d'une  forme  bilinéaire  représente  une  substitution 
déterminée  de  l'une  des  deux  séries  de  variables.  Cela  lui  permit 
d'envisager  les  transformations  de  formes  bilinéaires,  d'une  ma- 
nière générale  comme  un  composé  de  substitutions,  et  de  fonder 
là-dessus  un  algorithme  fécond  dont  les  opérations  offrent,  par 
leur  simplicité,  une  certaine  analogie  avec  la  multiplication  des 
nombres  complexes  {exlensive  Zahlen).  On  en  déduit  immédia- 
tement les  conditions  que  doivent  remplir  les  substitutions  per- 
mettant de  transformer  une  forme  en  elle-même. 

Cet  éminent  savant  nous  présente  dans  son  Mémoire  des  appli- 
cations fort  remarquables  à  l'étude  des  systèmes  de  nombres  com- 
plexes. Mais  nous  devons  nous  borner  à  les  signaler;  il  en  est  de 
même  des  recherches  de  Lipschilz  («)  et  de  Kronecker  (e)  sur  les 


(')  Voir  un  exemple  très  simple  dans  Bviosch\,  Annali  di  Tort.,  \,  p.  201-206; 
1854.  La  réciprocité  de  l'équation  fondamentale  a  été  démontrée  d'une  manière 
générale  par  Ivronecker  {Journ.  fur  Math.,  LXVIIJ,  p.  276;  1866). 

{')  Loc.  cit.,  p.  59,  61. 

(  =  )  Journ.  fiir  Math.,  LXXXIV,  p.  i-63;  cf.  Comptes  rendus,  LXXXV,  p.  i3i- 
134.  A  ce  sujet  se  rapportent  encore  les  Mémoires  suivants  du  même  auteur  : 
Journ.  fur  Math.,  LXXXVI,  p.  44-71,  14Ô-20S;  1879,  et  t.  LXXXVIII,  p.  96-.  17. 

(0  Journ.  fiir  Math.,  LXXVI,  p.  33i-34i.  Voir  Tannery,  Bull.  Darboux, 
XI,  p.  221-233;  1876. 

(0  Journ.  fur  Math.,  LXXVIII,  p.  325-328;  1874. 

(*)  LipsoHiTz,  Untersuchungen  ûber  die  Summe  von  Quadraten,  Bonn,  1886; 
Journ.de  Math.  {'^),  II,  373-4'^o;  1886,  et  Berl.  Ber.  1890;  Kronecker,  Berl.  Ber., 
p.  525-541,  602-607,  69.-699,  873-884,  1063-1080,  i375-»3SS  ;  1890.  p.  9-1-,  33-44  ;  1891. 
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liens   étroits  qui  cxislcnl  entre  les  quaternions  (el  biqiiaternions) 
elles  siibstitulions  orthogonales  correspondantes. 

Par  eontre,  nous  consacrerons  quelques  lignes  à  l'application  ('  ) 
des  transformations  bilinéaires  au  problème  de  PfafJ',  d'autant 
plus  que  c'est  précisément  un  exemple  qui  montre  comment,  dans 
certaines  circonstances,  la  recherche  des  invariants  de  groupes 
infinis  dans  le  champ  de  la  théorie  des  fonctions,  peut  être  ramenée 
à  la  détermination  purement  algébrique  des  invariants  d'un  groupe 
projectif. 

Le  problème  de  Pfaff  a  pour  but,  comme  on  sait,  de  fixer  les 
conditions  pour  que  deux  expressions  différentielles  linéaires 
données  à  n  termes  puissent  être  ramenées  l'une  à  l'autre  par 
une  transformation  générale  par  points.  En  supposant  le  pro- 
blème possible,  Frobenius  montre  qu'un  certain  système  (-), 
composé  d'une  forme  bilinéaire  alternée  et  d'une  forme  linéaire, 
est  transformé  en  un  système  analogue  par  une  certaine  substi- 
tution (linéaire)  congrue,  tandis  que  les  coefficients  de  la  forme 
et  ceux  delà  substitution,  tout  en  dépendant  des  variables  du  pro- 
blème, jouent  le  rôle  de  simples  constantes.  La  réciproque  est 
également  vraie.  En  examinant  les  propriétés  de  ces  relations  algé- 
briques, l'auteur  prouve  (3)  que  tout  revient  à  une  égalité  entre 
les  invariants  entiers  y>  de  ces  deux  couples  de  formes,  résultat 
que  Lie  venait  de  trouver  à  l'aide  de  sa  théorie  des  groupes.  Cet 
invariant  caractéristique  p  n'est  autre  chose,  comme  le  fait  voir 
Frobenius,  que  le  nombre  des  fonctions  indépendantes  dans  l'ex- 
pression différentielle  de  Pfaff,   prise  sous  sa  forme  canonique. 

Les  recherches  de  Frobenius  ont  donné  lieu  à  un  travail  de 
Stickelberger  ('')  sur  les  substitutions  orthogonales  ou,  en  général, 
sur  celles  qui  laissent  inaltérée  une  forme  quadratique  déterminée 

(')  Journ.  fiir  Math.,  LXXXII,  p.  23o-3i5;  1877.  Voir  Fohsyth,  Theory  of 
différential  Equations  I,  Chap.  XI;  Cambridge,  1890.  Chi-istofTel  a  déjà  fait  une 
application  analogue  en  1870  {Journ.  fiir  Math.,  LXX,  p.  46-70).  Lipschitz  est 
arrivé  aux  mêmes  résultats  à  l'aide  des  méthodes  du  calcul  des  variations  {Journ. 
fiir  Math.,  LXX,  p.  71-102,  274-287,  288-290;  t.  LXXII,  p.  i-56). 

(")  Ce  système  a  été  examiné  en  détail  par  Morera  en  i883  {Atti  cli  Torino, 
t.  XVIIL  p.  383-4o3). 

(^)  Le  Bull,  des  Sciences  math.  (p.  i4-36,  49-68,  1882)  contient  un  exposé  fort 
élégant  du  problème  de  Pfaff  par  Darboux,  où  l'auteur  met  en  évidence  les  pro- 
priétés d'invariance.  La  marche  est  assez  analogue  à  celle  de  l'robenius.  L'étude 
elle-même  remonte  cependant  à  l'année  1876.  H.  F. 

{*)  Programm  des  Polytechnikums  Ziirich,  p.  i-i6;   1877. 
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{dejlnite  selon  Gaiiss).  iJan.s  un  aiilrc  Mc'inoire  ('),  le  même 
auteur  complèle  d'une  façon  heureuse  la  réduclion  des  faisceaux 
de  formes  bilinéaires,  en  montrant  que  l'évanouissement  du  déno- 
minateur dans  la  forme  normale,  ce  qui  rendrait  cette  dernière 
illusoire,  peut  toujours  être  évité. 

Il  restait  encore  à  traiter  un  problème  important,  celui  d'étendre 
aux  formes  bilinéaires  quelconques  la  théorie  de  Frobenius  sur  les 
transformations  congrues  de  formes  quadratiques  en  elles-mêmes. 

Ce  l'ut  l'objet  des  recherches  de  Voss(2).  Le  problème  proposé 
se  trouve  ramené  à  cet  autre  cas  plus  simple  qui  consiste  à  trans- 
former deux  faisceaux  bilinéaires  donnés  l'un  dans  l'autre  au 
mojen  de  substitutions  congrues.  Les  formules  finales  présentent 
une  analogie  frappante  avec  celles  de  Cajlej  et  Hermite.  L'une 
des  substitutions  étant  obtenue,  on  peut  en  déduire  toutes  les 
autres  jouissant  des  mêmes  propriétés,  grâce  à  l'algorithme  {^) 
introduit  par  Frobenius.  Ce  Mémoire  apporte  un  perfectionnement 
dans  les  méthodes  au  point  que  les  opérations  auxiliaires  de- 
viennent rationnelles. 

D'ailleurs,  il  est  à  remarquer  que  l'esprit  de  la  méthode  de  Voss 
se  révèle  déjà  dans  son  travail  (^)  sur  les  substitutions  ortho- 
gonales dont  la  publication  coïncida  avec  celle  du  grand  Mémoire 
de  Frobenius  en  1877. 

C'est  encore  à  Voss  que  revient  le  mérite  d'avoir  reconnu  dans 
une  identité  {^)  entre  deux  déterminants  toute  une  série  de 
théorèmes  sur  les  diviseurs  élémentaires  qui  avaient  été  démon- 
trés par  Frobenius,  Siacci,  Stickelberger  et  Stieltjes. 

Nous  avons  cité  plus  haut  une  polémique  entre  Kronecker  et 
Jordan.  Ce  dernier  reconnut  en  principe  les  objections  faites.  De 
son  côté  il  poursuivit  ses  recherches  sur  les  transformations  des 
formes  quadratiques  et  publia  ses  nouveaux  résultats  en  1888  ("). 

(')  Journ.  fur  Math.,  LXXXVI,  p.  2o-43;  1879.    Voir  sa  Thèse;  Beilin,  187'). 

{')  Gottinger  Nachr.,  p.  425-433;  août  1887. 

Mûnchener  Abh.,  XVII,  p.  3-i2i;  1890.  Voir  aussi  Miinch.  Ber.,  p.  175-211; 
1889. 

(')  Dans  les  Miinch.  Ber.,  (p.  283-3oo,  18S9)  Voss  traite  le  même  problème  en 
suivant  une  autre  voie. 

{^)  Matli.  Ann.,  XIII,  p.  820-374;  1878. 

(  =  )  Miinch.  Ber.,  p.  329-389;  1889. 

(')  Journ.  de  Math.,  (4),  IV,  p.  849-868.  Voir  aussi  les  Notes  dans  les 
Comptes  rendus. 
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La  réparlilloii  des  l'ormcs  en  classes  et  sous-classes,  basée  sur  les 
diviseurs  élénienlaires  de  la  fonction  caractéristique,  se  trouve 
également  étendue  aux  substitutions  elles-mêmes.  Il  termine  en 
donnant  j)our  ces  dernières  quelques  types  canoni([ues.  Ce  qui 
frappe  dans  ces  Mémoires,  c'est  de  voir  l'auteur  tenir  si  peu 
compte  des  recherches  des  autres  géomètres. 

Toutefois,  l'on  reconnaîtra,  d'après  l'exposé  que  nous  venons 
de  donner,  que  la  théorie  de  l'équivalence  des  formes  quadra- 
tiques et  bilinéaires  doit  son  développement  actuel  surtout  à 
l'habileté  des  géomètres  allemands. 

Nous  avons  dii  omettre  une  série  de  sujets,  en  particulier  le 
problème  important  de  la  canonisation  d'une  forme,  pour  nous 
occuper  plus  spécialement  des  propriétés  invariantes  des  substi- 
tutions. A  ce  problème  se  rattache  le  Mémoire  de  Gundelfinger  (  '  ) 
qui  apporta  une  simplification  et  une  généralisation  dans  la  mé- 
thode de  Jacobi  et  Plùckerpour  la  réduction  d'une  forme  quadra- 
tique à  une  somme  de  carrés  ;  puis  une  série  de  démonstrations  (  -  ) 
du  théorème  d'inertie  de  Sylvester  et  l'étude  des  conditions  {^) 
qui  doivent  être  remplies  pour  qu'une  forme  quadratique  de  n 
variables  puisse  être  représentée  à  l'aide  d'une  somme  de  moins 
de  n  carrés;  enfin  l'expression  des  coefficients  canoniques  sous 
forme  de  déterminants  (■*). 

Qu'il  nous  soit  permis,  à  la  fin  de  ce  paragraphe,  d'attirer 
l'attention  des  géomètres  sur  un  point  d'une  grande  importance. 

Bien  que  dans  les  travaux  cités  le  caractère  du  groupe  de  sub- 
stitutions laissant  invariantes  les  formes  quadratiques  et  bilinéaires 
soit  intervenu  implicitement,  nous  sommes  cependant  encore  loin 
de  posséder  pour  ces  formes  une  théorie  complète  basée  sur  le 
principe  des  groupes  de  transformations.  Pour  combler  cette 
lacune  il  y  aurait,  en  première  ligne,  à  faire  une  étude  approfondie 
des  sous-groupes  d'un  pareil  groupe  et  à  appliquer  ensuite  les 
résultats  aux  formes  elles-mêmes. 


(•)  Journ.  fur  Math.,  XCI,  p.  221-207;  1881. 

(')   Voir,  par  exemple,  de  Presle,  Bull.  S.  M.  F.,  XV',  p.  179-181;  1887. 

(')  Benoit,  Comptes  rendus,  CI,  p.  869-871;  i885;  Nouv.  Ann.,  (3),  V, 
p.  3o-36;  t885;  de  Pkesle,  Bull.  S.  M.  F.,  XIV,  p.  98-100;  1886;  André,  Bull. 
S.  M.  F.,  XV,  p.  188-192;  Valyi,  Boppe  Arch.,  (2),  VI,  p.  445-4^8;  1888. 

(')  Voir,  par  exemple,  Studnicka,  Prag.  Ber.,  p.  256-265;  1888. 
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Dans  celle  direclion  vient  se  ranger  un  travail  de  Wcrncr  (' ) 
sur  la  détermination  des  plus  grands  sous-<?roupes  pour  le  cas 
des  formes  quadratiques.  De  son  côté,  Lie(-)  a  examiné  un  cer- 
tain nombre  de  cas;  il  montre  en  particulier  qu'un  jiareil  groupe 
transforme  en  lui-même  ou  un  point  ou  une  multiplicité  linéaire 
du  système  fondamental  (obtenu  en  annulant  la  forme).  Ce  ihéo 
rème  a  été  confirmé  dans  une  autre  voie  par  Killing  ( •''). 

Le  groupe  le  plus  important  dans  la  théorie  de  Lie  est  celui 
(à  trois  paramètres)  qui  laisse  invariante  une  forme  quadratique 
à  trois  variables.  Suivant  qu'il  est  ou  non  contenu  comme  sous- 
groupe  dans  un  groupe  de  transformations  de  «  (^3)  variables, 
celles-ci  se  répartissent  essentiellement  en  deux  classes  dilTé- 
rentes.  Cette  répartition  des  variables  correspond,  comme  l'ont 
fait  voir  Engel  ('')  et  Killing  (5),  à  celle  en  groupes  inléf(rables  el 
non  intégrables  (employés  pour  l'intégration  des  équations  dilTé- 
rentielles)  que  l'on  retrouve  dans  un  travail  antérieur  de  Lie  (^). 


B.  —  Équivalence  des  formes  non  quadratiques. 
a.  —  Systèmes  de  formes  transformables  linéairement  l'une  dans  l'autre. 

Si  l'on  fait  abstraction  des  formes  quadratiques  et  bilinéaires, 
il  semble  que  c'est  Clebsch  (")  le  premier  (1870)  qui  se  soit  de- 
mandé si  la  condition  d'égalité  des  invariants  absolus,  nécessaire 
d'après  Aronold,  était  toujours  suffisante  pour  que  deux  formes 
soient  transformables  linéairement  l'une  dans  l'autre,  et  en  se 
proposant,  au  cas  contraire,  de  rechercher  les  autres  conditions 
qu'exige  une  pareille  transformation.  On  peut  en  effet  construire 

(')  Math.  Ann.,  XXXV,  p.  ii3-i6o;  1889. 

(")  Abhandl.  der  Ges.  d.  W.  zu  Christiania,  i885. 

(')  Math.  Ann.,  t.  XXXVI,  p.  289-254;  1890. 

(*)  Leipz.  Ber.,  p.  gS-gg;  1887.  Cf.  Fortsch.  d.  M.,  XIX,  p.  356;  1887. 

{')  Math.  Annalen,  XXXVI,  p.  172;  iSgo. 

(«)  N^oriveg.  Arch.,  III,  p.  11 2-1 16;  1874. 

Voir  une  application  au  système  des  nombres  complexes,  Scheffers,  Math.  Ann., 
XXXIX,  p.  293-890;  1891  ;  de  même,  Study,  Gôtt.  Nachr.  et  Leipz.  Ber.,  de  i88g. 
Wiener  Monatsh.,  I,  i8go,  II,  i8gi.  Slephanos  a  établi  une  étude  du  sj'Stcme  des 
nombres  complexes  en  se  basant  sur  la  théorie  des  formes;  Athènes,  Jubilé  1888 
(en  grec).  Consulter  aussi  Poincaré,  Comptes  rendus,  XCIX,  p.  740-7^2;  i88'|. 

(')  Math.  Ann.,  IL  378-382. 
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tics  exemples  simples  qui  montrent  l'insuffisance  de  la  première 
hypothèse  ('  ). 

Un  premier  moyen  permettant  d'aborder  la  question  est  ofTcrl 
par  la  représentation  typique  des  formes,  dont  les  coefficients 
sont,  comme  l'on  sait,  eux-mêmes  des  invariants.  On  voit  alors 
sans  peine  que,  si  deux  formes  peuvent  être  ramenées  à  la  forme 
type  par  des  subslilutions  linéaires,  il  existe,  à  coup  sûr,  une 
substitution  donnant  le  passage  de  l'une  des  fonctions  à  l'autre. 
Il  s'agit  ensuite  d'indiquer  jusqu'à  quel  point  une  pareille  repré- 
sentation typique  peut  avoir  lieu.  Un  raisonnement  facile  montre 
qu'il  y  a  certainement  équivalence  entre  deux  formes  binaires 
(de  même  ordre)  si,  outre  les  invariants  absolus,  il  y  a  coïnci- 
dence entre  un  couple  de  covariants  indépendants,  linéaires  ou 
quadratiques,  suivant  que  l'ordre  des  formes  est  pair  ou  impair  (-). 

Cependant  cette  voie  ne  semble  pas  conduire  à  une  solution 
complète  du  problème  :  nos  connaissances  sur  la  représentation 
typique  des  formes  d'ordre  supérieur  sont  encore  très  insuffisantes. 

Par  contre,  la  méthode  d'Aronhold,  signalée  dans  l'introduc- 
tion, nous  olFre  un  moyen  direct;  aussi  a-t-elle  été  développée  par 
plusieurs  géomètres. 

Tl  s'agissait  d'abord  de  calculer  les  invariants  absolus  directe- 
ment par  voie  algébrique,  sans  avoir  recours  aux  équations  diffé- 
rentielles. Gram  (3)  a  résolu  cette  question  (1874),  en  s'appuyant 
sur  les  groupes  de  substitutions.  Si,  d'après  Aronhold,  on  forme 

(')  L'exemple  le  plus  simple  est  certainement  celui  d'une  forme  binaire  du 
sixième  degré  à  élément  triple.  C'est  à  ce  fait  qu'est  due  une  erreur  commise  par 
Cayley  dans  son  calcul  des  modules  d'une  classe  de  formes  ternaires  {Math. 
Ann.,  III,  p.  268-271;  1870). 

Bolza  a  étudié  l'équivalence  des  formes  binaires  du  sixième  degré  dans  les 
Math.  Ann.,  XX\,  p.  546-552,  1887.  Un  exposé  détaillé  de  son  étude  se  trouve 
dans  le  American  Journ.,  X,  p.  47-70»  1887. 

D'ailleurs  le  critérium  de  l'égalité  des  invariants  absolus  n'est  plus  applicable 
au  cas  où  tous  les  invariants  de  chacune  des  deux  formes  s'évanouissent,  c'est-à- 
dire  si  les  invariants  absolus  deviennent  indéterminés.  De  pareilles  formes  ont 
été  étudiées  par  Uilhen  {Gott.  Nachr.,  p.  6-96,  439-449!  '892)-  L'exemple  le  plus 
simple  est  celui  de  deux  formes  biquadratiques  ayant  l'une,  un  élément  triple, 
l'autre,  un  élément  quadruple. 

(  =  )  Voir  les  exemples  dans  le  Mémoire  de  Clebsch  et  Gordan,  Annali  di  Mat., 
(2),  I,  p.  23-79;  1867. 

(')  Math.  Ann.,  VII,  p.  230-241.  Consulter  la  méthode  de  Gundelfinger  dans 
Salmon-Fiedler,  p.  452-458;  1877,  ainsi  que  les  considérations  de  Study  dans  son 
Traité  Methoden...,  p.  io4  et  suivantes;  1889. 
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successivement  les  résullanls  d'un  couple  de  formes  F  eL  F',  puis 
d'un  second  couple  F  et  F"  et  qu'on  élimine  entre  ce  douMe  sys- 
tème les  coefficients  de  F,  il  en  résultera  immédiatemenl  l'éga- 
lité des  invariants  absolus  de  F  et  de  F'. 

En  examinant  la  réci])roque,  l'auteur  se  trouve  conduit  au 
théorème  suivant  :  «  Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
qu'on  puisse  transformer  l'un  dans  l'autre  deux  systèmes  de  formes 
quelconques  sont  :  i"  que  les  invariants  absolus  soient  égaux  ; 
2°  que  les  mêmes  covariants  s'annulent  identiquement  ». 

Il  restait  encore  à  délimiter  le  domaine  des  classes  de  formes 
pour  lesquelles  l'égalité  entre  les  invariants  absolus  suffit  à  l'équi- 
valence. Cette  question  a  été  traitée  par  ChristofTel  (*),  qui, 
comme  Gram,  a  pris  pour  base  le  principe  d'équivalence  de  Gauss. 
Il  réussit  à  pénétrer  le  sujet  sans  faire  préalablement  des  hypo- 
thèses sur  la  forme  des  équations  finales.  Le  problème  se  trouve 
précisé  en  ce  sens  que  l'auteur  se  propose  de  rechercher  toutes 
les  formes  équivalentes  à  une  forme  donnée. 

Afin  d'étudier  les  propriétés  des  équations  de  conditions  entre 
les  coefficients  des  formes  cherchées,  ChristofTel  élimine  les  coef- 
ficients de  substitution  dans  un  ordre  quelconque,  en  imposant 
cependant  une  marche  systématique  à  chacun  de  ces  derniers.  De 
cette  façon,  il  devient  possible  de  reconnaître  quels  sont  les  coef- 
ficients inconnus  qui  entrent  dans  les  conditions  de  l'équivalence, 
et  de  même  quels  sont  les  coefficients  de  substitution  encore 
présents  dans  les  équations  finales.  Tout  dépend  du  nombre  de 
ces  dernières  et  Ion  montre  que  ce  nombre  est  indépendant  de  la 
marche  adoptée  pour  l'élimination.  Ce  nombre  atteint  en  général 
son  maximum  n-  {n  étant  le  nombre  des  variables),  si,  d'après 
Aronhold,  le  discriminant  de  la  forme  est  difiPérent  de  zéro. 

En  excluant  (-)  toutes  les  formes  pour  lesquelles  ce  nombre 
maximum  n  est  pas  atteint,  cet  éminent  savant  prouve  que  l'é- 
quivalence de  deux  formes  ne  dépend  efTectivement  que  de  la  coïn- 
cidence des  invariants  absolus.  Le  nombre  de  ces  derniers  se 
trouve  ainsi  déterminé  par  une  nouvelle  méthode. 

Il  serait  évidemment  désirable  que  l'on  expliquât,  au  point  de 


(')  Math.  Ann.,  XIX,  p.  280-290.  Voir  Study,  /.  c. 

{")  Voir  les  remarques  de  Lie  dans  sa  Préface,  Lie-E.\gel,  Transforniations- 
gruppen,  t.  III;  1898. 
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VMO  (le  la  llirorio  des  invariants,  les  condilions  énoncées  par 
ChrislolTel.  Dans  lous  les  cas,  les  coefficienls  de  subslilulion  ne 
peuvenl  pins  contenir  de  paramètre  variable,  c'est-à-dire  que  les 
formes  proposées  ne  peuvent  plus  admettre  des  faisceaux  de  trans- 
formations, comme  l'on  doit  é<;alcment  rejeter  le  cas  où  tous  les 
invariants  de  Tune  des  deux  formes  disparaissent  ('). 

Yellmann  ('-)  a  essayé  de  modifier  la  méthode  d'élimination 
d'Aronhold,  en  partant,  inversement,  de  l'éyalilé  des  invariants 
absolus,  afin  d'en  conclure  les  condilions  de  transformation;  mais 
cette  marche  n'aboutit  à  aucun  résultat  nouveau. 

Le  problème  de  l'équivalence  ne  sera  susceptible  d'une  solution 
satisfaisante  que  lorsque  nous  aurons  acquis,  au  point  de  vue  de 
la  théorie  des  formes,  des  connaissances  plus  profondes  des  diffé- 
rentes espèces  de  formes  (•'). 

Ce  serait  ici  la  place  d'examiner  les  transformations  particulières 
qui  permettent  de  réduire  une  forme  donnée  cà  certaines  formes 
canoniques  employées  dans  la  pratique;  cependant,  comme  dans 
le  développement  historique  du  sujet,  la  question  des  irration- 
nels qui  s'y  présentent  a  pris  une  place  prépondérante,  nous  abor- 
derons ce  problème  dans  la  deuxième  Partie  (Il  B)de  ce  Rapport. 

6.  _  Formes  transformables  linéairement  en  elles-mêmes. 

En  découvrant  les  invariants  d'une  forme  ou  d'une  série  de 
formes,  on  avait  simplement  reconnu  des  fonctions  de  leurs  coef- 
ficients qui,  sous  l'eiïet  de  certains  <;ronpes  de  substitutions  li- 
néaires, se  reproduisaient  à  un  facteur  près,  lequel  ne  dépend  que 
des  coefficients  de  la  substitution  et  que  l'on  peut  d'ailleurs 
prendre  égal  à  l'unité. 

Si  ces  invariants  sont  d'une  conformation  spéciale  par  rapport 
à  leurs  arguments  (ils  doivent  vérifier  certaines  équations  aux  dé- 
rivées partielles),  le  caractère  général  des  formes  proposées  per- 


(')  Le  cas  cV  exception  f  =  xl -h  2x1  x,  cité  par  ChristofTcl  (p.  28',)  esl  précisé- 
ment de  ce  dernier  type.  Les  deux  invariants  S  etT(de  Aronhold)  disparaissent  : 
it  en  est  par  conséquent  de  même  pour  tous  les  autres. 

(  =  )  Schloni.  Z.,  XXII,  p.  277-298;  1877  et  t.  XXXIV,  p.  32i-33o;  1889. 

(')  L'équivalence  par  rapport  à  des  transformations  d'ordre  supérieur  (par 
exemple  la  transformation  de  Tschirnhausen  pour  les  formes  binaires)  n'a  guère 
été  traitée  jusqu'ici. 

Bull,  des  Sciences  mathéni.,  2'  série,  t.  XVIIT.  (  nécctubre  i89'i)        20 
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niettaiL  cependant  de  donner  j)lus  d'extension  aux  modes  de  f(jr- 

mation  des  Invariants. 

On  dut  avoir  recours  à  de  nouveaux  mo\ens  auxiliaires,  ulin  de 
pouvoir  détaclier  la  notion  de  l'invariance  de  la  base  des  formes 
originales,  en  s'imposant  comme  but  la  recherche  de  toutes  les 
formes  d'un  nombre  déterminé  d'arguments,  qui  se  transforment 
en  elles-mêmes  pour  certaines  substitutions  efi'ectuées  sur  ces  der- 
niers, ou,  réciproquement,  ce  qui  revient  essentiellement  au  même, 
en  cherchant  à  déterminer  tous  les  groupes  de  substitutions  à  n  va- 
riables et  les  invariants  (entiers  et  rationnels)  correspondants. 

Dans  ce  qui  suit,  nous  nous  limiterons  surtout  aux  groupes  finis 
de  substitutions  de  Galois  ('),  les  groupes  à  paramètres  arbi- 
traires (-)  n'avant  encore  guère  été  traités  au  point  de  vue  de  la 
théorie  des  formes. 

Dans  les  formes  de  celte  espèce  nous  trouverons  d'abord  les 
formes  binaires,  auxquelles  on  est  parvenu  par  des  considérations 
de  la  théorie  des  fonctions. 

H. -A.  Sch^varz  (=')  les  a  obtenues  en  recherchant  les  intégrales 
algébriques  de  l'équation  diirérentielle  hvpergéométrique,  qui  est 
linéaire  et  du  second  ordre.  Le  quotient  s  de  deux  solutions  par- 
ticulières _^^i ,  j'o  satisfait  lui-même  à  une  équation  difïérenlielle 
du  troisième  ordre.  Ce  rapport  détermine  la  représentation  con- 
forme du  demi-plan  de  la  variable  indépendante  x  sur  un  triangle 
limité  par  des  arcs  de  cercle  et  dont  on  peut  former  le  prolonge- 
ment analytique. 

Dans  le  cas  où  s  doit  être  une  fonction  algébrique  de  x,  il  faut 
que  le  nombre  de  ces  domaines  soit  fini. 

Schwarz  se  trouve   ensuite  conduit  au  problème  qui  consiste 

(')  Voir  plus  haut  les  définitions,  p.  2i5.  Il  importe  de  remarquer  que,  de  son 
côlé,  Lie  entend  par  groupe  fini  celui  qui  dépend  d'un  nombre  fini  de  paramétres. 

Le  fait  qu'à  tout  groupe  fini  correspond  toujours  un  système  complet  d'inva- 
riants a  été  démontré  seulement  plus  tard  par  Hilbert. 

(")  Nous  devons  nous  borner  à  mentionner  les  travaux  de  Klein  et  de  Lie, 
Comptes  rendus,  juin  1870,  Math.  Ann.,  IV,  p.  5o-84,  auxquels  viennent  se 
rattacher  plus  tard  ceux  de  Lie,  Halphen,  Sylvester,  Poincaré,  Picard  et  d'autres. 

(')  Journ.  fur  Math.,  LWV,  p.  292-835  (voir  Verhandl.  der  Schweizer Na- 
turf.  Ges.;  1871  ).  Le  Chapitre  VI  du  Mémoire  de  Schwarz  contient  des  rensei- 
gnements bibliographiques  sur  ce  sujet. 

On  trouvera  dans  le  tome  I  de  la  Théorie  des  surf  aces  (Livre  II,  Chap.IV)de 
.M.  I)ail)Ou\  un  expose  fort  ('li'irant  de  la  méthode  de  Schwarz.  H.  F. 
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i\  troin-er  les  trianglrs  sp/ic/-i(/i/es  dont  l<i  reproduction  symé- 
trique sur  la  sphère  ne  conduit  (/fi\)  un  nombre  limité  de 
triano-les  di [férant  les  uns  des  autres  par  leur  position,  pro- 
blt'ine  implicitement  (  '  )  équivalent  à  celui  que  nous  avons  énoncé. 
Cet  émitient  savant  développe  les  formes  correspondantes  et  donne 
la  relation  cpii  existe  entre  deu\  covarianls  rationnels  et  la  forme 
originale. 

De  son  côlé,  Klein  (-),  sans  avoir  eu  connaissance  des  travaux 
de  Sclnvarz,  a  ét<''  conduit  directement  à  la  détermination  des 
groupes  finis,  linéaires  el  binaires  et  des  formes  correspondantes. 
Ses  considérations  reposent,  d'une  part,  sur  l'interprétation,  d'a- 
près Riemann,  de  la  représentation  de  la  variable  complexe  (=*)  sur 
la  sphère,  d'autre  part  sur  la  signification  géométrique  d'une  trans- 
formation linéaire.  On  sait  que  ces  transformations  peuvent  être 
rapportées  sans  ambiguïté  aux  mouvements  réels  (')  dans  l'espace. 

Les  groupes  finis  de  ces  mouvements  s'obtiennent  par  des  con- 
sidérations très  simples.  Si  nous  faisons  abstraction  An  groupe  cir- 
culaire et  du  groupe  du  dièdre  dont  nous  n'aurons  pas  à  faire 
usage  dans  la  suite,  il  nous  reste  à  considérer  les  groupes  de  rota- 


(■)  Le  poiiU  de  vue  du  groupe  fini  de  substitutions  apparaît  rependant  seule- 
ment dans  le  Mémoire  de  Iviein;  il  en  est  de  même  de  la  notion  et  de  la  formation 
du  système  complet  correspondant.  Scliwarz  ne  fait  usage  ni  de  variables  homo- 
gènes, ni  de  covariants. 

(')  Erlanger  Ber.,  juillet  1874.  Dans  une  Note  suivante  {Erl.  Ber.,  déc.  iS;4  ). 
Klein  examine  et  développe  le  travail  de  Schwarz;  dans  celle  de  juillet  187Ô 
(£"/•/.  Ber.),  il  traite  les  résolvantes  du  cinquième  et  du  sixième  ordre  de  l'équa- 
tion de  ricosaèdre.  Un  exposé  général  se  trouve  dans  les  Math.  A/in.,  t.  I\, 
p.  i83-2o8. 

{')  Le  rapport  anharmonique  de  quatre  quantités  complexes  a  d'abord  été  in- 
troduit par  iMobius.  Au  sujet  de  la  représentation  sur  la  sphère,  consulter  WEni;- 
KiND,  Dissertation;  Erlangen,  1874;  Beitràge,  etc.,  Erlangen,  187.5;  Matli.  Ann., 
I\,  p.  209-217.  Pour  les  formes  binaires  à  coefficients  complexes,  voir  Belteami, 
Meni.  di  Bologna,  X,  1870. 

Les  considérations  de  Klein  D'ut  été  étendues  à  un  espace  quelconque  par  Bier- 
MANN  {IVien.  Ber.,  XCV,  p.  523-548;  1887)  et  par  Goursat  (Comptes  rendus, 
CVI,  p.  1786-1789;  1888).  Voir  le  Traité  de  Clebsch-Lindemaun.  II,  i,  Abth. 
3,  IX,  X  (édition  française,  t.  II,  Chap.  II). 

(«)  Consulter,  par  exemple,  Lixdemanx,  Math.  Ann.,  VII,  p.  56  et  suivantes. 
Jordan  a  fait  une  étude  détaillée  des  groupes  de  mouvements  réels  dans  les  An- 
nali  di  Mat.  (2),  II,  168-215,  320-345;  1869.  On  consultera  aussi  les  Mémoires 
de  Schônflies  {Math.  Ann..  t.  XXVIII,  p.  3i9-342;  ^XIX,  p.  5o-8o;  XXXIV, 
p.  172-203;  1889). 
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lions  (lui  ranirnonl  sur  cux-mt-mes  les  ciii(|  corps  pol  yi'diifpKiS 
r(''<'uli('is.  On  voil  fMcilement  qu'on  peut  se  limiter  au  tc'iraèdre, 
à  l'oclaèclre  (ou  ciil)o)  et  à  l'icosardrc  (ou  dodécaèdre);  ces 
groupes  compreunciil  lespectivement  /?  =  12,  i4i  60  rotations. 

Il  s'agit  niainleuant  d^'lablir  le  système  complet  des  fornies 
d'un  pareil  groupe,  c'est-à-dire  un  ensemble  de  formes  telles  (|ue 
toutes  les  autres  puissent  être  exprimées  en  fonction  entière  et  ra- 
tionnelle de  celles-ci.  En  partant  du  principe  simple  cpie  les  cova- 
riants  doivent  être  irunsformés  en  eux-mêmes  par  les  mêmes 
su l/sl initions  linéaires  (jiie  les  formes  fondamentales,  on  ai-rive 
à  la  loi  sui\anl  e. 

Si  l'on  appli(pic  les  opérations  de  l'un  des  trois  groupes  à  deux 
valeurs  initiales  arhiti-aiies  (points  de  la  sphère),  il  en  résulte 
chaque  fois  n  valeurs  qui  sont  racines  de  deux  équations  7:  =  o, 
7t'=:  o.  Le  faisceau  linéaire  contient  alors  trois  (et  seulement 
trois)  puissances  entières  des  formes  /,  II,  T.  Ces  formes,  aux- 
quelles on  joint  un  invariant  unique,  constituent  le  système  com- 
plet du  groupe  ('  ). 

Il  existe  ainsi  une  relation  linéaire  entre  ces  puissances  de/,  H, 
T;  H  est  le  hessien  de/,  et  T  est  le  déterminant  fonctionnel  de 
ces  deux  formes. 

Le  groupe  de  l'icosaèdre  donne  lieu  à  un  faisceau  de  formes 
du  60^  ordre;  ce  faisceau  contient  respectivement  les  puissances 
cinquième,  troisième  et  seconde  des  formes/, 2,  H^o,  T:,o  (l'indice 
indiquant  l'ordre  de  la  forme)  ;/=  o  donne  les  sommets  de  l'ico- 
saèdre, H  =  o  ceux  du  dodécaèdre  etT=o  les  points  milieux 
des  arêtes  de  l'un  des  deux  corps. 

Dans  les  deux  premiers  cas,  on  obtient  d'une  façon  analogue 
les  sommets  du  tétraèdre  par  l'équation  /.,  =  o  et  ceux  de  l'oc- 
taèdre par  l'équation  /;  ^  o. 

Les  trois  formes /jouissent  de  cette  propriété  remarquable  que 
leur  quatrième  composé  (4'"  Ueberschiebung)  (/,  /)^  est  identi- 


(')  Matli.  Ann.,  IX,  /.  c,  Voir  §  4.  —  Il  faut  rc])endant  remarquer  que,  outre 
les  formes  invariantes  que  nous  fournit  la  théorie  des  formes,  il  intervient  ici 
encore  certains  invariants  déterminés  par  les  propriétés  des  groupes  de  substitu- 
tions. Ainsi,  dans  le  cas  de  la  forme  de  l'icosaèdre,  il  se  présente  un  invariant 
rationnel  (sans  être  entier  et  rationnel)  par  rapport  aux  coefficients  de  la  forme 
fondamentale:  voir  Matli.  Ann.,  1\.  p.  98. 
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(|iirin<Mil  mil;  i(''(i|>r()(|ii('mcnl,  ces  fornics  se  Lioiiveiil  eiilièieineiil 
earaelérisécs  parcelle  |M-o|)iiélé  cl  leur  ordre  (le  cliscriiniiianl  élaiil 
diUV'renl  de  zéro). 

C'est  en  s'appiiyant  sur  ces  considéralions  géoni('lri([ues  f|ue 
Klein  (')  est  parvenu  à  établir  une  théorie  générale  de  l'équation 
du  cinquième  ordre;  l'équation  de  l'icosaèdre  ^/i2  =  <>  y  joue, 
comme  on  sait,  un  rôle  fondamental.  Les  résultats  obtenus  par 
cet  éminent  savant  coïncident  exactement  avec  les  formules  don- 
nées antérieurement  [)ar  Brioselii,  llermite  cl  Kronecker. 

Nous  avons  mainlenant  à  montrer  le  lien  qui  rattache  les 
î;roupes  Unis  de  subslitutions  et  leurs  formes  aux  équations  dilTé- 
renliellcs  linéaires. 

Les  intégrales  générales  d'une  équation  différentielle  linéaire 
d'ordre  «  et  à  coefficients  rationnels  peuvent  être  exprimées  en 
fonction  linéaire  et  homogène  de  n  solutions  particvilières  y,, 
y-it  ...^y,t  liuéairemcnl  indépendanles.  Lorsque  la  variable  .r 
décrit  un  contour  fermé  autour  d'un  point  singulier  de  l'équation, 
les  y  sont  soumis  à  une  substilulion  linéaire  à  coefficients  con- 
stants (-)  ;  c'est  celle  substitution  qui  constitue  le  groupe  de  l'équa- 
tion. Si  celle  dernière  ne  possède  que  des  intégrales  algébriques, 
le  groupe  est  fini,  et  réciproquement. 

C'est  précisément  là  la  base  du  Mémoire  (•'),  (i8-5)  de  Fuchs, 
auquel  viennent  se  joindre  ceux  de  Jordan,  de  Klein  et  de  Brioschi. 

Mais  c'est  à  Fuchs  que  revient  en  première  ligne  le  mérile 
d'avoir  découvert  la  relation  fondamentale  entre  les  formes 

qui  appartiennent  au  groupe  de  l'équalion  difFérenlielle  linéaire. 
Supposons  avec  Fuchs  ([ue  l'équalion   différentielle  soit  du  se- 
cond ordre  et  mise  sous  sa  forme  réduite.  Si  cette  équation  ne 

(')  Vorlesungen  iiber  dus  Ikosaeder  und  die  Aiiflosung  der  Gleichangen 
fuiiften  Grades  [Leçons  sur  l'icosaèdre  et  la  résolution  des  équations  du  cin- 
quième degré],  Leipzig,  iS8^.  Voir  aussi  Erlanger  Ber.,  1876-77;  Math.  Ann., 
XII,  p.  5o3-56o;  1877,  ainsi  que  les  Mémoires  importants  de  Gordan  dans  les 
Math.  Ann.,  XXVIII,  p.  i52-i6(3,  XXIX,  p.  3i8-3jG;  1.SS7. 

(")  Consulter  les  travaux  fondamentaux  de  Fuclis  dans  le  Journ.  fiir  Math., 
LXVI,  p.  121-160,  1866;  LXVIII,  p.  35'|-385  ;  1888.  Le  théorème  même  est  dû  à 
Riemann. 

(')  Gott.  Nadir.,  p.  ô68-58i,  6ia-(li3;  187.5.  Joiirii.  fltr  Math..  L\\\I.  p.  97- 
i\-i;  1876.  Dans  \c  Journ.  fiir  Math.,  LXXX\',  p.  1-26,  i'auicur  l'ail  une  (Hiide 
systématique  des  formes  primaires. 
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(loil  posséder  (|iie  des  iiil(;}^rales  algébiiciiifs,  il  devra  exIsLer  cat- 
laines  forinesy(y) ,  y.j),  (|iii  sont  racines  d'une  fonelion  laliori- 
nelle.  Ces  formes  primaires  (l'rijufornien)  coïncident  avec  les 
formes  TC  +  A'Tt'dii  groupe  de  réqualion  [voyez  la  noie  (')p.  3oo); 
les  (orines  primaires  de  Tordie  le  plus  pclil  //  sont,  caraclérisées 
par  le  fait  que  tous  leurs  covaiianls  d  un  ordre  <^n  dis|)araisscnL 
idenlicpiemenl  (  '  ). 

Il  en  résulte  qu(;  l'ordre  //  ne  peiil  admellr'c  (|u'un  nombre  li- 
mité de  valeurs;  ne  soûl  possibles,  d'après  Fiicbs,  ([ue  les  valeurs 
/i  =  2,  4,  (>5  8,  lo,  1  :>.. 

Klein  (-)  s'esl  pro|)Osé  réciproquemenl  d'établir  d'une  façon 
explicite  tous  les  types  d'équations  diflerenlielles  du  deuxième 
ordre  de  cette  espèce.  Les  résultais  qu'il  avait  obtenus  anléiieure- 
ntent  lui  ont  permis  d'écrire  icnnu-diatement  cinq  types  dilIV-renls 
pour  l'équation  intégrale  à  lafjuclle  doit  satisfaire  le  quotient  y,  de 
deux  solutions  algébri(jucs  particulières  y\i  y-i  de  l'équation 
donnée.  De  là,  il  passe  aux  cinq  équations  différentielles  du  troi- 
sième ordre  correspondant  à  y,.  Il  se  présente  ce  fait  remarquable 
que  ces  dernières  résultent  directement  de  Téquatioti  du  troisième 
ordre  rencontrée  par  Schwarz,  dans  son  étude  de  la  série  byper- 
géométrique,  loisfpi'on  y  remplace  rargument  x  par  une  fonc- 
tion (■'')  rationnelle  de  x.  On  trouve,  en  même  temps,  que  le  ta- 
bleau des  formes  primaires  établies  par  Fucbs  contient  des  formes 
superdues  (  '*). 

Les  invariants  et  covarianls  des  formes  primaires  ont  été  obtenus 


(')  La  réciproque  a  été  résolue  affirmativement  pur  Gordan,  voir  plus  bas. 

(')  Erl.  Ber.,  187'j,  on  Math.  A/m.,  XI,  p.  ii5-ii8,  traduction  française  dans  le 
Bull,  des  Sciences  math.,  (2),  I,  p.  i8o-i84;  1877;  Math.  Ann., Xll,  p.  167-180. 
Les  types  trouvés  par  Jordan  dans  les  Comptes  rendus,  t.  LXWII,  p.  605-607,  et 
t.  LXXXIII,  p.  io35-io37,  n'étaient  pas  suffisants.  Voir  la  note  de  Klein,  Math. 
Ann.,  XI,  p.  118. 

(/)  Inversement,  une  équation  diOférentielic  donnée  pour  t,  permet  de  déter- 
miner R  {x). 

Brioschi  {Math.  Ann.,  XI,  p.  4oi-4ii;  1877.  Bend.  Ist.  Lomb.,  (2),  X,  p.  48- 
58)  a  déterminé  la  fonction  1^  dans  le  cas  des  trois  points  singuliers,  pour  tous 
les  types  réduits  de  Schwarz  {Joarn.  f.  Math.,  LXXV,  p.  323)  sauf  trois.  Ces 
derniers  ont  été  obtenus  par  Klein,  Math.  Ann.,  XII,  p.  175  et  176.  Voir  la  con- 
firmation donnée  par  Cayley,  dans  le  même  recueil,  l.  XVII,  p.  65-66:  1880.  Con- 
sulter la  dissertation  de  Fischer,  Leipzig,  i8S.3,  et  la  remarque  de  Klein,  Math. 
Ann.,  XXVI,  p.  463;   1886. 

{•)  \'^\^•  Maih.  Ann.,  XI.  p.   118. 
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criuu'laron  Irrs  habile  par  Bno>clil  ('),  en  inlrocluisanL  les  formes 

associées  de  Henni  le. 

L'élude  algéljri(iue  des  formes  binaires  admeltanl  des  Lrans- 
formalions  en  elles-mêmes  a  élé  faite  en  premier  lieu  par  Gor- 
dan  (•-).  On  ramène  d'abord  une  subslilulion  binaire  S  à  une  forme 
normale  dans  laquelle,  oulre  la  forme  quadratique  déterminant 
les  deux  éléments  coïncidants  de  S,  il  apparaît  un  angle  variable  o, 
argument  de  S.  L'argument  de  S"  sera  simplement  /?'f  ;  si  S  doit 
appartenir  à  un  groupe  d'ordre  lini,  il  faut  que  no  soit  un  mul- 
tiple de  ~. 

Si  Ton  a  deux  subslitulions  S  et  T,  ayant  respectivement  les 
arguments  o  et  -l,  el  si  ^  el'i'  sont  les  arguments  des  substitutions 
composées  ST  et  S  "'  T,  il  existe  entre  ces  quatre  angles  la  relation 
simple  (/.  c,  p.  25) 

cos  4>  H-  cos  VF  =  cos (  '-P  4-  'i;  )  +  eus  (  CP  —  '1/  ). 

En  s'appuyant  sur  celte  relation  el  sur  la  décomposition  des  sub- 
slitulions suivant  leurs  périodes,  on  est  conduit  à  ramener  la  ques- 
tion au  problème  suivant  de  la  théorie  des  nombres  (/.  c,  p.  29)  : 

Trouver  des  valeurs  rationnelles  de  'f,,  Oo,  03  satisfaisant  à 
l'équation 

I  _i_  cOSCDi  -T-  COS  0)2-*-  COSCÇs  =  O. 

La  suite  du  problème  dépend  d'un  théorème  de  Kronecker  sur 
l'irréductibilité  de  l'équation  cyclique  générabsée. 

Comme  résultat  on  parvient  naturellement  aux  cinq  groupes 
de  Klein;  mais  ils  sont  présentés  sous  une  forme  canonique  très 

pratique. 

Dans  un  autre  Mémoire  {'),  Gordan  prend,  comme  définition 
des  formes  primaires  d'un  ordre  moindre  n,  la  propriété  signalée 
parFuchs,  en  vertu  de  laquelle  leurs  covariants  d'un  ordre  <n 
s'évanouissent  identiquement.  De  celte  façon  on  démontre  direc- 
tement que  les  formes/c,/,2  de  l'octaèdre  et  de  l'icosaèdre  pos- 
sèdent la  propriété  mentionnée.  La  réciproque  n'est  pas  sans  pré- 


(•)  Ma</t.  ^n/îv  XI,  p.  4oi-4ii. 

(^)Math.  Ann.,  XII,  p.  23-46;  1S77.  Voir  encore  Halphen,  Sa^.  etrang., 
t.  XXVIII,  1 880- 1 883. 

(0  Math.  Ann.,  XH,  p.  .47-166;  1877.  -  La  définition  de  Gordan  est  modifiée 
en  ce  sens  qu'elle  exclul  a  priori  les  formes  à  fadeur  multiple. 
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senior  (|ucl(iiies  tliniciillcs.  Une  élude  a|)|)r()(oii(lic  des  covinijui  l> 
d'ordre  le  plus  fail)le,  donl  le  dernier  composé  (  Uebcrsciiiehiiiig) 
avec  /  disparaît  idenliqueaient,  permet  cependant  à  Goidan 
d'affirmer  rpie  ces  formes  sont  les  seules  de  celle  espèce. 

Finalement  Wedekind  (')  et  Briosclii  ('),  en  se  livrant  à  une 
étude  comparée  des  coefficients,  sont  parvenus  à  conclure  que 
l'évanouissement  identique  du  quatrième  composé  d'une  forme 
binaire  avec  elle-même,  si  l'on  fait  abstraction  des  formes  /„ 
ayant  un  facteur  linéaire  d'ordre  n  —  \ ,  conduit  aux  formes  /-,, 
foifii  ciu  tétraèdre,  de  l'octaèdre  et  de  Ficosaèdre  (-). 

Jordan  généralise  le  problème  (•')  et  l'examine  d'abord  uni- 
quement au  poiiii  de  vue  de  la  théorie  des  subslitutions.  11  se 
propose  donc  d'établir  les  différents  groupes  d'ordre  fini  qui  sont 
contenus  dans  le  groupe  linéaire  à  n  variables  et  d'en  ap])liquer 
les  résultais  aux  équations  diflerenlielles  linéaires.  La  discussion 
donne  pour  /?  =  2  les  citKj  types  connus;  mais  le  cas  /i  =z  3, 
beaucoup  plus  compliqué  par  la  nature   même   de  la   question, 


(')  Wedkkind,  Ilabil.-Schri/l.  Carisnilie,  1876.  nHios<;iii,  Annali  di  Mat.,  (2), 
VIII,  p.  24-43;  1877.  Consulter  le  traité  de  Gordan-Kcrsclicnsleincr,  IF,  §  19. 
L'équation  (//■),=  o  est  cvidciiiiiient  équivalente  à  l'équation  dill'érenlicllc  du 
troisième  ordre  citée  plus  haut.  Quant  à  cette  dernière,  comparer  aussi  Mliîwitz, 
Math.  Ann.,  XXXIII,  p.  3^.5-302;  1889.  —  Pour  la  forme/,,  Bmosciu  est  également 
parvenu  à  l'équation  différentielle  du  3"  ordre  de  Scliwarz,  en  examinant  le  cas 
où  le  quatrième  composé  de  la  forme  avec  elle-même  coïncide,  à  un  facteur  près, 
avec  la  forme  originale  {Chelini  Coll.  math.,  p.  210-219;  1881,  et  Comptes  rendus, 
XCVI,  p.  1689-1^92;  i883). 

(  =  )  Hilbert  a  fait  voir  dans  les  Math.  Ann.  (XXX,  p.  561-570;  1887)  que  les 
formes  binaires  admettant  des  transformations  linéaires  en  elles-mêmes  pouvaient 
être  considérées  comme  cas  particulier  d'une  classe  plus  générale  de  formes.  Cette 
dernière  s'obtient  en  cherchant  les  systèmes  »  -t-  \'i^  pour  lesquels  le  troisième 
composé  de  9  avec  <!^  disparait  identiquement.  —  Consulter  Gordan-Iversch.,  II, 

§  i:^. 

{')  Comptes  rendus,  LXXXIV,  p.  1446-1448.  Journ.  fur  Math.,  LXXXIV,  p.  85- 
2i5;  1S77.  ^o"*  Mémoire  Sur  la  détermination  des  groupes  d'ordre  fini  con- 
tenus dans  le  groupe  linéaire  est  une  revision  et  la  suite  du  travail  précédent, 
Atti  di  Napoli,  Wil,  1S80.  Les  cas  spéciaux  pour  n  =  3  demandaient  à  être  con- 
firmés par  une  autix  voie.  C'est  ce  que  fit  Valentiner  par  des  considérations  pure- 
ment algébriques  {Kjôb.  Skrift,  (6),  V,  p.  6'|-235;  1889);  toutefois,  certains 
points  isolés  demandent  encore  à  être  éclaircis. 

Dans  Jordan,  la  pi'opriété  des  formes  primaires  de  Fuchs  se  trouve  étendue  aux 
équations  différentielles  d'un  ordre  supérieur  au  second. 

Consulter  HcELDEii,  j1/ai/i.  Ann..   XL.    p.  55-88;  1S92  et    Askwith,  Quart.  ./., 

xxn",  p.  1 11-167;  1889. 
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oonduil  (inaloinonl,  après  avoir  examiné  à  |)arl  un  grand  nombre 
de  cas  spéciaux,  à  onze  types  difTérenls  (')  dont  un  seul  peut  être 
considéré  comme  essentiellement  nouveau. 

11  s'ag\lic\  du  groupe  hessien  {-)G>i 6,  (avec  216  substitutions) 
jouissant  de  la  propriété  remarquable,  signalée  par  liesse,  de 
laisser  inaltérés  les  quatre  systèmes  de  trois  droites  passant  par 
les  neuf  points  d'inflexion  d'une  cubique  plane. 

Par  suite  d'une  faute  de  calcul,  Jordan  avait  omis  un  autre 
groupe,  également  nouveau,  le  groupe  G, os?  que  Klein  a  décou- 
vert ("')  en  examinant  les  transformations  du  septième  ordre  des 
fonctions  elliptiques.  La  résolvante  adjointe  de  Galois  (du  cent 
soixante-huitième  ordre)  possède  un  groupe  de  cent  soixante-huit 
substitutions,  puis([ue  chacune  de  ses  racines  r,  envisagée  comme 
fonction  du  rapport  co  des  périodes,  reste  précisément  inaltérée 
pour  les  cent  soixante-huit  substitutions  de  to  identiquement 
congrues  selon  le  module;.  La  quantité  r,  est  liée  à  l'invariant 
absolu  de  l'intégrale  elliptique  par  une  équation  (de  l'ordre  168 
en  -f.)  qui  est  du  genre  3.  Elle  admet  également  cent  soixante-huit 
transformations  en  elle-même.  A  cette  équation  on  fait  corres- 
pondre la  courbe  normale  du  quatrième  ordre 

/=  X\  To-h  xl  X^-^  Xl  Xi  =  O. 

Le  système  ('•)  complet  de/,  comme  celui  du  groupe,  se  com- 
pose, outre/,  encore  de  3  covariants  du  sixième,  quatorzième, 
vingt  et  unième  ordre,  entre  lesquels  il  existe  une  syzygie. 

L'interprétation  géométrique  de  la  résolvante  de  Galois  permet 
de  voir  sans  difficulté  que  celle-ci  possède  une  résolvante  du 
septième  et  une  autre  du  huitième  ordre.  On  peut  d'abord  fixer 


(<)  Certains  de  ces  types  sont  en  réalité  des  groupes  à  deux  variables.  Ils  jouent 
un  rôle  important  en  Géométrie.  Dans  le  Gott.  Nachr.,  p.  85-107;  1887,  Hurwitz 
a  examiné  les  substitutions  qui  transforment  en  elle-même  une  courbe  algébrique 
plane  (de  genre  /?>  1).  —  Le  groupe  G„  a  été  étudié  par  Sludy  {Leipz.  Ber., 
p.  122-161  ;  1892). 

(  =  )  Dans  les  Math.  Ann.,  WXIIL  p-  324  et  suivantes  (1889),  Maschkc  a  publié 
une  étude  détaillée  du  groupe  hessien.  Comparer  Burkiiaudt,  Math.  Ann., 
XXWIII,  p.  161-224;  1891. 

(^)  Math.  Ann.,  XIV,  p.  428-471;  1879-  ^'oir  en  particulier  p.  438,  note.  —  La 
théorie  du  groupe  G„,  est  traitée  en  détails  dans  \\u:is-V[\iv.kv.,  Modit/fun/,(ionen, 
III'  Partie,  Ch.  VI. 

{')  Voir  les  Math.  Ann..  t.  XVIÏ,  p.  217-233. 
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les  cinquanlc-six  points  de  conlcicL  des  vinf^l-lmil  Ijingenfes 
doidilcs  de  f  à  l'aide  de  sept  coniques  (')  (pii  dépendent  d'une 
é(pialion  du  septième  ordre.  Puis  on  peut  ordonner  les  vingt- 
quatre  tangentes  d'inflexion  deyen  huit  systèmes  de  trois  droites, 
qui  sont  déterminées  par  une  é(|uation  du  huitième  ordre  (-). 
La  réciproque,  signalée  par  Klein,  a  été  développée  avec  beaucoup 
de  détails  parGordan  ('). 

Dans  leur  ensemble,  les  groupes  finis  de  substitutions  quater- 
naires ou  d'ordre  plus  élevé  ne  sont  pas  encore  connus.  Toutefois, 
Klein  a  été  récemment  conduit  par  différentes  voies  à  des  exemples 
importants  de  groupes  fpiaternaires.  Deux  de  ces  groupes  con- 
tiennent la  résolution  des  équations  générales  du  sixième  et  sep- 
tième ordre,  obtenue  par  Klein  (''). 

Si  l'on  ramène  ces  équations  à  une  forme  qui  ne  contient  plus 
les  termes  d'ordre  le  plus  élevé  de  deuxième  et  troisième  rang, 
c'est-à-dire  telle  que  la  somme  des  racines  ainsi  que  celle  de  leurs 
carrés  soient  nulles,  on  peut,  à  l'aide  des  complexes  linéaires, 
donner  une  interprétation  géométrique  des  formules. 

Malgré  le  grand  intérêt  de  ces  recherches,  dans  lesquelles  inter- 
vient avec  tant  de  succès  la  Géométrie  réglée,  nous  devons  nous 
borner  à  signaler  simplement  les  Mémoires  les  plus  remarquables. 

Un  troisième  groupe  (ternaire)  important  a  été  rencontré  par 
Klein  C')  dans  ses  travaux  sur  les  six  complexes  fondamentaux. 
Le  système  complet  de  ce  groupe  est  dû  à  Maschke  (^).  L'un  des 
sous-groupes  de  ce  groupe  coïncide  avec  celui  (')  qu'a   obtenu 


(')  Cela  est  possible  de  deux  manières.  Les  relations  réciproques  entre  les  ra- 
cines des  deux  équations  du  septième  ordre  constituent  la  base  du  travail  de 
Gordan.  —  Voir  Math.  Ann.,  t.  XX,  p.  528  et  plus  bas  note  (^). 

(»)  Comparer  Noether,  Math.  Ann.,  XV,  p.  89-110;  1879. 

(')  Gordan,  Math.  Ann.,  XVII,  p.  217-233,  359-378,  1880;  XIX,  p.  529-552; 
XX,  p.  487-514,  p.  5i5-53o;XXV,  p.  459-521;  i885. 

La  surface  de  Riemann  de  la  courbe  /=  o  a  été  étudiée  par  Haskell  dans  le 
Amer.  J.,  XIII,  p.  i-52;  1890.  Il  s'agit  ici  de  la  nouvelle  espèce  de  surface  de 
Riemann  signalée  par  Klein  dans  les  Math.  Ann.,  VII  et  X. 

(")  Math.  Ann.,  XXVIII,  p.  499-532;  1887.  —  Comparer  Cole,  Amer.  J.,  VIII, 
p.  263-286;  1886.  Le  second  groupe  a  été  étudié,  au  point  de  vue  de  la  Géométrie 
réglée,  par  Maschke  dans  les  Math.  Ann.,  XXXVI,  p.  190-215;  1890. 

(^)  Math.  Ann.,  IV,  p.  346-358  ;  1871. 

{<-)  Math.  Ann.,  XXX,  p.  496-5i5;  1887. 

(')  Comparer  Rt: ichardt,  Math.  Ann.,  XWIIT,  p.  84-9S  ;  1887. 
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lîorcluirdl  [)Our  les  deux  modules  des  fondions  liyjîerellipliqiies 
de  j^enre  deux. 

Si  les  modules  introduits  par  Borchardt  doivent  être  considérés 
comme  des  fonctions  de  Jacobi  du  deuxième  ordre,  Rlein  a  cepen- 
dant remarqué  l'existence  de  fonctions  analogues  du  troisième 
ordre.  Celte  question  a  été  développée  par  Witting  (*);  on  par- 
vient à  un  nouveau  groupe  ternaire  de  26920  coUinéations. 
Maschke  a  démontré  que  ce  groupe  était  lui-même  contenu  dans 
un  autre,  d'un  nombre  double  de  substitutions,  et  il  a  établi  le 
système  complet  de  ce  dernier  (-).  Sa  méthode  repose  sur  le  fait 
qu'en  annulant  l'une  des  quatre  variables  convenablement  choisie, 
on  retombe  sur  le  groupe  hessien  Go,c. 

Le  groupe  en  question  est  isomorphe,  d'une  part,  au  groupe  de 
la  trisection  des  fonctions  hyperelliptiques  du  premier  ordre, 
d'autre  part,  à  celui  de  l'équation  du  vingt-septième  ordre  dont 
dépendent  les  vingt-sept  droites  d'une  surface  du  troisième 
ordre  (')• 

Aux  recherches  précitées  vient  se  joindre  un  ensemble  de  tra- 
vaux remarquables  d'Aulonne  ('')  a^ant  pour  objet  la  détermina- 
tion de  tous  les  groupes  et  sous-groupes  de  la  transformation  de 
Crémona  (du  plan),  en  particulier,  des  transformations  quadra- 
tiques et  cubiques. 

Nous  nous  en  tiendrons  là,  quant  aux  groupes  d'ordre  fini,  pour 
examiner  un  Mémoire  (^)  de  Maurer  sur  les  groupes  à  paramètres 
arbitraires,  d'autant  plus  que  ce  travail  se  rattache  à  la  question 
soulevée  au  début  de  ce  paragraphe.  La  méthode  suivie  dans  ce 
Mémoire  est  remarquable  par  le  fait  qu'elle  établit  un  lien  entre 
les  systèmes  complets  de  certaines  équations  différentielles  selon 
la  méthode  de  Lie  et  les  diviseurs  élémentaires  de  Weierstrass. 

Si,   sous  l'effet  d'une   substitution,  une  forme  (/.  c,  p.  107) 


(')  Math.  Ann.,  XXIX,  p.  157-170.  cf.  Reiciiardt,  l.  c. 

C)  Math.  Ann.,  XXXIII,  p.  317-344. 

C)  Jordan,  Traité  des  substitutions,  1871. 

Quant  au  rapport  de  ces  deux  problèmes,  voir  Klein,  Journ.  de  Math.  (4), 
IV,  p.  169-177,  1888,  et  BuRKHARDT,  Gott.  Nachr.,  p.  i-5;  1892. 

{-)  Voir  une  série  de  communications  insérées  dans  les  Comptes  rendus  depuis 
i883,  t.  XCVII,  à  1887,  t.  CV,  et  ses  Mémoires  dans  \e  Journ.  de  Math.,  4'=  série, 
t.  I,  II,  III,  IV. 

(')  Miinch.  Ber.,  p.   loo-ifio;  1888. 
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/{^i,  X.,,  ...,  x„)  se  transforme  idenlifuicinciiL  en  /(j'i,  J'-j,  ...,y„), 
il  en  résulte  un  système  S  d'c-qualioiis  algéhriques  auxquelles 
doivent  satisfaire  les  coefficients  de  la  substitution.  Painii  les 
formes  irréductibles  définies  par  S,  il  s'en  trouve  toujours  une 
seule  (')  qui  renferme  la  substitution  identique;  ici  le  groupe 
correspondant  entre  seul  en  considération. 

D'après  Aronhold,  I'idf'ntitéy*( .2?)  ^y(y)  est  remplacée  par  un 
système  complet  d'équations  difTérentielles  linéairement  indépen- 
dantes. Tl  en  résulte  la  conséquence  inq)orlante  (pi'une  substitu- 
tion comprenant  m  |)aramèlres  indépendants  peut  être  envisagée 
comme  composée  d'un  même  nombre  de  substitutions  élémen- 
taires, c'est-à-dire  ne  dépendant  que  d'un  seul  paramètre.  L'exa- 
men de  pareils  groupes  élémentaires  est  basé  sur  les  propriétés 
des  diviseurs  élémentaires  du  détenninant  J'ondainen lai, 

I  Cu—  '■,   C,2,   Ci3,    .  .  .,   Cm  I, 

où  les  c  sont  des  nombres  déterminés  par  la  structure  du  groupe. 
11  existe  deux  svstèmes  (-)  détei'minés  de  valeurs  c  au  mojen  des- 
quels ce  paramètre  peut  être  exprimé  rationnellement;  les  autres 
cas  se  ramènent  à  celui-ci. 

Comme  critérium  (/.  c,  p.  i38),  on  en  déduit  qu'une  formey 
doit  satisfaire  à  ii  équations  différentielles,  linéairement  indépen- 
dantes, de  la  forme 

22''>'!J^âé^!'-='''        ^'^  ''^'  ■••''")' 

OÙ  les  C  font  partie  de  l'un  des  deux  systèmes  déterminés.  Dans  le  cas 
des  invariants  ordinaires,  on  a  évidemment  m  =  /?-,  c'est-à-dire 
égal  au  nombre  des  coefficients  arbitraires  de  la  substitution  (^). 

C)  Ce  qui  suit  reste  généralement  vrai,  comme  le  fait  remarquer  .Maurer,  si/ 
est  une  fonction  rationnelle  (et  liomogéne)  des  x. 

(^)  Le  déterminant  fondamental  des  c  est  alors  ou  égal  à  /•„,  ou  il  ne  possède 
que  des  diviseurs  élémentaires  de  premier  ordre  et,  de  plus,  seulement  des  racines 
entières. 

(')  Dans  un  autre  Mémoire,  .Vlaurer  a  étendu  ses  recherches  aux  transforma- 
tions non  linéaires  des  variables  {Jouin.  fur  Math.,  CVII,  p.  89-116;  1890). 

{A  suivre.) 
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ANNALES  DE  LA  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse. 

Tome  IV;  1890  (i). 

Stoiiff  {A\).  —  Sur  de  nouvelles  fonctions  harmoniques  à  trois 
variables  analogues  aux  fonctions  thêta-fuchsiennes.  (A,  1-19). 

I.  Nous  désignerons  la  conjuguée  d'une  quantité  imaginaire  par  la  lettre  qui 
désigne  cette  quantité,  affectée  de  l'indice  zéro. 

Posons  u  =  X  -{-  yi,  [l  =  au  +  by'k  =  eu  -+-d,  a,  b,  c,  d  étant  quatre  nombres 
complexes  satisfaisant  à  l'équation  bc  —  ad  =  i.  L'expression  générale  d'une 
substitution  transformant  en  lui-même  le  pian  des  xy  est 

Xa„+  ca,. 


aa„-H  aa„z\ 


Considérons  le  groupe  formé  de  celles  de  ces  substitutions  pour  lesquelles 
«,  6,  c  et  d  sont  des  entiers  complexes. 
Soit  S;  une  quelconque  des  substitutions  de  ce  groupe. 
Soit  /■,  =  \J\i.^\x-^-\-  a^aj^z', 

r,.u=  ^Tnn (A—o,  1,2,  ...,;0- 


C)  Voir  Bulletin,  XVIL,  p.  128. 


G  siîCONDii  PAirni']. 

Ces  fonctions  satisfont  à  l'équation  AV    -  o. 

La  série  ^^  9,^,,  où  la  somme  est  étendue  à  toutes  les  substitutions  du  groupe, 

i 

est  convergente  pour  n  <  [\. 

Elle  représente   une   fonction   de  x,y,  z,  satisfaisant  à  l'équation    AV  =  o. 
Désignons-la  par  Z,,^. 

Soit  Sy  une  substilulion  quelconque  du  groupe.  l'osons  S.S.=  S  , 


rr'Vc''    ,C',"''b''  a"    '•'  ''(/'"   l'r''   "'^1' 


A....,...= 


{C',',i   étant    Ir    M()uii)rc    di;s    combinaisons    de  /;/    Iriircs    prises  p  à   />),    uou^ 
aurons 


(^"..)^;='Vy  •V...r , 


III  -0 

cl 

m  =  n 

(Z-.*)^,=  '-/2^  -V".^ (A  =0,  .,.,...,«) 

[(^,.1)^,  signifie  que  l'on  fait  dans  Z,,^   la  substitution  S  ]. 

II.  I\L  Stouiï  s'occupe  ensuite  de  trouver  l'expression  générale  des  substitu- 
tions qui  laissent  inaltérée  une  sphère  de  rayon  i  ayant  pour  centre  l'origine, 
qu'il  appelle  sphère  fondamentale. 

a,  b,  c,  d,  a',  b' ,  c',  d'  étant  huit  nombres  réels  satisfaisant  à  l'équation 
aa' +  bb' -i- ce' +  dd' =  0,  soit 

\  =       b.r  -{-  dy  -i-  cz  —  «',  X'  —      b'  x  -(-  d' y  -\-  d  z  -ha, 

Y  —  —  ax  -i-  cy  —  dz  —  b'.  Y'  =  —  a' x  -f-  c'y  —  d' z  -i-  b, 

Z  ^      dx  —  b)-  —  az  —  c',  Z'  =       d' x  —  b'y  —  a' z  -+-  c, 

U  =  —  ex  —  r/j-  f-  bz  —  d',  L'  —  —  c' X  —  a' y  -i-  b' z  --  c/. 

La  solution  cherchée  a  pour  expression 

.    XV— YX'— Zl '^- IZ' 


X^ 

+  Y^ 

-+-z^  + 

u^ 

XU'- 

-  YZ' 

-f-ZY'- 

-  UX' 

\= 

M- Y^ 

-1-Z^H- 

u^ 

\Z'H 

-  VU' 

—  ZX'- 

-UY 

X^+  Y-+Z  -H  U' 

M.  Stouff  s'occupe  ensuite  de  former  la  substitution  T  =  SS,;  ôs  étant  un  élé- 
ment d'arc,  5s'  son  transformé  par  une  substitution  S, 

,  ,       a'- -h  b'-  -4-  c'--i-  d'-  ^  a-  —  b-  —  r^  —  d^  , 


X^+ Y'+Z^+  U^ 

Enfin  M.  Stouff  suppose  que  l'on  a  a'^+  è'^+  c'^-f-  d'^—  a-—  b-—  c'—  rf'=  i. 
Considérons  un  groupe  discontinu  de  ces  substitutions.  S,-  étant  l'une  quel- 
conque d'entre  elles,  soit  K,  =  yX/H-  Y/-f-Z/-i-  U,% 


REVUE   DES  l'UBLlCATlONS 
La  se  rit' 


^     __j!'M , 

^  ou":  00<  dc[  drf*  daY  dbj  de}'  dc^t 
,-sl  .onvcrgcnle  pour  «  >  ô.  Nous  désignerons  par  ?,ï.^.>Y^- 

M.  SloiilV  iléinonUc  la  formule 

-^  (  r «?v« .■>YS' )  S/  =  ^ ^S«?ï« «>Y«' ^«?v« «>V*'' 

l.«   A   .Mant  des  coefficients  conslanls.  fonctions  des  coefficients  de  S,,  et  la 
llluon  étant  etindue,  dans  ,e  second  membre,  au.  fonctions  ,  qui  corres- 
pondent à  toutes  les  dérivées  partielles  d'ordre  n  de  ^.  Les  fonctions  ,  forment 
.loue  un  système  zéla-fuchsien. 
m.  Après  avoir  cité  la  fonction 

r(x.  ..-,  z)  =   /*'%n  !  ^  l-L-^^  -  '(r  cosco  +  ^  sino>)]U/o,. 

.,.i  satisfait  à  fé,uatiou  SV  =  o,  et  reste  inaltérée  par  la  sul.stUul.on 

./•  inx^-. 
r  \i\y  tj', 
z  in  zcj'. 

.;<,   „  =  r¥,  M.  SLonO-  dé,„„,me  la  |„„|,o,Uiou  suivauLe  :  Ue  Icisiac  de, 

„,-„,.  >,,,.=  '^f,.^.'";:,'^;:,;    r,r'p^.„M^„e  ae  DldCM  pou,.  ,e,  v„- 
e„tre  S    cl    ^    S,   Ion  sa.l  .eso^  H  ^^_^_^^^  ^^^  j^„^j,„„  ,„,. 

',;;::;:e  ":,;  't:zi::^^^<^  ^»  ".;,.  a»,... ... .  ».  se  ua„.o™.„i 

en  elle-même  par  la  substitution  précédente. 
Lcgoux  {A:}.   -    Sur  nu    systè-mc   de    courbes   orlhogonales   cl 
liomofocales.  (13,  1-7  )• 

1 1  -i-^  B/.  -  C  =  o,  >.  élant  un  paramètre  variable,  A,  B,  C  elant  (les  '  " 
ttlTon::;,  aes  co;,.a„„„.e.    SI  -  ço,,,.«^^en.  nn  ^^ 

r;:  i';;:,:::-::  ;r«::°i^^:'u.:;rrkon,,.e  en  „„..... ., 

a.  b  sont    des   constantes,  /  "ne    fonction 


courbes  r 


=z  I  ,    OU 


A/  — rt        V       t/  f    ,,1,,^    Pour  iiu'cllc-^  soient  orthogonales, 

de  X-  et  de  y.  Ces  courbes  sont  houu.foL.di  -.  1  oui  qu  eiu  . 


8  SECONDE   PARTIE. 

il  f.iiil  <[iic /' salisfusse  à  l'équalion  aux  dérivées  partielles 

dont  M.  Lcgoux  donne  une  intégrale  complète. 


Kœnigs  (O.).  —  Remarque  sur  un  point  de  la  ihéoric  des  fonctions 
elliptiques.  (!'],  ï-/\). 

Soit  rT  (s  I  ^,,  ^^,  . . .,  z.^)  un  polynôme  en  z^,  z^,  . . .,  z.^,  de  degré  m,  dont  les 
coefficients  sont  des  fonctions  uniformes  doublement  périodiques  de  z.  Soit  Ç(3) 
la  fonction  elliptique  de  seconde  espèce,  a^,  a^,  ...,a.^  des  constantes. 

Posons 

F(:;)  ^  J[^|;(c-fl,),  !;(  =  -«,),  ....  ^(--«J]. 

Si  l'{z)  n'a  pas  de  pales  à  distance  finie,  elle  se  réduit  à  une  constante. 
Ce  théoi'ème  permet  de  simplifier  l'établissement  de  plusieurs  formules  de  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques,  telles  que,  par  exemple,  la  formule 


!;(;<  +  v)  =  ;(«)  -1-  :(v)  + 


•  p'jii)  —  p'  {'') 

•>    p{u)—p{'.>) 


II  faut  observer  que  F (2)  pourrait  n'avoir  pas  de  pôles  dans  un  parallélo- 
gramme de  périodes  donné  et  en  avoir  dans  les  autres. 

Exemple  :  F (^z)  —  p{z)  —  ^'{z)  est  dénuée  de  pôles  dans  tout  parallélo- 
gramme de  périodes  comprenant  l'origine  ;  mais  elle  admet  comme  pôles  simples 
tous  les  points  homologues  de  l'origine.  F(^)  ne  peut  demeurer  finie  que  dans 
un  nombre  limite'  de  parallélogrammes  correspondant  à  un  couple  primitif 
donné  de  périodes. 

Jamet  {J-)-  —  Sur  la  théorie  des  sphères  osculatrices  à  une  courbe. 

(F,  ,-8). 

M.  Jamet  propose  de  résoudre  le  problème  suivant  :  Le  centre  d'une  sphère 
se  déplaçant  sur  une  courbe  donnée  S,  comment  doit  varier  son  rayon  pour 
qu'elle  soit  sans  cesse  osculatrice  à  une  autre  courbe  (C)? 

Pour  que  la  sphère  mobile  soit  osculatrice  à  une  courbe  C,  il  est  nécessaire 
et  suffisant  que  le  point  de  contact  de  sa  caractéristique  avec  son  enveloppe 
soit  dans  le  plan  osculateur  à  la  courbe  S,  lieu  des  centres.  Soient  d<s  l'angle 
de  contingence  de  S,  F(ff)  l'expression  du  rayon  de  courbure  de  S,  R  le  rayon 
de  la  sphère. 

Posons 

A  =    /       F'  (t)  cos  :j  d<j  —  F  (t^,)  cos  ï„        ^  —   I        ''  '  (')  *'"  ~  ^^^  —  ''  i^J  *'"  'o> 


T^,  T,.  ff^  sont  des   constantes   arbitraires   dont    l'une,   ï,,    peut    être    supposée 
nulle;  on  a 

IV  =       f      F(7)  sin^rfî  H- A       -r-      /      F(7)co5-rf- -^H     • 


IM'VUiï   DES   PUBLICATIONS.  () 

De  celte  l'oiiiuile,  .M.  Jamel  décluil  (luclques  remarques  conccrnanl  les  deux 
problèmes  suivants  dont  on  doit  la  solution  à  Serret  (^Comptes  rendus  des 
séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  XLV,  p.  i252  et  suiv.)  : 

1°  Trouver  les  trajectoires  orlhogonalcs  des  plans  osculateurs  à  une  courbe 
donnée;  2°  trouver  les  surfaces  dont  les  lignes  de  courbure  d'un  système  sont 
planes,  le  plan  qui  contient  chacune  d'elles  étant  normal  à  la  surface  en  chaque 
point  de  la  section. 

Si  l'on  imagine  uu  pian  qui  roule  sur  la  surface  dévcloppable  ayant  S  pour 
arête  de  rebroussement,  |)0ur  un  observateur  entraîné  avec  ce  plan,  la  sphère 
occupera  une  série  de  positions  relatives,  constituant  un  faisceau  de  sphères  : 
toutes  les  sphères  de  ce  faisceau  passeront  par  un  point  fixe. 

Stieltjes  [T.-J.).  —  Sur  les  polynômes  de  Legendre.  (G,  1-17). 

Définissant  P"'(a;)   comme  coefficient  de  ^~"~'  dans  le  développement   de 
_1 
{z' — ■!  zx -^  \)    -   suivant  les   puissances  descendantes  de  ;:,   M.  Stieltjes  dé- 
montre la  formule 

P(")(^)  =  _i_(„Ao-  II!,), 
où 

\  =  X  -\-  \J  X-  —  I , 

ç~'  =:  j;  —  \  X-  —  i; 

les    chemins   d'intégration    sont    reclilignes,   et  la   valeur   initiale   du    radical 
est  -M. 

Posons  07  =;  COS0,  o  <  0  < -,  puis  dans   l'intégrale  al),  ^  =  ;(i — «)>  dans 

l'intégrale  \ll),  z  =  ;"'(' —  ")!  soit  enfin  a  =  0 '-■,  on  trouve 

(I)     P^")(cos0)  =        .1 [partie  réelle  de  J/'^^2".)'    /^'i^^^"]; 

V'?f  est  pris  positivement,  et  pour  ^/ 1 — ku  on  prend  la  valeur  qui  se  réduit  à  1 
pour  M  =:  o. 

Comme  on  a  i  A"  1  =  — r— -:-  <  1  pour  ^  <  0  <  —r-i  on  peut  poser  dans  cette 
2  sin0  6  6 


hypothèse 


-\-  -  ku  H '-7  k-  llr  - 


i/i-ku  '    ■'■  2.4 


d'où    l'on    déduit    le    développement   suivant,    convergent    même    pour  0  =;  -^ 

.')-       .   ,,  ,  ^         4       2.4.6. .  .(2/O 

ou  0  =  — T-)  ou  I  on  a  pose  C„  =  —    r— : ; -' 

6  '  "       -;:   ci .  j .  7 . .  .  (  2  /«  -t-  1  ) 

cos  I  /;  0  H a  1  cos  (  /;  0  H —  a  ] 


p:"}(cos0)  =  C„ 
(2)     / 


V2si'n0  2(2n  +  3)       y'C-*  sin0)' 

cos(  /10  +  -  a) 

\i^ y 2__/  ,_ 


o  SKCONDH   l'AiniK. 

On  [xnil  (ililciiir  1<;  iiièiiie  (lévciopjx'iiienl,  iiiiiis  limili-   a    un    tioiiil;rr  fini  de 
termes,  avec  un    leriiie   C()in[)l(''inciilyire,  cL  cela,  pour  une   vali-ur  i|iicl(i)ri(|ui' 

de  a  comprise  cnlre  o  eL  ~.  On  remplacera    pour  cela   — r=r —  dans   l'exprcs- 

\  I  —  Jai 

sion  (i)  uai-  -    /      ; : 5  cl  l'on  fera  usa-'c  dr  lidcnlilii 

-  ,/|j     1  —  Au  sin^v 

1  ,       .  ,  ,       ■        .  (/«"  siri'v)/' 

;— -: =  1  -1-  Au  siii^v  -^. .  .-H-  (  An  sin- v)/'   •  ■+- , ; • 

1  —  Au  sin'v  I  —  Au  sin^v 


On    relrouve  ainsi    le  développcmcnl  (j)  limilé  a  ses /v  [)rciiiicrs  termes;  et 


si   INI   est  le   maximum   du    module   di 


(maximum    qui    ne    varie 


—  Au  sin' V 

(|u'entre  i  et  2),  l'erreur  commise  en  prenant  les  p  premiers  termes  du  dé- 
veloppement (!)  est  inférieure  en  valeur  absolue  à  M  fois  le  terme  suivant 
dans  lequel  on  aurait  remplacé  par  l'unité  le  cosinus  qui  y  figure  au  numé- 
rateur. 

Comme  conséquences  de  celle  formule,  notons  les  suivantes  :  on  a 

lim  P(")(cos0)  =  o, 


ivième   lorsiiue   (-)   tend   vers  zéro  avec  -  ,  si    «B  iroil   au  delà   de    toute   limite 

n 

{voir  le  Mémoire  de  M.   I>run>,   l.  '.){)  du  Journal  de  liorchardt). 

Puis 

.!((-))  =    lini    Pi")      COS  -  h^  I h    — ; TT—   +... 


^\ 


Vf) 


«.  ib 


\B^ 


(résultat  dû  à  Poisson,  Journal  de  V École  Polytechnique,  \1\'  cahier.) 

Ajoutons  qu'en  prenant  la  somme  des  p  premiers  termes,  l'erreur  commise 
est  inférieure  en  valeur  absolue  au  terme  suivant  dans  lequel  on  aurait  rem- 
placé par  l'unité  le  cosinus  qui  y  figure  au  numérateur. 
Ensuite,  si  .r, >  a;j>  . .  .>  a7„  désignent  les  zéros  de  Pi"'(x),  on  a 


(2A— i)- 

COS  >  Xi-  . 


-ik-r. 


2  n  -H  1 
Enfin  on  déduit  aussi  aisément  des  considérations  précédentes 

Pi")(cosB)  =  C„    sinf/i-M)  6  +     '  ]    ^'  ~"  '.,  ■  sin(H-f-3)e 
^  '  "  [        ^  i.{.in  -r  ■:>) 


\  .?>.{n  —  ^){  n  -\-i) 
1 . 2  (  -j  /i  -h  j  )  (  2  /i  -h  ô  ) 


sin  (n  H-  5  )  B  -t- 


...] 


(roù- Heixe,  Traité  des  fonctions  sphériques,  t.  I,  p.   19;  1SS9). 
Envisageons  maintenant  l'équation  différentielle 


(■-^■0 


d\r 
dx- 


dy  ,  , 

jx  -  -  —  n{n  -i-i)  y 
dx 


UEVUE   DES  PUBLICATIONS.  n 

ù  laquelle  siilibfail  P„(a:).  Une  aulie  solution  sera  donnée  par  la  foiniiilc 

Mais  comme  elle  n'est  pas  réelle  tlans  l'intervalle  (  —  1,  +1)-  ^'-  Sticlijos  con- 
sidère à  sa  place  la  fonction 

S^'')(.r)=:  -Vi"  {X)  L-î-lt^  —  R(")(x). 
ai  on  écrit  la  formule  connue 


où  F  désigne  la  série  liypergéométri([uc,  sous  la  forme 

lie  léiiuation 

^d^R("!(a:)  dR("){x)  ,  „,,.     ,  dV^"'{x) 

(\-  X') , 20:—,-—^  4-  «(n+O  \\"'{x)  =  2 j-^ — , 

dx'  dx  dx 

on  déduit 
avec 

O  /  '  I  I   \ 

(^^  =  (,7— TT  -^  F+2  ^•••"^  /ij''^- 

On  conclut  de  là 

lim   S'-"Wcos-  )  =  J(0)L-  —  C-(-(C  — i)  — 

_/ C  -  I  -  i  ") -^  4-/'c  -  I  -  -  -  M  — ^ -•  •  • 

C  étant  la  constante  eulérienne.  Soit 

K(0)=  lim  S>'(cos    '), 

l'équation  différentielle  de  Fourier  et  de  Bessel 
„  d'y        dv 

admet  comme  intégrale  générale 

y  =  c,j(e)-^cj<(0). 

M.   Stieltjes  cherche  ensuite  à  exprimer  les  intégrales  -l>  et  lHi  en   fonction 
linéaire  de  S:")(a;),  P(")(a;)  et  arrive  au\  formules 

2H,(^)=    / du. 


Sl'CONDH  l'A  un  E. 

Il  cil  (li-diiit  (|iic  l'on  a 

^-S(")(cose)  =  -c  r^^"i^!^,^Jja  + '1 s,nue  +  ;a_) 

"^  L        V2sinB  3(:2«-t-3)       ^/(asine)' 

i\.3' sin(ne  +  !  a)  ]     - 

/i  +  3)(L>/t4-ô)       ^/(jsine)'  "J' 

V  -^  L        v'W  *^         v/'»^  ^-''^         y/»'        ""'"J 


2. .',.(2 

puis 


K(e)  =  - 

L'('(jualion  S  "  =  o  adincL  «  racines  comprises  dans  les  intervalles 

cos cos (  A-  =  0,  I,  2,  . . .,  n). 

L        2  n  -f- 1  2  «  -H  I      ) 


Enfin  l'on  a 


-  S(")  (cos  e  )  =  C„    cos  (  /i  +  I  ;  e  -H     '   "  cos  (  /i  -f-  3  )  H 

-  'I  1(2/1  +  0) 

;n  +  5)0-i-...j 


I  .  3  .  (  /?  —  I  )  (  «  H-  2  ) 


cos  (  n  -î-  5  )  0  -i- . . .         (  o  <  e  <  T  ) 


I  .  •! .  (  2  /t  -H  0  )  (  J  /i  -i-  5  ) 

(l'Of/-  Heine,  Fonctions  sphériques,  t.  I.  p.  i3o). 

Appell  {P-)-  —  Sur  une  classe  de  polynômes  à  deux  variables  et 
le  calcul  approché  des  intégrales  doubles.  (H,  1-20). 

I.  Imaginons  dans  le  plan  xO y  un  champ  d'intégrations  auquel  seront 
étendues  toutes  les  intégrales  doubles  considérées.  Soit  K  une  fonction  de  x  et 
de  y,  susceptible  d'intégration,  et  conservant  un  signe  constant  dans  tout  le 
champ  d'intégration. 

Si  l'on  cherche  un  poljnome  P  en  a;  et  y,  le  plus  général  d'un  degré  donné  p. 
vérifiant  les  conditions 

//  Kx'yi  P  dx  dy  =  0. 

pour  toutes  les  valeurs  positives  ou  nulles  des  entiers  i  et  j  dont  la  somme  est 
moindi-e  que/?,  on  trouve  qu'il  est  de  la  forme 

les  a  étant  des  coefficients  arbitraires  et  les  V  désignant  des  pol3nomes  linéai- 
rement indépendants  satisfaisant  aux  conditions  indiquées.  D'ailleurs  tout 
poljnome  en  .r  et  jk  de  degré  p  peut  être  mis  sous  la  forme  d'une  somme  de 
polynômes  A  „,  „  de  degrés  égaux  ou  inférieurs  à  p,  multipliés  par  des  constantes. 
Les  polynômes  V,„  „  possèdent  évidemment  cette  propriété  que  l'intégrale 

//  ^^^  m,n'^'-^,-.dx  dy 

est  nulle  tant  que  m  +  n  est  différent  de  \x  -i-  v.  On  peut  remplacer  les  poly- 
nômes ^  ,„_„  par  d'autres,  U„,  „,  de  degré  {m  -+-  n  ),  fonctions  linéaires  et  homo- 
gènes des  V„,  „,  tels  que  l'on  ait 


HEVUK   DES   l'UBLlCAllUNS.  '5 

,„U  que  l-on  na  pas  en  n.èn.e  Icups  m  =  ;..  »  ^  v,  loi*  en  ..ulre  que  l.m  ;nt 

Un  polynôme  quelconc,ue  ,1e  degré  p  pourra  se  inellrc  sous  la  forme  d'une 
somn.e  de  polynômes  l,,,,.  multipliés  par  des  constantes.  S.  1  on  pose 

l.une   façon   générale   (voir  D.don,  .l,.;mto  rf.  Z'^-co/e  A^o/v««/e,  ,"  série, 
t.  VII).  si  l'on  a  une  suite  de  polynômes  tels  que  l'intégrale 

soit  nulle  tant  que  m+n  est  différent  de -x  +  v.  on  peut  eu  déduire  une  iuli- 
nité  de  systèmes  de  polynômes  associés.  P„„„.  K„„,.,  fonefons  hnea.res  et  homo- 
gènes des  U„,,„.  tels  que  l'on  ait 

tant  que  Ton  n'a  pas  /?t  =  a,  "  =^  v.  .   .^     ,  i-.-      . 

Remarquons  que.  si  un  p.dynome  P  <le  degré  j>  ver.fie  les  conditions 

/"/  Kx'yiP  dx  dy  —  o, 

Dour  £  +  /  <  P,  Il  s-annule  nécessairement  dans  le  champ  d'intégration.  S'il  est 
Sécomposable  en  un  produit  de  polynômes  entiers,  chacun  d'eux  doit  s  annuler 
dans  le  champ  d'intégration. 

II  M  \ppell  expose  d'abord  un  procédé  de  quadrature  mécanique  des  inté- 
grales simples  susceptible  de  se  généraliser  pour  les  intégrales  doubles  :  soient 
K(^)  une  fonction  donnée  intégrable  dans  l'intervalle  («,  b),  et 

f(x)=  y  o.,x' 

ie  convergente  dans  cet   intervalle,  ainsi   qu'aux   limites.  Pour  évaluer 

1=    r'K{x)f{x)dx=  ^  «,I,. 
•y  n  V  =  0 

avec  ^ 

I  =    r   z=  K{x)x'dx, 
'J  li 

on  substitue  à  f  ^x)  le  polynôme  ,(.)  de  degré  (.-.)  qui  devint  égal 
à/(^)  pour»  valeurs  de  x.,  x,,  ....  x,^  de  a;  choisies  dans  1  intervalle  (a. h). 
On  prend  pour  valeur  approchée  de  I  l'intégrale 


une  sei 
l'intégrale 


J=   Ç   \<(x)':!{x)dx-=^p.,.f{x,). 


i4  SEC()iNI)I<    l'AUTlK. 

Les  consliintes  p  et  les  inconnues  x  sont  délerniinécs  |)ar  les  équalioiib 

P  M-'r  P  M.-^  ■  •  ■-\-  P  ,Mi=  I,"'         y  -  o,  I,  2,  ...,(2«  —  i). 

Si  V  {x)  est  le  polynôme  de  (ieijré  n,  .lyanl  pour  racines  x^,  x^,  ...,^„,  re  po- 
lynôme P{x)  satisfait  aux  n  relations 


/ 


h 
\\{x)xfV{x)  dx  =^  o.         yj  =  o,  1 ,  2 ,  . . . ,  ( «  —  I ) . 


Si  K(5:)  cliangcait  de  signe  dans  l'intervalle  (a,  b),  le  polynôme  r(x) 
pourrait  n'être  pas  déterminé  par  les  conditions  précédentes. 

Soient  maintenant  K(:r,  y)  une  fonction  de  x  et  de  y,  intégrahles,  gardant  un 
signe  consUnU  dans  le  champ  d'intégration,  la  série 

[J.+V  =  =o 

fix,  y)—       V       a^.^  x'-'-y', 

\>.  +  'i  ^  0 

I  =  //''^/(•2^.  .V)  dx  dy, 


et  l'intégrale  double 
où 

avec 
Soii 


[J.  +  V   =   00 

^^        .-•■,'  .'■■' 

(A  -1-  V  =  0 

I.j,  ,^  //  Kx''-y'  dx  dy. 

(J.-f-V  =  ,) 

'■i{x,  y)  =       7       b.^ .,  X''-  y' 

|J.  +  V  ^  0 

un   polynôme  prenant  la   même  valeur  que  f{x,y)   en  n  =  — — ^ '— 

l)oints  du  champ  d'inlégratiou  non  situés  sur  une  couihe  d'ordre/?;  posons 

[J.  ^-  V  =  oo 

J  =  M  K ■■? ( •ï', :)' )  f^-^ (h'  =    ^    ";x,v ( p,^\y''.  -^ p,x\y\-^...-\- p„ x\ y',1  ) 

[A-i-  V  =  0 

et  déterminons  les  p,  les  x  et  les  y  par  les  3«  équations 

P^^''\y{  -^P^^'\y\  -^■■■-^Pn^'ny'n  =  I,x,v. 

obtenues  en  écrivant  que,  dans  la  diflerence  I — J,  les  coeflicienls  des  3/i  pre- 
miers termes  sont  nuls.  Il  faudra,  pour  que  le  problème  soit  possible,  que  ces 
équations  soient  compatibles,  et  donnent  pour  les  points  (x,,  y-)  des  points  réels 
du  champ  d'intégration,  non  situés  sur  une  courbe  d'ordre/;. 

AI.  Appell  examine  en  détail  les  cas  où  p  =  i,  p  z=.  [^.  \\  montre  que  le  pro- 
blème peut  dans  certains  cas  être  impossible. 

Hermite.  — -  Stir  les  racines  de  la  foncllon  spliérique  de  seconde 
espèce  (Extrait  d'une  lettre  adressée  à  M.  Lerch).  (I,  i-io). 

.Soient  X,,—  V {  x)  le  polynôme  de  Lcgcndrc  de  degré  n.  n(.z:)  la  partie  en- 
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lière  ilii  prodiiil 

\-(Xj(-    -h  r-^_  -4-  ^  -h.  ..  ); 

\  .7-  ■''.r'         :>X'  1 


Ces  expressions  vérilient   l'i'cpuil  inn  ilillV-rcnl  icllc 

(Lv  dx 

et  représeiileiit  ilaiis  tout  le  plan,  sauf  sur  la  circonféience  de  rayon  nn  ayant 
pour  centre  l'origine,  ce  que  Heine  appelle  la  fonction  sphérique  de  deuxième 
espèce.  M.  Ilerinite  étudie  l'équalion  Q'"5(^)=  o  et.  en  appliquant  le  théorème 
de  Caucliy,  parvient  auv  résultais  suivants  :  Soii 

^^e^^  /•(;)^(^._,),.n"(.r). 

e- —  I 

Soit  I  j;|  >i.  L'équation  f{z)~  o  a  n  racines  connprises  entre  les  deux  pa- 
rallèlesj'  =  2/Tr,  y=(2/  +  i)-:r,et  n'a  aucune  racine  entre  les  droitesr  =(2Z  +  i)r. 
ct_r  =(2/+  2)t:.  Ce  résultat  est  exact,  même  pour  ^  =  0. 

Enfin,  lorsque  n  est  impair,  il  existe  un  nombre  impair  de  racines  de  la  forme 
z  =  ih,  avec  2  /-  <  /i  <  (  2 /  -i-  1  )  -. 

Pour  I  ,r  i  <  I ,  on  pose 

i^^=c-.        /(c)  =  Q(")(x). 

I  —  X 

L"é(iiialiuii  /(  c)  =  0  admet  n  racines  entre  les  deux  parallèles  j)- =(  2/ —  i)-. 

j'  =  2/-.  et  n'en  admet  aucune  entre  y  =  qI~,  y=  (2/4-1)-,  pour  /  =  i,  2 

Il  n'y  a  aucune  racine  entre  une  parallèle  à  l'axe  Ox,  à  une  distance  infini 
ment  petite  au-dessus  de  cet  axe,  et  la  droite  j)'  =  -.  Dans  le  cas  de  n  impair, 
il  y  a  un  nombre  impair  de  racines  de  la  forme  ;  =  i/i,  avec  (  2/  — i)  7:  <  A<  2 /-. 

StieiLJes  (T.-J .).    —   Sur  les  racines  (1<"  la  fonction   sphéricjne  de 
seconde  espèce.  (J,  i-io). 

M.  llermilc  ayaul  obtenu  la  distribution  des  racines  de  l'équation  f{z)=o 
sur  le  plan  des  z  {voir  l'article  qui  précède),  M.  Stieltjes  se  demande  ce  que 
deviennent  ces  résultats  si  l'on  revient  à  la  variable  x  (cas  |  x  |  >i). 

Il  arrive  aux  conclusions  suivantes  : 

Adoptons  pour  le  logarithme  la  valeur  dont  la  partie  purement  imaginaire 
tombe  entre  qz-J,  on  a  ainsi  pour  0"'{x)  une  branche  parfaitement  déter- 
minée :  c'est  cette  branche  que  nous  désignerons  dorénavant  par  la  notation 
(y"){x). 

L'équalion 

(V"  (./•)  =  <• 
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iiiidnifl  aucune  racine  finie.  \J'i-i\\\.\\\n\\ 

()"'{x)~ir/—.il'(x)=<>, 

où  A  esl  entier  (non  nul)  ;i  n  r;irines  au-dessus  de  luxe  des  abscisses  si  A  >  o, 
au-dessous  si  A-  <  «. 

IM.  Sliclljcs  démontre  ensuite  ces  résultats  dircclenicnl,  <l  l'ail  voir,  en  par- 
ticulier, comment,  en  parlant  de  la  formule 

,„„,,    ,     I   r^'v(u)du 

2j_j         X—U 

on  |)cut  prouver  simplement  que  l'équation  0,,(j:)=  o  n'a  pas  de  racines. 

Aiidoyer  (//•).  —  Sur  les  formules  générales  de  la  Mécanique  cé- 
leste. (K,   1-35). 

M.  Andoyer  se  propose  d'exposer  une  méthode  permettant  d'obtenir,  pour 
représenter  le  mouvement  des  corps  célestes,  des  formules  purement  trigono- 
métriques. 

Soit  un  système  d'équations  diflerenlielles  /,  —  o,y,=  o,  ...,  à  plusieurs  in- 
connues x^,x,,  ...,  la  variable  indépendante  étant  t  :  les  premiers  membres 
sont  développés  suivant  les  puissances  positives  des  inconnues  (supposées  pe- 
tites par  rapport  aux  coefficients),  et  de  leurs  dérivées,  et  l'on  fait  l'hypothèse 
qu'ils  ne  contiennent  aucun  terme  indépendant  des  inconnues;  ces  coefficients 
se  composent  de  parties  constantes  et  de  séries  trigonométriques  procédant 
suivant  les  cosinus  ou  sinus  des  multiples  de  divers  arguments  N,:=  n^t  +  l-, 
les  n  et  les  /  désignant  des  constantes.  On  suppose  que  les  équations  ne  changent 
pas  si  l'on  change  le  signe  de  t,  et  des  constantes  /,  en  même  temps  que  celui 
de  certaines  inconnues  que  nous  appellerons  z^,  z.^,  . . .;  celles  dont  il  est  inutile 
de  changer  le  signe  serront  représentées  par  }\,  }\ Imaginons  les  coeffi- 
cients ordonnés  par  rapport  à  des  quantités  »?,,  ni^,  ....  j)etites  du  premier 
ordre;  on  suppose  que,  dans  Tune  au  moins  des  équations,  le  coefficient  de  la 
première  puissance  de  l'une  quelconque  des  inconnues,  ainsi  que  d'une  quel- 
conque de  ses  dérivées,  contienne  une  partie  constante  d'ordi'e  inférieur  à 
l'ordre  des  parties  périodiques  des  coefficients  de  la  même  quantité  dans  l'en- 
semble des  équations,  à  moins  que  dans  chacune  des  équations  le  coefficient 
de  cette  quantité  ne  soit  purement  périodique;  les  coefficients  étant  supposés 
généralement  d'ordre  zéro,  leurs  parties  périodiques  sont  au  moins  du  premier 
ordre. 

Cela  posé,  réduisons  ces  équations  à  former  un  système  linéaire  à  coefficients 
constants,  en  supprimant  tous  les  termes  qui  n'ont  pas  la  forme  correspondant 
à  un  tel  système.  Nous  supposerons  les  racines  caractéristiques  de  l'équation 
caractéristique  de  la  forme  ±g-<^ — i. 

Alors  la  méthode  des  coefficients  indéterminés,  combinée  avec  celle  des  ap- 
proximations successives,  nous  donnera  des  solutions  de  la  forme 

y.  =  V  Y<y'"/^'-  •••;  ''■"'"-  ■••  »  cos  (  /?,  N,  H-  />,  X,  ^ . . .  +  A-,  r,,  -^  /-^  g,  -f- . . .  ), 

^.  =  S z'/'" /'-•  ■••■  '•"  '■=•  -  '  sin  (  /?,  N,  -^  p^  N^  + . . .  -H  A-,  G,  +  A", G^  -f- . . . ) , 
où  les  p  et  les  A  sont  des  entiers  pouvant  prendre  toutes  les  valeurs  possibles. 
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Pour  la  symétrie  clos  formules  on  supposera 

Y</'i-/'j — ;  *,,Aj, ...)  _  Y''."~/'i'  ~ Pi —  ^1.  —  ^2.  •■■) 

-/(/'i./'i.  ...;A,,A;, ...  )  _  y'  —  pi.  —pi.  •••••  -*i.  — *3.  -  ). 

les  G  sont  des  argumcnls  de  la  forme  g'^t  +  Tn-,  les  n  étant  des  constantes  ar- 
bitraires, tandis  que  les  g'  sont  des  constantes  déterminées  par  la  suite  même 
des  approximations,  et  dont  les  premières  valeurs  approchées  sont 

les  h  étant  des  entiers  arbitraires,  que  l'on  déterminera  suivant  les  cas. 

Si  £,,  £j,  ..•  désignent   des   constantes  arbitraires,   petites  par   rapport  aux 

coefficients  des  équations,  un  coefficient  quelconque  Y'j/'"/'2-' ^"*-'-'  sera  de  la 

forme  el  A,  ici  Aj  1  . . .  yipi.rs--;  *i'^î'--',   ce  dernier  facteur  étant   une   série   or- 
,5^1  ' 

donnée  suivant  les  puissances  paires  des  c.  Les  quantités^,,  g^,  ...  sont  de  la 
même  forme  que  les  quantités  jk',''"''-'  ■' '^"^•' ■'• 

Telle  est  la  marche  générale  que  M.  Andoyer  se  propose  de  suivre.  Il  s'oc- 
cupe ensuite,  d'abord  du  mouvement  relatif  autour  du  Soleil  supposé  réduit  à 
son  centre  de  gravité,  des  centres  de  gravité  des  huit  grands  systèmes  planétaires, 
sous  l'action  du  Soleil  et  sous  leur  action  réciproque.  L'auteur  s'étend  longue- 
ment sur  ce  problème.  Après  avoir  abordé  d'une  façon  générale  le  mouvement 
d'un  corps  autour  de  son  centre  de  gravité,  il  s'occupe  de  l'étude  du  système  de 
Jupiter  en  tenant  compte  de  l'action  du  Soleil,  de  celle  des  huit  grands  systèmes 
planétaires,  et  de  la  forme  même  de  Jupiter.  Enfin  il  termine  en  disant 
quelqus  mots  sur  l'étude  du  système  de  la  Terre  en  tenant  compte  de  l'action 
du  Soleil,  de  celle  des  huit  grands  systèmes  planétaires,  et  de  la  forme  de  la 
Terre  et  de  la  Lune. 

Humbert  {G.).    —   Sur  les    coniques  inscrites  à    une  quartique. 

(•L,  ,-8). 

Une  quartique  sans  point  double  admet  63  systèmes  de  coniques  inscrites, 
touchant  chacune  la  quartique  en  4  points. 

Les  huit  points  de  contact  de  deux  coniques  du  même  systènae  sont  sur  une 
conique.  Chacun  des  63  systèmes  de  coniques  comprend  6  couples  de  bitangentes 
de  la  quartique,  et  à  un  couple  de  bitangentes  correspond  un  système  déterminé. 

Deux  couples  de  bitangentes  d'un  même  système  ont  leurs  huit  points  de 
contact  sur  une  conique.  Deux  systèmes  de  coniques  inscrites  ont  en  commun 
4  ou  6  bitangentes;  dans  le  premier  cas,  les  4  bitangentes  comrhunes  ont  leurs 
8  points  de  contact  sur  une  conique,  et  elles  appartiennent  à  un  troisième  sys- 
tème. Dans  le  deuxième  cas,  les  6  bitangentes  de  chacun  des  deux  systèmes, 
non  communes  à  l'autre,  appartiennent  à  un  même  troisième  système  :  un 
système  a  4  bitangentes  communes  avec  3o  systèmes,  et  6  bitangentes  com- 
munes avec  32  autres.  Soient  deux  coniques  inscrites  à  une  quartique,  et  ap- 
partenant à  2  systèmes  différents,  ayant  4  bitangentes  communes  :  toute  cubique 
passant  par  leurs  huit  points  de  contact  coupe  la  quartique  en  4  nouveaux 
points,  qui  sont  les  points  de  contact  d'une  autre  conique  inscrite,  appartenant 
au  troisième  système  qui  comprend  les  4  bitangentes  communes  aux  deux  pre- 
miers. 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  1'  série,  t.  WIH.  (Janvier  i8y4.)  H. 2 
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Inversement,  trois  coniijucs  appartenant  respectivement  à  ces  trois  systèmes 
ont  leurs  li  points  de  contact 3ur  une  cubique;  elles  sont  douhleuieiit  tangentes 
à  une  môme  conique,  qu'elles  touchent  en  des  points  situés  sur  la  cubique 
précédente.  En  particulier,  les  3  systèmes  considérés  comprennent  respective- 
nunt  /(  couples  de  bitangentcs  distinctes  des  4  bitangenles  communes;  6  bi- 
langcnles  appartenant  à  trois  de  ces  couples,  choisis  un  dans  chaque  système, 
ont  leurs  12  points  de  contact  sur  une  cubique,  et  touchent  une  conique  (qui 
peut  être  une  droite  double).  On  peut  grouper  les  bitangentcs  en  1008  hcxadcs 
jouissant  de  la  propriété  précédente. 

Soient  maintenant  2  coniques  inscrites  à  une  quartique,  et  appartenant  à 
2  systèmes  dilFérents  qui  ont  6  bitangentcs  communes  :  toute  cubique  menée 
par  leurs  8  points  de  contact  a,  pour  neuvième  point  fixe,  un  des  points  com- 
muns aux  2  coni(|ues;  elle  coupe  de  nouveau  la  quartique  en  4  points  qui  sont 
les  points  de  contact  d'une  troisième  conique  inscrite  appartenant  au  système 
qui  comprend  les  6  bitangentcs  de  chacun  des  deux  premiers  systèmes,  non 
communes  à  l'autre;  inversement,  3  coniques  appartenant  respectivement  à  ces 
trois  systèmes  ont  leurs  12  points  de  contact  sur  une  cubique  :  ces  coniques, 
prises  deux  à  deux,  ont  12  points  d'intersection,  dont  trois  sont  en  ligne  droite 
et  sont  situés  sur  la  cubique  précédente.  Chacun  des  3  systèmes  comprend 
6  couples  de  bitangentcs,  qui  donnent  18  droites  distinctes.  On  peut  répartir 
ces  18  droites  eu  6  triangles 

",>  ^i)  c,        (  i  =  I,  2,  . . .,  6) 

et  choisir  les  notations  des  sommets  de  telle  sorte  que  les  12  côtés  issus  des 
sommets  a,  ou  b,  ou  c  forment  les  6  couples  d'un  même  système.  Alors  2  tan- 
gentes issues  d'un  sommet  a,  deux  autres  issues  d'un  sommet  b,  et  deux  issues 
d'un  sommet  c,  ont  leurs  12  points  de  contact  sur  une  cubique.  On  peut  les 
répartir  en  trois  couples  de  telle  sorte  que  les  sommets  des  3  couples  soient  en 
ligne  droite.  Il  y  a  Su^o  hexades  de  cette  sorte. 

Rivereaa  (l'Abbé).  —  Sur  les  Invarianls  des  équations  dilï'éren- 
tielles  linéaires.  (iM.  i-5). 

Soit 

,   .       m(in  —  Os 

■^  1.2  ^-^ 

jn{  m  —  ^){ni-  —  2  ) 

1.2.0  '-^  "'  '-^  '"^ 

une  équation  difliërentieile  d'ordre  m,  les  a  étant  des  fonctions  de  x. 
Posons  }■  =  -ruix). 

T,   étant  la    nouvelle    fonction,  ;    la   nouvelle    variable.   L'équation   transformée 

sera 

,   ,  ,       ,       m(m  —  \) 

■(,  "*)-}-  /na,T,  "'-')  H a/r/'"--'  -|-. . .+  a„.  •)-  =  0. 

'  1.2  -  "'" 

Choisissons  pour  u{x)  el  \i-{x)  des  fonctions  V  et  .M  telles  que  a,  et  a^  soient 
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nuls,  l'tiis  posons  y  —  VU(x-), 

I.'('(]iialion  i-L-duilc  scrii 

^^  '-* rrrs 

m(m-i)(m-a)(/n-3)  ^  Y(m-.)^_     ^_^  ^    y  =  o. 
-^  1.2.3.4     -  "  '  •  ". 

On  a  ^  3 

n,  esl  l'iiivaiianl  de  llalplicii. 

B,  est  un  second  invarianl. 
Puis 

5  rfA.        _i5  rf'A, 

I  r      5  ,    ï'^  "    5  '"    5(7^+13)  .^^,;i    g: 

B,  est  le  troisième  invariant,  et  ainsi  de  suite. 

Un  invariant  B,  se  reproduit,  nu.ltiplié  par  ^  lorsqu'on  fait  le  changement 
de  fonction  et  de  variable  y  =  r^uix),  g  =  a(^).  Les  expressions  B.  sont 
donc  des  invariants  relatifs.  Leurs  dérivées  ne  sont  pas  des  invariants. 

Cosserat  (E.).  —  Sur  rëliide  cVune   courbe  algébrique  dans  le 
voisinage  de  l'un  de  ses  points.  (O,  i-i6). 

Soit  /{x,y)  =  o  une  équation  dont  le  premier  membre  est  un  polynôme 
entier  en  x  et  en  y  :  on  sait  que  si,  pour  x  =  x,„  Téquation  en  y  a  n  racines 
égales  àr  ,  pour  "une  valeur  de  x  voisine  de  x„  cette  équation  a  n  racines 
voisines  de  y„  et  n  seulement.  En  particulier,  si  l'équation  est  à  coefficients 
réels,  et  si,  en  attribuant  à  x  la  valeur  réelle  x,,  l'équation  en  y  a  une  racine 
simple  (réelle)  y,,  pour  une  valeur  de  x  réelle  et  voisine  de  x„,  l'equation 
admettra  une  racine  simple  réelle  voisine  de  y„  et  une  seule. 

Supposons  l'origine  transportée  au  point  à  étudier.  Pour  x  infiniment  petit, 
l'équation  en  :k  admet  n  racines  infiniment  petiles  :  on  se  propose  l'étude  de 
celles  de  ces  racines  qui  sont  réelles. 

L'auteur  expose  ensuite  la  méthode  de  Puiseux  pour  séparer  les  racines 
infiniment  petites,  et  énonce  comme  il  suit  le  résultat  auquel  il  parvient: 

Soit  y  une  fonction  algébrique  de  la  variable  x  et  suit  x„  une  valeur  de 
cette  variable  pour  laquelle  diverses  déterminations  de  y  prennent  une  valeur 
commune^  •  Pour  les  valeurs  de  x  -  x,  ayant  leurs  modules  inférieurs  a  une 
lin.ilc  délermincc.  ces    diverses    déterminalions  de  y  se   répartissent    en   des 
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systèmes  dislinrls  l'un  de  l'autre.  Les  N  racines  d'un  même  syslihiie  peuvent 
se  mettre  sous  lu  forme 

X  —  x^=  C,       y  —y^=  a,t  -haj'-h...-^a^t^  +  e^_^_, «', 

e^^,  désignant  une  fonction  de  t  infiniment  petite  avec  t  et  le  nombre  A"  pourra 
être  suffisamment  grand  pour  que  les  N  racines  du  système  se  séparent. 

La  portion  de  la  courbe  algébrique  d'équation /(a;,  y)  —  o  correspondant 
aux  racines  d'un  même  système  s'appelle  un  cycle.  Le  point  {x^,  y»  )  est  l'ori- 
gine du  cycle.  Les  différentes  branches  de  courbe  appartenant  à  un  môme  cycle 
ont  même  tangente,  que  l'on  appelle  la  tangente  du  cycle. 

M.  Cosserat  suppose  ensuite  que  l'équation  /{x,  y)  =  o  est  à  coefficients 
réels,  et  examine  si  le  cycle  peut  avoir  des  branches  réelles,  et  combien  de  ces 
branches.  Puis  il  fait  quelques  applications  en  étudiant  une  courbe  algébrique  : 

1°  Dans  le  voisinage  d'un  point  simple; 

2»  Dans  le  voisinage  d'un  point  multiple  d'ordre  p  à  tangentes  distinctes; 
3°  Dans  le  cas  d'un  point  double  à  tangentes  confondues. 
Imaginons  un  cycle  réel,  posons  pour  origine  des  coordonnées  l'origine  du 
cycle  et  pour  axe  des  x  la  tangente  au  cycle.  On  aura 

X  =  <", 

y  =  «„+v  t-"--'  +  ...-+■  a„^,  <«+'  +  j'„.  ,^,  r+s 

J'n^ç+i  étant  infiniment  petit  avec  t;  n  s'appelle  l'ordre  du  cycle,  v  sa  classe  : 

1°  Si  n  et  V  sont  impairs,  l'aspect  est  celui  d'un  point  ordinaire; 

2°  n  est  impair,  v  pair,  on  a  une  inflexion; 

3°  n  est  pair,  v  impair,  on  a  un  point  de  rebroussement  de  première  espèce; 

4°  n  et  V  sont  pairs,  on  a  un  rebroussement  de  seconde  espèce. 

Stouff  [yY.).  —  Sur  certains  groupes  fuchsiens  formés  avec  les 
racines  d'équations  binômes.  (P,   i-25). 

Soit  j  une  racine  primitive  de  l'équation  xi'=i,o\\  p  est  un  entier  premier. 
Considérons  la  substitution 


où  l'on  a 


^'■\-ï;7^rf,r 


2  S 


h=i  h=i 


p-i 


Cj  =  _2  T.  (  f' + y-'*  ) ,     ^,  =  ^  h  (  f' + y- 

/t-l  /J  =  1 

les  nombres  a,,,  ^;,,  -;,,,  o,,  étant  des  entiers  tels  que 


c^i^l      f^jk^ 
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Puis,  envisageons  la  substilulion 


avec  , 

2  2 

/,-!  P^ 

ô  2 

p,= V  n,.(/+y-"),     7;=2  ■/./.(y"+y-")' 

les  IJ.,.,  V,,,  ra,„  X,,  étant  des  entiers.  Désignons  par  p  une  racine  primitive  au 
sens  arithmétique  du  nombre  p,  et  par  ^  ^,  ^^  ./*"  ''"*"  deviennent  ^^  et  ^^ 
quand  on  y  remplace  j  par  y>.  Je  suppose  que  ^^  soit  telle  que  en  multi- 
pliant V  par  V  ,  puis  le  produit  par  V  ,  et  ainsi  de  suite,  la  dernière 
substitution  employée  comme  facteur  étant  2]/-^-  on  obtienne  la  substitu- 
tion unité,  et  on  l'obtienne  pour  la  première  fois. 
Imposons  aux  substitutions  ^   la  condition 

les  substitutions  V   restant  fixes,  les  substitutions  Q  qui  satisfont  à  la  condi- 


tion  précédente  forment  un  groupe. 
On  aura 


•^  / .  /?  —  3 


c  =  y     v~'   y  ^        A-  =  o,c,.... 


Les  groupes  ainsi  obtenus  ne  contiennent  que  trois  nombres  entiers  indé- 
pendants; ils  sont  discontinus. 
Si  l'on   veut  que  V    soit  rationnelle,  p  ne  peut  prendre  que  les  valeurs  5, 

7,  i3. 

Si  p  =  -In  +  3,  il  n'y  a  qu'une  seule  espèce  de  substitutions  dans  le  groupe. 
Si^  _  /^,j+i,  M.  Stouff  distingue  les  substitutions  paires  et  les  substitutions 
impaires.  Les  substitutions  paires  forment  un  sous-groupe. 

M.  Stouff  considère  quelques  cas  particuliers  : 

r^        [  i\  (le  groupe  correspondant 

jf  p  =  3,  .^.~\  '        ^/'  sera  désigné  par  Gj)  ; 


40       ^  =  i3,       y^G-'zr—rrV       (groupeG.3); 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  2'  série,  t.  XVIII.  (  Pévrier  i8yi)  H.  3 


2  SECONDE   PAUTllî, 

5°  p  élanl  un  nombre  premier  (|nclc<)nfjue  ;  soient  j  et  /'  deux  riicines  pri- 
mitives distinctes  de  l'équation  binôme  37/'=  i,  M  ,  M^r  deux  nombres  complexes 
entiers  formes  de  la  môme  façon,  l'un  avec  y,  l'autre  avec  j' . 

On  posera 


M    r 

; 
Ainsi,  pour  p  ==  i-,  on  utilisera  la  substitution 

I\I.  Stouir  montre  ensuite  que  les  groupes  discontinus  ainsi  obtenus  ne  se 
ramènent  que  partiellement  à  des  groupes  à  coefficients  entiers;  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  que  le  groupe  envisagé  puisse  être  ramené  à  un 
groupe  à  coefficients  entiers  est  qu'il  existe  une  substitution  U-  ne  contenant 
que  les  irrationnelles  j''-hj~''  et  telle  que  U^f  =  U,-;-  ^^^  groupes  fuchsiens 
formés  d'après  le  procédé  indiqué,  en  prenant  pourS^-  une  substitution  à  coeffi- 
cients entiers  à  déterminant  positif,  peuvent  être  transformés  en  groupes  à 
coefficients  entiers  quand  /?  =  4"  +  3,  et  ne  peuvent  pas  toujours  l'être  quand 
p  =  4n  +  i. 

Ainsi  le  groupe  G,  est  le  transformé  d'un  groupe  à  coefficients  entiers,  tandis 
que  les  groupes  formés  avec  une  racine  cinquième  de  l'unité  et  une  substitu- 
tion transformante  rationnelle  2,  ne  sont  réductibles  à  des  groupes  à  coeffi- 
cients entiers  que  si  le  déterminant  de  S  est  de  la  forme  x' — ^xy  -hy^- 

M.  Stouff  étudie  ensuite  plus  profondément  les  groupes  G^  et  G,. 

2/- 

Soit  y  =  e  »  ,  les  substitutions 
(A)  (=.-;> 

forment  un  système  fondamental.  Le  polygone  générateur  est  un  triangle  ayant 
ses  trois  angles  nuls,  ayant  pour  sommets 

-(y^+y')'  j+j\   -U'+r)- 

Au  groupe  G,  coi-respond  un  polygone  fuchsien  de  genre  o  ayant  six  côtés; 
trois  des  sommets  forment  chacun  un  cycle. 

Méray  (Ch.).  —  Théorie  analjtique  clti  logarithme  népérien  et 
de  la  fonction  exponentielle.  (Q,  i-35). 

/'•^'  d.r 
1.  Nous  considérons  la  fonction  11=1       -— '  l'intégrale  étant  prise  sur  un 

Ji       -^ 

chemin  quelconque  pai'tant  du  point  (+')• 
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On  la  iioiiime  le  logarithme  népérien  àcx;  on  la  roprùscnlc  jjai'  le  .sigru'  l[x). 
\'À\c  est  olotrope  pour  toulc  valeur  de  x  nnn  niilk',  mais  non  olotrope 
ou  X  =  o.  Soil  Xf  un  nombre  clifTérent  de  zéro,  l{x)  pcnl  se  développer  en 
série  convergente  (S)  entière  par  rapport  à  {x —  x-)  à  l'iniérieur  d'un  cercle 
de  centre  x-  et  de  rayon  ]  x-  \. 

On  a 

u  =  w,+  X 
avec 


M. -^-0  =  2  (-0-7^^. 


La  série  (S)  est  convergente  sur  le  contour  du  cercle  de  convergence,  sauf  au 
point  X  —  (). 

Soit  x^^=\,  vT,,  JT^,  . . . ,  X,  une  .suite  de  valeurs,  C(jmme  «'„=  o;  on  a 

.    /         X,—  x„\       -    /         a;  — 

Si  ^,_,,  x-,Xi.^  sont  (rois  termes  consécutifs  d'une  progression  géométrique 
de  raison  q,  les  valeurs  correspondantes  de  l(x)  sont  les  termes  d'une  pro- 
gression arithmétique  de  raison  ^[i-hiq  —  i)]. 

2.  Imaginons  que  x  chemine  arbitrairement  à  partir  du  point  (H-i),  que  K 
soit  un  cxpoiant  réel  cummensurable  quelconque,  que  i  soit  la  valeur  initiale 

de  x^,  on  a 

l{xi^)  =  Kl{x). 

car  les  deux  membres  s'annulent  pour  .r  =  i,  et  les  dérivées  sont  égales. 
Plus  généralement,  si  x',  x",  ...,  x(s)  cheminent  arbitrairement  à  partir  du 

point   (+0)  si    K',  K" Iv'='    sont    des   exposants    réels    commensurables 

quelconques,  on  a 

/(.r'K.r"K"...a;'e)K(s))  =  K'  l{x'  )  -i-  K"  l{x")  +. .  .-^  K(s)  lixis)), 

pourvu  que  la  valeur  initiale  des  monômes  x'K,  .r"''",  ...,x'-^'>^"   soit  (H-ij. 

3.  Imaginons  un  chemin  simple  allant  de  x^  à  X,  x^  un  point  de  ce  chemin 
le  partageant  en  deux  tronçons  x^x^,  x^X,  [O^]  un  anneau,  contour  fermé 
ceignant  l'origine,  partant  de  x,  pour  revenir  k.  x,,  si  U  est  la  valeur  de  l{x) 
en  X  correspondant  au  chemin  simple,  et  {]'■'''>  la  valeur  de  lix)  en  X  qui  ré- 
sulte de  l'insertion  entre  les  deux  tronçons  [x^,  ■2^(,)],  [^(,)>  X]  t't;  l'anneau  [O^] 
parcouru  k  fois  dans  le  sens  direct,  on  a 

n  est  une  constante  spéciale  (dite  augnient)  dont  la  valeur  est  indépendante 
de  la  forme  de  l'anneau. 

4.  Soit  c  une  quantité  réelle,  telle  que  j  s  |  <  i,  et  /(^c  H-  zx)  la  valeur  que 
prend  le  logarithme  quand  on  passe  Ae.  x  a  x  -h  tx  en  partant  du  premier  point 
avec  la  valeur  l{x),  on  a 

l(x-^ex)  =  l{x)  -1-  /(, 
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où  /(  est   une  quanlile;  réelle,  iiiférieiirc,   égale   on  supérieure  à  zéro  en  même 

temps  que  c.  on  a 

A-=X(h-e). 

5.  Le  ])oint  ^„  — -H  i  éLanl  ainsi  (juc  loul  poinl  d'aflixc  réelle  cl  posilive  sur 
la  partie  positive  de  l'axe  réel,  comme  on  part  du  poinl  (+i)  avec  la  valeur 
initiale  Z(i)  =  o,  la  valeur  atteinte  par  l{x)  sera  réelle  et  unique,  ^o  suivant 
que  l'on  a  ,2" ,  i. 

G.  Quels  <|uc  soient  la  valeur  de  x,  de  module  ?,  et  le  chemin  suivi  pour  v 
arriver,  si  l'on  représente  par  'l{sr)  le  premier  élément  de  l(x),  on  a 

'/(.r)  =  /(?), 

valeur  réelle  atteinle  par  /(.r)  parlant  de  Z(!)  =  o,  quand  on  chemine  de  (+ i) 
à  \  sur  la  partie  posilive  des  quantités  réelles. 
En  particulier  si  \x\  =  i,  'l (x)  —  o. 

7.  L'augment  ra  est  une  quantité  imaginaire  dont  les  éléments  sont  le  premier 
nul,  le  second  positif.  Lorsque  X  est  une  quantité  réelle,  positive,  tout  chemin 
non  é(]uivalent  au  segment  rectiligne  [i,  X]  donne  pour  t{  X  )  une  valeur  ima- 
ginaire, 7(  X  )  -f-  Â"cj,  (k  ^  o  et  entier). 

Si  X  n'est  pas  une  quantité  réelle  et  positive,  /(X  )  est  imaginaire,  quel  que 
soit  le  chemin  suivi.  Soit  X,,^  la  trace  de  la  demi-droite  O^X  sur  la  circonfé- 
rence [0^,  i]  de  centre  0^  et  de  rayon  i,  le  second  élément  de  /(X)  a  pour 
représentation  géométrique  la  longueur  de  l'un  des  arcs  ayant  sur  la  circonfé- 
rence [0^.  i],  pour  origine  (-(-i).  pour  extrémité  X(,  .  On  a  en  pai'ticulier 


8.  Quand  x  est  infiniment  petit  ou  infini,  le  second  élément  de  l(x)  est 
indéterminé,  mais  le  premier  est  infini,  négatif  dans  le  premier  cas,  positif  dans 
le  second  cas. 

9.  Soit  a,„  la  racine  principale  tn''""  directe  de^l'unité.  [  Voir  le  Mémoire  de 
M.  ]\léray  Sur  les  radicaux  (Bévue  bourguignonne  de  VEnseignenient  supé- 
rieur, t.  I;  1891)].  Représentons  par  l{<^%)  la  valeur  de  l{x)  au  bout  du  plus 
court  chemin  de  sens  direct  qui  conduit  de  1  à  aj^^  sur  la  circonférence  [O^^,  1], 
on  a  toujours 

Ainsi,  en  particulier 

/(-!)  = /t:,         ^('■)=^'  /(-0=^- 

10.  L'auteur  s'occupe  ensuite  de  démontrer  les  deux  théorèmes  de  Cauchy 
qui  suivent  : 

«  1°  Si  la  fonction  f{x)  est  mcromorphe  dans  Taire  limitée  et  imperforée  (S), 
mais  olotrope   sur  son   contour  (C),  l'intégrale   définie   /      f{x)dx  prise  en 
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|i;uTonranl   co  contour  une  fois  dans  le  sens  direct  est  égale  à  ajTr  I     /{-t), 

^^  s 

i     f{x)  désignant  la  somme  des  résidus  de/(j:)  sur  l'aire  S.» 

«  2°  Si  f{x)  répond  aux  conditions  précédentes,  et  n'a  aucun  zéro  sur  le 
contour  (C),  si  m  est  la  somme  des  degrés  de  multiplicité  des  zéros  de/(:F) 
intérieurs  à  S,  ji  la  même  somme  pour  les  infinis  de  cette  fonction,  \lf{x)  la 
variation  que  fait  éprouver  à  l/(x)  le  parcours  du  contour  (C)  dans  le  sens 
direct,  on  a 

77i  —  Ul  =    ^ • 

2JT€ 

11.  Par  inversion  on  passera  à  la  fonction  exponentielle;  la  résolution  par 
rapport  à  u  de  l'équation  l{u)=  x  donne  une  fonction  de  x  qui  est  indéfini- 
ment olotrope  et  dont  le  développement  par  la  formule  de  Maclaurin  est 

X"'  ,      , 

•  2  :  ni  ! 

on  a 

d"'  u 

puis 


^^„.  =r^'"n-r)  =  «; 


a  ( x'  )^' -ç  (  x"  )K" . . .  -j  (  x(s))ii''^  =  »  (  K'x'  +  K"x"  -t- . . .  +  K'-b) x'^s)  ) , 
pourvu  que  l'on  parte  des  valeurs  initiales 

cp (  o  )K'  =  3  (  o )'i"  =  . .  .  =  9  ( o  )K'^^  =  I . 

Ensuite  on  démontre  que 

's>{x  -h  h)  =  ■s>{x)'z>{h), 
puisque 

■■s{gx)  =  [cp  {x)y,         {g  étant  entier  positif). 

Vient  ensuite 

1  =  9(.r)9(— .r),        o(—gx)  =['^{x)]-s; 

enfin,  si  e  =  C5(i),  cp(jr)  =  e-^  pour  toute  valeur  réelle  et  commensurable  de  x. 

12.  L'auteur  passe  aux  propriétés  de  l'exponentielle  : 

1°  Quand  x  croit  de  — x  à  +  x  par  des  valeurs  réelles,  C"  est  réelle  et  croit 
de  o  à  -(-x; 

2°  Quand  x',  premier  élément  de  x  =  x' -h  ix",  est  nul,  on  a 

en  général 

le-+'x"|  =  e-; 

3°  Si  m  et  n  sont  deux  entiers,  le  premier  positif,  et  si  a„,  désigne  toujours 
la  racine  principale  directe  ni'''"''  de  l'unité,  on  a 

n      .  _ 
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4°  e*"  csl  indiiic  (iiiiind  h;  premitT  (•lénienl  de  x  csl  inlini  positif,  infiiiiiiicnl 
petite  quand  il  est  infini  négatif,  indi'lci  tninée  s'il  est  fini  et  différent  de  zéro, 
le  second  élément  étant  infini; 

5»  L'équation  numérique  e"  ~  X  est  impossible  si  \  =  o.  Si  X  ^  o,  clic  a  pour 
racines  uniques  toutes  les  déterminations  de  /(X); 

f)°  La  fonction  exponentielle  admet  li-K  c<jmme  période  élémentaire. 

L'auteur  termine  par  la  délinilion  et  l'étude  des  lofjaritlimcs  de  base  «,  des 
logarithmes  vulgaires  et  de  la  fonction  x'". 

Stielljes  (  T". -./.).  —  .Sur  la  lliéoric  des  nombres  (étude  bibliogra- 
phique). (i-io3). 

1.  L'idée  de  nombre  vient  de  la  considération  de  plusieurs  objets  distincts, 
et  elle  est  indépendante  de  Vordre  dans  lequel  on  les  envisage.  De  cet  axiome 
découlent  les  propriétés  exprimées  par  les  équations 

a  -\-  b  —  h  -^  a.        a  -^-  b  -\-  c  ^^  a  -h  (b  -i-  c), 
abc  =  bac  =  c{nb),        a{b -h  c)  =  ab -h  ac,         .... 

2.  Le  plus  petit  multiple  commun  de  plusieurs  nombres  divise  exactement 
tout  autre  multiple  commun  de  ces  nombres;  leur  plus  grand  commun  diviseur 
est  un  multiple  de  tout  autre  diviseur  commun. 

Pour  cliercher  le  plus  grand  commun  diviseur  ("plus  petit  commun  multiple) 
de  a,  b,  c,  ...,  l,  on  peut  diviser  ces  nombres  en  divers  groupes,  chercher  le 
plus  grand  commun  diviseur  (plus  petit  commun  multiple)  des  nombres  con- 
tenus dans  ces  groupes,  et  ensuite  le  plus  grand  commun  diviseur  (plus  petit 
commun  multiple)  des  nombres  ainsi  obtenus.  Pour  deux  nombres  a,  b;  a>b, 
imaginons  les  identités  successives 

a  =  qb  -^-  r  r  <^b, 

b  =  q'  r  -{-  r'  /•'<  r, 


r  >■'■'=  ^'«■+':  r(*^)-i-  7-(*^+')         ;<*+'.<  A:*  , 

;.(i+i)  est_  le  plus  grand  commun  diviseur  de  a  et  de  b. 

{a,  b,  c,  . . ..  l)  désignant  le  plus  grand  commun  diviseur  de  a,  b,  c /, 

\  a,  b,  c /  I  le  plus  petit  commun  multiple  des  mêmes  nombres,  on  a 

{ma.  mb,  ....  ml)  =  m  (  a.  b /), 

I  ma,  nib,  . .   ,  ml  |  =  m  |  a,  6,  ...,/]. 

Soient  d  le  plus  grand  commun  diviseur  (plus  petit  commun  multiple)  des  a 
nombres  a,  a',  a",  ...;  e  le  plus  grand  commun  diviseur  (plus  petit  commun 
multiple)  des  ^  nombres  b,  b',  b",  ...;  le  plus  grand  commun  diviseur  (  plus  petit 
commun  multiple)  des  a|2  produits 

ab,     ab',    ab",     ....    a' b,     a'b',     ....     a"  b,     a"b',     

est  de. 

Le  plus  petit  commun  multiple  (plus  grand  commun  diviseur)  de  a.  b,  c,    . .,  l 
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est  égal  au  pmU.il  aôc  .../  divisé  par  le  plus  grand  commun  diviseur  (plus 
petit  commun  multiple)  des  produits  bc  . .  .1,  ac  . .  .1,  ...,ab...k. 

3  Soient  n  nombres  a,  6,  ...,  /•  Remplaçons  dans  le  groupe  (A)  de  ces 
n  nombres  deux  nombres  (a  et  6  par  exemple),  par  leur  plus  grand  commun 
diviseur,  et  leur  plus  petit  commun  multiple.  Répétons  la  même  opération  sur 
le  -roupe  (  \  )  ainsi  obtenu  et  ainsi  de  suite.  On  finira  toujours  par  obtenir  un 
système  dans  lequel  deux  nombres  quelconques  sont  tels  que  l'on  divise  1  autre. 
Si  Ton  ordonne  les  nombres  de  ce  système  définitif  par  ordre  de  grandeur 
croissante,  e„  e„  . .-,.,.,  e,  divise  e,,.,  ces  nombres  forment  le  système  redmt, 
e.  est  le  A'*"""  nombre  réduit.  ,■  ■„& 

Ce  système  réduit  est  unique  et  indépendant  de  la  manière  dont  on  a  dirigé 

les  opérations.  ^,  , 

Soit  D,  et  M,  le  plus  grand  commun  diviseur  et  le  plus  petit  commun  mul- 
tiple des  n  nombres  a,  b,  ...,/,  multipliés  k  à  k,  on  a 


e,= 


D,   .         M, 


a'  et  b'  étant  le  plus  grand  commun  diviseur  et  le  plus  petit  commun  multiple 
de  a  et  de  b,  le  plus  grand  commun  diviseur  et  le  plus  petit  commun  multiple 
de  (m,  a)  et  de  (m,  b)  sont  respectivement  (m,  a')  et  (m,  b  ). 

De  rliême  le  plus  grand  commun  diviseur  et  le  plus  petit  commun  multiple 
de  I  m,  a  I  et  de  I  m,  6  I  sont  respectivement  \m,  a'\et\  m,  b  |. 

Étant  donné  le  système 

{m,  a),     [m,  b),     .-.,     {m,  l), 
le  système  réduit  est 

{m,e,),    {m,ej,     ■■■■     {m,  ej- 

De  même,  étant  donné  le  système 

\m,a'.,     \m,b\ im,/|, 

le  système  réduit  est 

|m,  e,  i.     \m,e,],     ..-,     \  m,  ej, 

e   est  le  plus  grand  commun  diviseur  de       |a|,  1*1-  ••'  '' 

|a,  6|,  la,  cl-        ...,     |A,M. 


a,  b,  c\,     \a,  b,  d  \, 


il), 


e       est  le  plus  petit  commun  multiple  de       {a).  (*).  •• 

(o,  b),  (a,  c),        ■■■,     (/'■,  0, 

[a,  b,  c),     {a,  b,  d),     ■■-, 

4  Si  a  et  b  sont  premiers  entre  eux  (ont  pour  plus  grand  commun  diviseur 
l'unité),  tout  nombre  divisant  a  et  bc,  divise  «  et  c  :  les  nombres  «,  «  ,  •  •  -étant 
tels  que  chacun  d'eux  est  premier  avec  b,b-,...,  le  produit  aa  . .  .  est  pre- 
mier  avec  bb',  .... 
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Si  a,  II,  . . .,  l  son/  premiers  entre  eux  deux  à  deux,  on  a 

I  «,  6,  . . .,  /  I  =  abc  . . .  l, 

et  réciproquement  ;  tout  nombre  les  admettant  comme  diviseurs  est  divisible 
par  leur  produit. 

Le  {n  —  i)i»n<"  nombre  réduit  e„_,  =  i. 

On  a 

{m,  ab  ...  /  )  ^  {m,  a)  >i  (  m,  /y )  x . . . X  ( m,  / ). 

On  obtient  tous  les  diviseurs  du  |)roduit  ob,  ...,/.  et  chaque  diviseur  une 
seule  fois  en  multipliant  chaque  diviseur  de  a  par  chaque  diviseur  de  6,  ..., 
par  chaque  diviseur  de  /. 

f(ni)  désignant  le  nombre  des  diviseurs  de  m,  ou  la  somme  de  ces  diviseurs, 
ou  la  somme  de  leurs  /.-''■""^"  puissances,  on  a 

f{„b  ...  l)=f{a)xf(b)x...>if{l). 

b.  Un  nombre  qui  n'admet  comme  diviseurs  que  lui-même  et  l'unité  est  dit 
premier.  Autrement,  il  est  dit  composé.  Tout  nombre  composé  admet  un  divi- 
seur premier;  il  est  décomposable  d'une  seule  manière  en  facteurs  tous  pre- 
miers. 

Imaginons  que  l'on  ait 

a  =  /?«i  p^:  . . .  p'^l', 

b  =  /^?>  ph  . . .  /j?(, 


l  =  p], p\.  ...  p)^, 

les/J  étant  des  nombres  premiers,  quelques-uns  des  exposants  pouvant  d'ailleurs 
être  nuls. 

Soient  a,,   p,,  . . . ,  )^,  les  exposants  de  p-\    supposons   quen  les  écrivant  par 
ordre  de  grandeur  on  ait 

a.  £6,1...^/,. 

Alors 

^j  — p'i' pk- ■  ■  ■  p''iS 


^n  =  p{'  pi'  •  ■  ■  p'i:- 

Un    nombre  p'^q^r''...    admet    (a -+- i)  x  (  ^ -l- i)  x  (y -1- i) . . .    diviseurs,    et 
leur  somme  est 

X X  X 


P 

Il  y  a  une  infinité  de  nombres  premiers,  et  la  diflërence  de  deux  nombres 
premiers  consécutifs  peut  dépasser  un  nombre  donné  à  l'avance. 

Enfin  il  est  toujours  possible  de  mettre  le  plus  petit  commun  multiple  des 
nombres  a,  b,  c,  ...,  l  sous  la  forme  d'un  produit  a',  b',  ...,/'  dont  les  fac- 
teurs sont  tous  premiers  entre  eux  deux  à  deux  et  divisent  respectivement  a, 
b,  ...,/.  On  peut  toujours  obtenir  une  solution  du  problème  précédent  sans 
décomposer  les  nombres  en  facteurs  premiers. 
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6.  Si  la  différence  des  deux  nombres  a,  b  est  divisible  par  M,  a  et  6  sont 
dits  com^rus  par  rapport  à  M;  M  s'appelle  le  module;  a  el  b  sont  résidus  l'un 
c/e  r«t<^/-<?  suivant  le  module  M.  On  écrit,  suivant  Gauss,  «  r^  6  (modM);  cette 
formule  est  une  congruence.  Tout  nombre  a  un  résidu  qui  ne  dépasse  pas  en 
valeur  absolue  la  moitié  du  module  :  c'est  le  résidu,  minimum. 

f(.r,y,z,  ...)  étant  un  polynôme  à  coefficients  entiers,  si  l'on  a 

a  r^  a,        b  —  //,        c       c\         . . . ,         (  niod  M  ), 
on  a  aussi 

/(a,  «',  fl",  ...)      f[b,  b',  b\  ...)         (modM). 

Si  ma  =  mb  (mod  M  )  ;  soit  (  m,  M  )  =  c?,  on  a 

a  ^  bl  mod  -r  ) ■ 
\  d  j 

Si  rt«'—  bb\  a  -  b  (modM);  soit  rf  =  (a,  M  )  =r  (6,  M),  on  a 

a  =  o  (  mod  — 

7.  On  peut  distribue!-  l'ensemble  des  nombi-es  entiers  en  M  classes,  deux 
nombres  étant  ou  non  d'une  môme  classe  suivant  qu'ils  sont  congrus,  ou  non, 
suivant  le  module  M  :  tous  les.nombres  d'une  même  classe  ont  avec  M  le  même 
plus  grand  commun  diviseur  :  on  considère  comme  étant  de  la  même  famille 
les  classes  pour  lesquelles  ce  plus  grand  commun  diviseur  est  le  même.  Le 
nombre  des  classes  pour  lesquelles  le  plus  grand  commun  diviseur  est  i 
sera  désigné  par  9 (M).  Le   nombre  des  classes  qui  ont  avec  M  le  plus  grand 

commun  diviseur  cl  est  '-pf-r  )* 
On  a  donc 

d  parcourant  tous  les  diviseurs  de  M,  ou  S(s(rf)=  M;  si  M  z=:  a"- b^  ■  ■  ■  l'',  a, 
b,  ...,  l  étant  premiers  et  si  /  et  F  sont  deux  fonctions  numériques,  liées  par 
la  relation  F(M)  =  Zf{d),  d  parcourant  tous  les  diviseurs  de  M,  on  a 

/<M,=P(M,-2:''aviKS)-2:K:^)-- 

Ainsi 

,(M)=M(.-i)(:--^)...(i-f). 

8.  Soit/(.r)  un  polynôme  à  coefficients  entiers  en  x.  Dans  la  congi-uence 
/  (:r)  =  o  (modM),  on  ne  considère  comme  distinctes  que  les  racines  incon- 
grues suivant  le  module  M.  La  congruence  a^c  +  6  =  o  (  modM)  est  possible 
seulement  loi'sque  b  est  divisible  par  rf=  (a,  M). 

Elle  admet  alors  d  racines.  La  théorie  des  fractions  continues  limitées  donne 
un  moyen  de  trouver  ces  racines. 

Si  l'on  cherche  tous  les  nombres  x  qui  satisfont  au  système  suivant  de  n  con- 
gruences,  37  =  a(mod  A),  a;  =  P(mod  D),  .. .,  X  =  X(modL),  soit  M  le  plus 
petit  commun  multiple  de  A,  B,  . . .,  L,  si  le  problême  est  possible  (il  l'est  par 
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exemple  si  A,  B,  ...,  L  sont  premiers  entre  eux)  les  solulions  sont  données 
par  la  formule 

X  ^  a        (  mod  M  ), 

a  étant  convenablement  choisi.  Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  et 
il  suffit  que  les  différences  a  —  p,  a  —  y,  ...,  /.—  a  soient  divisibles  respec- 
tivement par  (A,  B),  (A,  C).  ...,  (  K,  L).  On  peut  d'ailleurs  ramener  le  cas  gé- 
néral au  cas  où  ces  modules  sont  premiers  entre  eux. 

D'après  ce  qui  précède,  la  résolution  de  la  congruence/(a;)  =  o  (  mod  M  )  où 
M  =  AB  . . .  L,  les  facteurs  étant  premiers  entre  eux.  se  ramène  à  celle  des  con- 
gruences 

f{x)^o     (modA),         f[x)~.o     (modB) f{x)^o    (modL). 

Une  congruence  de  degré  «  [degré  de/(jr)]  par  rapport  à  un  module  pre- 
mier p  admet  tout  au  plus  n  racines.  Les  racines  de  la  congruence  de  degré  n 
fix)  =  o(modp)  étant  ot,  p,  ...,1,  on  a  identiquement 

/{x)^{x-oi){x-'^)...{x-l)f,{x)         imtxip) 

et  la  congruence/, (a;)  =  o( mod/?)  n'admet  aucune  racine.  Si  la  congruence  de 
degré  n,  /{x)  =  o  (mod  p)  admet  n  racines  et  si  l'on  a 

/{x)^/Jx)f^{x)         (mod/;), 

les  congruences/, (  j;)  t^  o,  f^{x)  :^  o  {  modp)  des  degrés  «,  et  «„  («,+«,  =  «) 
admettront  respectivement  /j,  et  n,  racines.  De  ces  principes,  l'auteur  déduit 
la  démonstration  du  théorème  de  Wilson  :  «  p  étant  un  nombre  premier, 
1 .2. ..(/?— i)  +  I  est  toujours  divisible  par  p  »  ;  et  du  théorème  de  Fermât  : 
«  a  étant  un  nombre  entier  non  divisible  par  le  nombre  premier  p,  aP'  —  i 
est  toujours  divisible  par  p.  » 
L'auteur  s'occupe  ensuite  de  l'équation  indéterminée 

«,.r,  -T-  a^x^-i-. . .+  «r„+,.r„^,  =  u. 

Soit  a,  7^  o;  déterminons  a  et  y  par  la  condition 

a,  X  +  a^y  =  (a,,  aj. 
Posons 

?  =  — «jl  («,,  «J,         5  =-(- a,  :  (a,,  rtj  (aô  —  |5y  =  i). 
puis 

X,=  01  x', -h  f>x[, 

x.,  =  y  .r',  +  6  x\_ , 
d'où 

x[  =  5j7, —  ^x^, 

x'^=^ —  T-^,+  ^^,t 

l'équation  proposée  devient 

{a^,aj  x\  -h  b^xL-h  a^x^-h..  .-r-  «„+,-2^„+,=  "• 

Ensuite  posons 

(a,,  (7,)x, -f- a,y,  =  (a,,  rt^,  a,) 

3C,Ô, -;3,y,  =  T, 
Xj=  ',\x",  4-  0^X3.        x',  =  —  y, a:'  -\-  ^,x^. 
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On  aiirn 

On   oiKTcra   ensuile   sur  .r';   et  ^.  et  ainsi  de  suite.  Après  n  opcralions  on 
arrivera  à  l'équalion 

On  peut  rl.oisir  les  nombres  ?,  o;  ?,;  o.;  ....  de  façon  que  les  &  soient  nuls;  on 
a  alors  , 

.r=A,a;i,"'     +a,  jX'j  +  a^^ja;, -H. .  .+  as,„+,^rt+i' 
x,=  A,aî',"'  +a^  ,^'3 +  ...-*- «3,.,+!  ^«+1' 


A._,a;i,"'- 


On  obtient  toutes  les  solutions  de  l'équation  indéterminée  proposée  et  chaque 
solution  une  seule  fois  en  prenant  dans  les  formules  précédentes 

x\"^'  —  u:  (o,,  a, a„+,) 

et  en  faisant  parcourir  kx',,...,  x'„  toutes  les  valeurs  entières  de  -x  à  +=0. 

L'auteur  déduit  de    cette  solution  une  proposition  donnée  par  M.  Herni.te, 
savoir  :  «  On  peut  toujours  déterminer  n  lignes  de  («  +1)   nombres  enfers 
telles  qu'en  ajoutant  une  (n  +  O^-^  ligne  et  formant  le  déterminant    les  coef- 
ficients multipliés  dans  ce  déterminant  par  les  différents  termes  de  la  (n  +  0 
ligne  soient  des  nombres  donnés.  » 

Autre  proposition  :  «  Étant  donnés  les  nombres  enfers  «„  a,  -,  a,,..,  on 
pourra  toujours  trouver  n  lignes  de  (.-f-.)  nombres  enfers  telles  qu  en  le. 
ajoutant  à  la  ligne  donnée  on  obtienne  un  déterminant  égal  au  plus  ^ranU 
commun  diviseur  de  a,,  a^,  ■■■,  «„+,- 

9.  Envisageons  le  cas  u  —  o. 

.     ■  ■!  I  I-  \  I-     i-  l-  r  /=  I    2,  ....  m)  on 

Si  l'on  a  m   solufons  telles  que  (  Iv,)  A,,, '',,,••• '';,,.+.  U       •'    '        ' 
dira  qu'elles  sont  indépendantes  lorsque  les  déterminants  d'ordre  m  puises  dans 
le  tableau  des  nombres  A, ,,  ne  sont  pas  tous  nuls. 

Si  l'on  considère  les  solutions  (K,),  (  K, ),...,  (I^-„,)- 

(Kt+Kt-^  +K  t  )  constitue  une  nouvelle  solution.  On  dira  qu  un 
système  dévolutions  (K,;",  (KJ,  .••,  (K,J  forme  un  système  fondamental 
dans  le  cas  où  l'on  obtient  toutes  les  solutions  et  chaque  soluf  on  une  seule  fo.s 
en  donnant  à  ^.,  ^„  . .  • ,  «„.  toutes  les  valeurs  entières  de  -  00  à  +  ce.  Un  système 
fondamental  de  solutions  se  compose  nécessairement  de  n  solutions  indépen- 
dantes. Et  un  système  de  n  solutions  indépendantes  tel  que  le  plus  grand  commun 
diviseur  de  ses  déterminants  M„  M„  ...,  M.^„  soit  i,  forme  un  système  fon- 
damental de  solutions.  L'auteur  donne  ensuite  un  moyen  de  trouver  un  sys- 
tème fondamental  de  solutions. 

10.  Considérons  le  système  de  congruences 

a,.,^,-l-fl,.,^,-l  •■•  I    ",.„2^„^«.     (H'odM),         î=i,2,  ...,n. 
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Soil  A  le  déLerminant  formé  avec  les  coefficients  des  inconnues,  si  A  est  pre- 
mier avec  M,  le  système  considéré  admet  une  solution  unique,  déterminée  par 
les  ÂDuations 

A.r,  =  M,  a,;  +  u^  a,;  4- . . . -i-  «„ 3t„,, 

a,j  étant  le  coefficient  de  a,n  dans  A,  les  valeurs  x^,x^,  ...,  x^  ainsi  trouvées 
satisferont  encore  à  la  congruence 


si  l'on  a 


«..^,  .X.  -h  a..^.  ..X, 


a.,,         rt^.j 


•-+-  «„+,  „a?„  ^  M„  ^,         (  mod  M 


11.  On  appelle  matrice  un  tableau  tel  que 


o         (  mod  M  ; 


«o .     a. 


On  dit  que  cette  matrice  est  du  type  n  x  m.  Si  Ion  a  un  système  d'équations 
linéaires  ou  de  congruences,  les  coefficients  des  inconnues  constituent  la  ma- 
trice de  ce  système.  Si  l'on  ajoute  à  cette  matrice  une  colonne  formée  par  les 
termes  connus,  on  a  la  matrice  complétée  du  système.  Les  déterminants  d'une 
matrice  sont  les  déterminants  du  degré  le  plus  élevé  que  l'on  peut  former  avec 
les  lignes  ou  les  colonnes  de  la  matrice.  Le  plus  grand  commun  diviseur  d'une 
matrice  est  le  plus  grand  commun  diviseur  des  déterminants  de  cette  matrice. 
Deux  matrices  H  A  H  et  11  B  |;  des  types  m  x{m.  -^  n)  et  n  x  {m,  +  n)  sont  de 
types  complém.entaires. 
Considérons  la  matrice 


1                         ,              s       ,,        (n -+- 1)  («  +  2). .  .(/i -J- ;?0    , . 
du  type  m  x(m  -T-  n)  :  elle  a déterminants. 

Soit  A  =  I  a,;  I  ik,  i  =  i,  2,  ...,  m)  le  déterminant  formé  par  les  m  pre- 
mières colonnes  de  la  matrice.  Désignons  par  A,  ^^j  le  déterminant  obtenu  en 
remplaçant  dans  A  la  i'''"°  colone  par  la  (^m,  -\-  k)'^°"  colonne  de  la  matrice. 
Les  nin-hi  déterminants  A,  A,  ^_^i.  sont  indépendants.  Les  autres  s'expriment 
rationnellement  au  moyen  de  ceux-là. 

12.  Considérons  d'abord  le  système  linéaire  et  homogène 

a,- ,a:,  +  a,  ..a:^ -f-. .  .-1- «;  „,^„a:„,_^„  =  o         (j  =  i,  2,  ...,m), 

ces  équations  étant  linéairement  indépendantes. 
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M.  Sliclljcs  (lonno  le  moyen  (rohlcnir  loutes  les  solulions  eu  nombres  entiers 
de  ce  s^'slème,  et  cluicune  d'elles  une  fois;  les  solutions  sont  de  la  forme 

•*■,=  ?i,.-^-l-  ?.,.-«.+•  ••+^„,,-<,.. 

où  l'on  donne  à  /,,  /^,  ...,  <„  loutes  les  valeurs  entières  de  (—ce)  à  (+x). 

Imaginons  /•  solutions  du  système,  A,,  A.^,  ...,  A^  :  elles  sont  indépendantes 
si  tous  les  déterminants  d'ordre  /•  qu'on  peut  former  avec  leurs  éléments 
ne  sont  pas  nuls.  On  peut  trouver  tout  au  plus  n  solutions  indépendantes. 
A,/,  H- Aj<2+. . .+ A^f,.  constitue  une  nouvelle  solution.  On  dira  que  A.,, 
A^,  ...,  Afferment  un  système  fondamental  de  solutions  lorsqu'on  obtient 
toutes  les  solutions  possibles,  et  chacune  d'elles  une  seule  fois,  en  donnant  à 
/,,  f^,  ....  t^  toutes  les  valeurs  entières  de  ( — ex;)  à  (+qc).  Un  système  fonda- 
mental de  solutions  se  compose  de  n  solutions  indépendantes.  La  matrice  d'un 
système  fondamental  de  solutions  a  pour  plus  grand  commun  diviseur  l'unité. 

Incidemment,  M.  Stielljcs  démontre  les  deux  théorèmes  suivants  : 

«  1°  Un  système  de  m  -i-  n  équations  entre  n  inconnues 

^,  =  ?i ,. 'i  <+  ?»  .  ^  ">'•••  "*~  ?„.  ',.         ( «  =  I ,  a ,   ....  "î  +  n  ) 

admet  toujours  une  solution  unique  et  en  nombres  entiers  lorsque  le  plus  grand 
commun  diviseur  de  la  matrice  du  système  est  égal  à  i  et  que  tous  les  déter- 
minants de  la  matrice  complétée  sont  nuls.» 
»  2°  Un  système  de  (m-Hw)  congruences  entre  n  inconnues 

*.•  =  ?i  .■  'i  +  ?2  .^î  +  •  •  •  +  ?«  ,  ^n     (  "lod  M  )  (  {■  =  I  ,  2,  .  .  .  ,  »l  -H  «  ) 

admet  toujours  une  solution  unique  lorsque  le  plus  grand  commun  diviseur  de 
la  matrice  du  système  est  premier  avec  M,  et  que  tous  les  déterminants  de  la 
matrice  complétée  sont  congrus  à  o  (mod  M).  » 

13.  Soit 

■  =  I,  2.   .  .  .  ,  « 

,  /.•  =  1 ,   2  ,    .  .  .  ,   m   -)-  /? 

une  matrice  de  type  n  x  (m  -h  ra)  et  ||  c,-  j.  ||  ou  ||  G  ||  une  matrice  du  type  n  x  n, 
on  représente  par  H  C  |l  x  ||  A  11  =  |I  A'  ||  la  matrice  dont  les  éléments  sont 


a,/.  =  C;  ,«, 


î  =  I,  2, 

k  =  i,  2, 


Soit  II  C,  Il  une  autre  matrice  de  type  n  x  «,  on  écrira 

Il  G,  Il  X  II  A'  Il  =  Il  G,  Il  X  il  G  II  X  II  A  11  =  ]  il  C,  Il  X  II  G  II  j  X  II  A  ||. 

Dans  le  cas  oii  |  G  |  =  s  =±1,  on  désignera  par  ||  C  ||~'  la  matrice   ||  sy,  j  |j, 
7,  j.  étant  le  coefficient  de  c-  ^  dans  |  G  j  ;  on  a 

Il  G  11  X  11  G  II- ^i. 

Cela  posé,  lorsque  le  plus  grand  commun  diviseur  de  la  matrice  |1  B  ||  du  type 
«x(m-l-n)  est  égal  à  1,  et  que  les  déterminants  d'une  matrice  ||  A  11  du 
type  /ix(m-l-«)  sont  proportionnels  aux  déterminants  correepondants  de 
Il  B  II,  il  existe  une  matrice  [|  C  H  et  une  seule   telle  que    ||  A  ||  =  1|  G  ||  X  ||  B  ||. 
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lievenons  au  sysLt'-mo  (I) 

«,.  ,37,  -ha-  jiTj  -I- . . .  +  a,  ,„^,„.27,„  ,.„  =  0        {i  =  1,  A,  . . .,  m), 

les  dclcrminanls  d'une  matrice  formée  par  n  solutions  indépendantes  du  type 
n  X  (m  -h  n)  sont  proportionnels  aux  déterminants  correspondants  de  la  ma- 
trice du  type  r)i  x  (w  -h  «)  du  système  (I). 

Soit  d  le  plus  grand  commun  diviseur  de  cette  dernière  matrice  :  un  déter- 
Hiinuiit  d'un  système  fondamental  de  solutions  est  égal  au  d('lcrmiuant  corres- 
pondant de  la  matrice  du  système  (I),  divisé  par  d. 

L'auteur  s'occupe  ensuite  du  problème  suivant  :  Ktant  donnée  une  matrice 
Il  A  II  du  type  n  x  (m  -{-  n),  dont  d  est  le  plus  grand  commun  diviseur,  trouver 
toutes  les  solutions  de  l'équation  ;|  A  |1  =  Il  C  l!  x  ||  B  j|,  le  déterminant  |  C  |  étant 
égal  k  ±  d. 

13  bis.  Considérons  maintenant  le  système  (l\  j 

a- , J7,  -t-  ûf,  j^,-<--  •  --H  a-  „,+„J?„,^.„=  =  M,         (/  =:  1,  .>,  . . .,  m). 

Pour  que  le  système  (II)  a<lmctte  des  solutions,  il  faut  et  il  suflit  (|ue  le 
plus  grand  commun  diviseur  de  la  matrice  du  système  soit  égal  au  plus  grand 
commun  diviseur  de  la  matrice  complétée. 

La  solution  la  plus  générale  du  système  non  homogène  (II)  s'obtient  en 
ajoutant  à  une  solution  particulière  la  solution  la  i)lus  générale  du  système 
homogène  (I). 

Soit  d  le  plus  grand  commun  diviseur  de  la  matrice,  complétée  ou  non,  du 
système  (II),  il  y  a  d"'~'  systèmes  de  résidus  u^  par  rapport  à  d  pour  lesquels 
le  système  (III)  admet  des  solutions  entières. 

M.  Stieltjes  démontre  ensuite  qu'il  y  a  exactement  A  systèmes  de  nombres 
entiers  x„  x^,  ...,  x^  qui  satisfont  aux  inégalités 

<   f)A  d\  ()A 

A  étant  le  déterminant 

'  '  =  1 ,  2 ,  . . . ,  «i  \ 
,  A-  =  1 ,  3 /?/  /  ' 

les  a,j  sont  des  nombres  entiers  tels  qu'on  ait  A  >  o.  Puis  viennent  des  pro- 
blèmes sur  les  matrices,  savoir  : 


1°  Soit 

\\a- 


'  i  =  1,  -2,  . . ..  m  ~1 

A"  =  I,  2,  . . .,  {m  -h  n)} 


une  matrice  donnée  du   type  m  x(«?  -h  n),  dont  d  est  le  plus  grand  commun 
diviseur.  On  se  propose  de  trouver  toutes  les  matrices 


ou     il  Cil 


1  =  1,2,  . . .,  m 

/.•  =  I,  2,    .  .  .,  771  + 


n) 


du  type  complémentaire  n  x{m  -h  n  )  telles  que  !  '      =±f/; 


,  C. 

2°  On  se  propose  de  trouver  toutes  les  matrices  du  type  m  x(m-{-n)  dont 
les  déterminants  ont  des  valeurs  données. 
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Ces  valeurs  données  ne  peuvent  pas  être  c|uelcon(|ues,  les  cléteriiiinaiils  A, 
A,  ,„^j  {voir  le  §  1 1  )  ne  peuvent  pas  même  être  arbitraires  :  car  il  faut  que  l('s 
autres  déterminants,  qui  sont  des  fondions  rationnelles  des  A  et  des  A,-  ,„^.^  aient 
des  valeurs  entières;  mais  ces  conditions,  une  fois  vérifiées,  le  problème  est 
toujours  possible  et  admet  une  infinité  de  solutions. 

3°  Soient  II  A  II  =  Il  a,  ^  Il  une  matrice  du  type  ntx(m-f-/i),  dont  le  plus 
grand  commun  diviseur  est  S,  Il  C  ||  =  ||  c,  ^  ||   une  matrice  du  type  complémen- 

I  A  I 
taire  n  x{m  -h  n)  telle  que  =  ±  5  ;  soit  II  B  ||  =  ||  b;,.  ||  une  matrice  du  type 

n  x(ni  -h  n)  formée  par  un  système   fondamental   de  solutions  des   équations 
linéaires  et  homogènes 

«,^,^,  +...+  «,   „,+n^,n+„  =0  (  '  =  •>  '^J    •  •  •)  '"  )• 

Les  matrices  ||  B  ||  et  ||  C  ||  sont  du  même  type  :  à  un  déterminant  A^  de  la 
première  on  peut  faire  correspondre  un  déterminant  A^.  de  la  seconde,  les  deux 
déterminants  correspondants  étant  formés  avec  n  colonnes  de  même  rang,  et 
prises  dans  le  même  ordre,  dans  les  deux  matrices.  Cela  posé,  on  a 

SA,A,  =  ±:., 

la  sommation  s'étendant  à  toutes  les  paires  de  déterminants  correspondants. 
A  l'aide  de  ce  l'ésullat,  on  peut  résoudre  le  problème  suivant  : 

«  Etant  donnée  une  matrice  II  A  ||  du  type  m  x(/h  -hn),  dont  le  plus  grand 
commun  diviseur  est  o,  trouver  les  matrices  ||  D  ||  du  même  tj'pe,  telles  que 

A,,  et  A,  étant  deux  déterminants  correspondants  des  deux  matrices. 

Voici  maintenant  quelques  remarques  sur  le  plus  grand  commun  diviseur 
d'une  matrice  : 

1°  Soit  5  le  plus  grand  commun  diviseur  d'une  matrice  11  «,■  ^  1|  du  type 
m  x{m-i-n).  Considérons  les  m  fonctions  linéaires 

X,  =  a,  , a^i  +  «;  2 ar,  -1- . . . -t-  a,  ^,_^„ ^,„+n        (  '  =  ' >  2 ,  . . .,  m) 

et  ni  valeurs  de  ces  fonctions 

A •  j  =  a,,  ,<:/.,+...+  a^  „,_^„  c?,  „,_|.„        (  «,  A'  =  i ,  2,  . . . ,  m  ), 

ô  est  la  plus  petite  valeur  (sauf  o)  que  peut  prendre  le  déterminant  |  A-^.  \. 

2°  Soient  II  «;  ^  Il  ou  ||  A  ||  une  matrice  du  type  m  x{m  -h  n),  jj  A  ||  la  ma- 
trice du  type  m  X  p  formée  par  p  colonnes  de  |i  A  ||  (jO  <  m),  soient  d  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  ||A  ||,  et  D  le  plus  grand  commun  diviseur  de 
tous  les  déterminants  de   A  qui  renferment  les  p  colonnes  de  11  A   Ij  :  tous  les 

déterminants  de  \\  A  ||  sont  divisibles  par  -p- 

'[y 

Si  d  =  I,  D  est  le  plus  grand  commun  diviseur  de  la  matrice  |]  A  ||;  lorsque 
le  plus  grand  commun  diviseur  de  la  matrice  ||  A  ||  est  i,  on  a 

D  =  d... 
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3°  Consiiléi'ons  une  mulricc 

iiBii  ou  iift„ii    (;î;;:;:::;;i^,> 

foj'inéc  par  un  syjjtèmc  fondumenlal  de  solutions  de 

a,  ^x^-h  a^  .^x.^-}-. . .-+-  a-  ^_^_^  x,„+n  =  «        {i  =  i,  -j.,  . . .,  ni); 

soient  ||  B  ||  une  matrice  formée  par  p  colonnes  de  ||  B  ||,  (p  <  n),  d  le  p!us 
grand  commun  diviseur  de  ||  B  |!  ,  Ô  le  plus  grand  commun  diviseur  de  la  ma- 
trice des  Cl;  f.,  S  le  plus  grand  com.mun  diviseur  de  la  matrice  obtenue  en  sup- 
primant, dans  la  matrice  des  a,  ^,  les  p  colonnes  qui  correspondent  aux  colonnes 

0 

de  II  B   II  ,  le  plus  grand  commun  diviseur  d    est  égal  à  -l-- 
Le  théorème  est  encore  vrai  dans  le  cas  p  =  n. 

14.  lilanl  donné  un  système  de  m  congruenccs  entre  n  inconnues 

\.=  a,  ,57,  -+-. . .-(-  a,  „:r„  =  o         (mod  .M  ;, 

on  considère  la  forme  bilinéairc 


I  V^  1  i  =  i,  1,  . . ..  m\ 


on  dira  que  cette  forme  bilinéairc  correspond  au  système  de  congruenccs 
donné. 

On  appelle /ormC;,  en  Arithmétique,  un  polynôme  homogène  de  plusieurs  in- 
déterminées X,  y,  z,  .  ■ .,  'd  coefficients  entiers.  Si  une  telle  forme  F  prend  une 
certaine  valeur  m  pour  certaines  valeurs  entières  des  indéterminées,  on  dit 
qu'elle  représente  le  nombre  m.  Si  l'on  fait  dans  F  une  substitution  linéaire  et 
homogène,  à  coefficients  entiers,  on  obtient  une  nouvelle  forme  F,  et  l'on  dit 
que  F  renferme  F.  Si  le  module  de  la  substitution  est  égal  à  rfci,  on  dit  que 
F  et  F'  sont  équivalentes.  Lorsque  deux  formes  sont  équivalentes,  il  existe 
certains  nombres  I,,  I^,  . . . ,  I^,  dépendant  d'une  façon  déterminée  des  coefficients 
de  Tune  des  formes  F,  et  égaux  aux  nombres  I',,  II,  ...,  I^-  qui  dépendent  de 
la  même  façon  des  coefficients  de  l'autre  forme  F'.  I,,  I^,  ...,  I^  forment  un 
système  complet  ^'invariants  de  la  forme  F. 

Parmi  les  formes  bilinéaires  équivalentes  à  la  forme 


X^  V^  f  i  —  1,1 m\ 


il  y  en  a  toujours  une,  qui  affecte  la  fox-me 

^,  -y.  r,  -^  e,^,r.  -^-  •  •+  ^fXf  Yy^ 

et  que  nous  appellerons  la  îovme  réduite  ;  e,,  e,,  ....  e  sont  des  entiers  positifs. 
e^_,  divise  e^.,  p  est  tout  au  plus  égal  au  plus  petit  des  nombres  m  et  n. 

Deux  formes  bilinéaires  seront  équivalentes  si  elles  admettent  la  même 
réduite. 

On  appelle  foinu'  normale  de  la  forme  bilinéairc  considérée  une  forme  équi- 
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valenle, 

où  5,,  6j,  ...,  5  sont  des  nombres  positifs;  e,,  e^,  ••■,  e  sont  les  nombres 
réduits  de  5,,  S^,  ...,  5  ,  le  nombre  p  s'appelle  le  rang  de  la  forme  bilinéaire 
ou  de  la  matrice  des  a,  j. 

Considérons  un  déterminant  quelconque  de  degré  A"  de  la  matrice  des  rt,  j  ; 
divisons  ce  déterminant  par  le  plus  grand  commun  diviseur  de  ses  propres 
mineurs,  soit  Ej.  le  plus  grand  commun  diviseur  de  tous  les  quotients  que  l'on 
obtient  ainsi*  on  a 

Ea  =  e,. 

Pour  qu'une  forme  bilinéaire  G  soit  contenue  dans  la  forme  F,  il  faut  et  il 
suffit  que  le  rang  de  G  ne  surpasse  pas  celui  de  F,  et  que  les  invariants  de  G 
soient  divisibles  par  ceux  de  F. 

16.  Considérons  les  systèmes  de  congruences  linéaires 
(I)        a. ,  J7,  4- fl,  ,.27^  +  . .  .-H  a,- „a;„s  M^.    (modM)        (i  =  i,  2,  . . ..  «). 

Soient  e,  et  s,  (t  =  i,2,  ...,n)  les  invariants  de  la  matrice  du  système  et 
ceux  de  la  matrice  complétée.  Supposons  que  c?„  (le  déterminant  |«,i-|)  ne 
soit  pas  nul. 

Posons 

c.=  {M,e.),  y_=  (M,  e,.), 

C  =  c,  Cj . . .  c„,        r  =  Yj  v^ . . .  Y^^. 

Pour  que  le  système  (I)  admette  des  solutions,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on 
ait  C  =  r  :  il  y  a  alors  exactement  C  solutions. 

D'ailleurs  le  tbéorème  subsiste  même  si  c?„  est  nul.  Si  nous  envisageons  le 
système 

a,.  ,07, +..  .4- a,  „,_^„a7^+„=  ii;     (modM)        {i  =  1,  2,  . . .,  n), 

la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il  y  ait  des  solutions  est  encore 
C  =  F;  mais  le  nombre  des  solutions  est  CM'". 
Soit  enfin  le  système 

«,  ,37, +. . .-(- a,  „a:„  =  M;    (modM)        {i  =  1,  2,  . . .,  n-i- m), 

on  doit  avoir 

^.+.=  0        (modM), 
puis 

c  =  r 

et  le  nombre  des  solutions  est  C. 
L'auteur  termine  par  le  théorème  suivant  : 

«  Envisageons  les  équations  non  homogènes 

(  I  )  a,.  ,  37,  4-  a, ,, iTj  + . . .  4-  a,  n^-^  +  a,  „_^,  =  o        (  «  =  i ,  2,  . . . ,  «i  ) . 

Soient   ||  A  ||  et  ||  A'  |1  la  matrice  du  système  et  la  matrice  complétée.  Pour 
que  le  système  (I)  admette  une  ou  plusieurs  solutions,  il  faut  et  il   suffit  que 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  2'  série,  t.  XVIIL  (Février  1894.)  R.4 
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le  rang  p  fie  ||  A  ||  soil  égal  au  rang  de  ||  A'  {|,  el  que  le  plus  grand  connmun 
diviseur  des  déterminants  du  degré  p  soit  le  même  pour  les  matrices  ||  A  || 
et  1|A'||. 

Le  Vavasseur. 


ASSOCIATION  FRANÇAISE  pour  l'avancement  des  Sciences,  fisionnée 
AVEC  l'Association  scientifique  de  Fuancb.  Comptes  rendus  des  ses- 
sions (1). 

16"  session  (Toulouse);  1887. 

Laisant  (C.-A.).  —  Notice  historique  sur  les  travaux  des  première 
et  deuxième  sections,  de  1879  ^  1886  inclusivement.  (i63). 

Cette  Notice  a  été  imprimée  en  une  brochure  à  pari,  et  ne  figure  pas  dans 
le  deuxième  Volume  des  Comptes  rendus. 

Astor  (A.).  —  Lignes  géodésiques  des  surfaces  réglées  dont  les 
génératrices  coupent  la  ligne  de  striction  sous  un  angle  constant, 
et  dont  le  paramètre   de  distribution  est  constant.  (i63-i64, 

I*-I2*). 

M.  Astor  montre  que  ces  surfaces,  pour  des  valeurs  données  de  l'angle  et 
du  paramètre,  sont  applicables  les  unes  sur  les  autres,  et  applicables  sur  des 
surfaces  de  révolution.  Il  étudie  en  outre  celles  de  ces  surfaces  dont  la  ligne 
de  striction  est  plane,  et  celles  dont  le  cône  directeur  est  de  révolution. 

Lemoine  {E .).  —  Questions  diverses  sur  la  nouvelle  Géométrie  du 
triangle.  (164,  i3*-42*). 

Divers  problèmes  et  théorèmes  se  rapportant,  entre  autres,  aux  points  de 
Brocard  et  de  Lemoine. 

Collignon  {E.).  —  Problème  de  Mécanique.  (164,  42*-63*). 

Mouvement  d'un  point  animé  de  deux  vitesses  de  grandeurs  constantes,  l'une 


(')  Voir  Bulletin,  XVII^,  197.  L'Association  française  comprend  un  grand 
nombre  de  sections;  nous  n'analysons  ici,  comme  précédemment,  que  les  travaux 
des  deux  premières  sections  :  Mathématiques,  Astronomie,  Géodésie  et  Méca- 
nique. Rappelons  que  les  comptes  rendus  de  l'Association  sont  publiés  chaque 
année  en  deux  Volumes;  premier  Volume  :  Documents  officiels,  Conférences, 
Procès-verbaux  ;  second  Volume  :  Notes  et  Mémoires.  Les  renvois  sans  astérisques 
se  rapportent  à  la  pagination  du  premier  Volume,  et  ceux  qui  sont  accompagnés 
d'astérisques,  à  la  pagination  du  second  Volume. 
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normale  au  rayon  vecteur  joignant  le  mobile  à  un  point  fixe,  l'autre  parallèle 
à  une  direction  fixe.  Développements  divers. 

Escary.  —  Sur  la  représentation  d'une  fonction  arbitraire  au 
moyen  d'une  .série  convergente  ordonnée  suivant  des  poly- 
nômes dépendants  des  coordonnées  elliptiques  dans  le  plan. 
(i65,  63*-7.r). 

Ces  polynômes  naissent  du  développement  de  l'inverse  dun  radical  analogue 
à  celui  (jui  conduit  aux  fonctions  Y„. 

Oltramare  (G.).  —  De  l'intégration  des  équations  linéaires  à 
coefficients  constants.  (i65,  y5*-S']*). 

Application  du  calcul  de  généralisation.  L'auteur  montre  en  outre  comment 
ce  calcul  peut  servir  à  la  détermination  des  fonctions  inverses  des  intégrales 
définies. 

Vigarié  {E.).  —  Premier  inventaire  de  la  Géométrie  du  triangle. 
(i65,  87*-!  12*). 

Essai  de  coordination  des  résultats  obtenus. 

Laisant  (^C.-A.).  —  Sur  les  asymptotes  de  l'hyperbole  de  Kiepert. 
(i65,  ii3*-ii4*). 

Construction  des  directions  asymptotiques  par  les  équipollences. 

Teliier  (Ch.).  —  Nouveau  moteur  thermodynamique.  (166, 
ii4*-ii6*). 

Il  s'agit  d'une  machine  à  air  qui  présenterait  une  économie  énorme  et  divers 
autres  avantages. 

Pellet  [A.).  —  Sur  les  sphères  tangentes  à  deux  surfaces.  (166, 

ii6*-ii8*). 

Étude  des  lignes  formées  par  les  points  de  contact  sur  l'une  et  l'autre  surface. 

Le  Pont  {H.).  —  Note  de  Géométrie.  (166,  1 19*-! 22*). 
Proposition  sur  trois  groupes  de  trois  plans,  et  théorème  corrélatif. 

Barbarin  (P.).  —  Retrouver  les  éléments  d'une  surface  de  révo- 
lution dont  on  ne  possède  qu'un  fragment.  (166-167,  1  23*- 126*). 

Solution  fondée  sur  l'emploi  des  cercles  géodésiques  tracés  sur  la  surface. 
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Barbariii  (P.)-  —    Sur  les   racines  de   l'cqiialioii   du    troisième 
degré.  (167,  i '.>.6*-i  ;^7*). 

Détermination  de  trois  coefficients  a,  b,  c  tels  que 

h  b  b 

x^=  a  -\ »  x^=  a  -i >  x,  =  a  -i • 


Haro.  —  Note  sur  une  nouvelle  méthode  do  notation  graphique 
des  logarithmes.  (167,  128*-! 32*). 

Cercle  logarithmique  pcrmellant  de  déterminer  les  logarithmes  avec 
quatre  décimales. 

Kluyver{J.-C.).  —  Sur  un  système  d'invariants  communs  à  deux 
coniques.  (167,  i32*-i4i*). 

Ce  Mémoire  se  rapporte  aux  polygones  inscrits  dans  une  conique  et  circon- 
scrits à  une  autre. 

Collignon  {E .).  —  Sur  une  méthode  approximative  pour  la  tri- 
section de  l'angle,  imaginée  par  M.  E.  Fortin.  (167-168,  \/\\*- 
i64*). 

La  construction  consiste  à  partager  la  corde  en  trois  parties  égales,  à  élever 
une  perpendiculaire  égale  aux  -^  de  la  flèche  et  à  joindre  le  centre  au  point 
obtenu.  Extension  à  la  division  en  n  parties  égales. 

Stieltjes  (T.-J.).  —  Sur  les  maxima  et  minima  d'une  fonction 
étendue  sur  une  surface  fermée.  (168). 

Pour  une  surface  fermée  2A-1-1  fois  connexe,  2  —  2  A'  est  la  différence  entre 
le  nombre  des  maxima  et  minima  et  le  nombre  des  cols. 

Syhcster.  —  Sur  les  nombres  dits  de  Hamilton.  (168,  i64*-i68*). 
Indication  d'un  calcul  très  facile  permettant  d'obtenir  ces  nombres. 

Tarry  (G.).  —  Essai  sur  la  Géométrie  des  figures  imaginaires. 
(168-169,  i68*-i88*). 

Définitions  et  propriétés  diverses  du  point  imaginaire  et  de  la  droite  imagi- 
naire, à  un  point  de  vue  purement  géométrique. 

Schoute  [P. -H.).  —  Sur  un  complexe  du  troisième  ordre.  (169, 

Ce  complexe  est  formé  par  les  droites  joignant  les  couples  de  points  isogo- 
naux  par  rapport  aux  faces  d'un  tétraèdre.  Propriétés  diverses. 
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Berdellé  {Cli.).  —  x\rillimélique  des  directions  et  roLalions.  (169- 
170,  i97*-2o6*). 

Étude  des  imaginaires  fondée  sur  les  logarithmes  de  direction.  L'auteur  ne 
considère  pas  (a  +  i6)"'+-"  comme  réductible  à  la  forme  p  +  uj. 

Berdellé  {Cit.).  —  La  numération  binaire  et  la  numération  octa- 
vale.  (170,  5io6*-209*). 

Remplacement  des  chiffres  par  des  signes  permettant  de  faire  mécaniquement 
les  calculs. 

Berdellé  {Ch.).  —  Boîte  à  multiplication.  (170,  2io*-2ii*). 

Appareil  construit  sur  les  mêmes  principes  que  les  bâtons  de  Neper. 
Cayley  {A.).  —  Note  sur  la  transformation  du  septième  ordre  des 
fonctions  elliptiques.  (170,  2ii*-2i3*). 

Cette  très  remarquable  Note,  consistant  presque  exclusivement  en  calculs, 
ne  se  prête  à  aucune  analyse. 

Dormoy  {E.).  —  Théorie  mathématique  des  jeux  de    Bourse. 
(170-171,  2l4*-2l5*). 
Détermination  de  l'espérance  mathématique  de  l'acheteur  de  prime. 

Janssen.  —  L'oxygène  et  les  atmosphères  célestes.  (171). 

Recherches  pouvant  fournir  des  éléments  à  l'étude  de  la  mécanique  molécu- 
laire et  à  celle  des  atmosphères. 

Bindi  {S.).  —  Sur  les  normales  doubles  des  surfaces  algébriques. 

(171,    2l6*-2l8*). 
Nombre  des  normales  doubles;  application  d'un  théorème  de  M.  Zeuthen. 

Laisant  (C.-A.).  —  Quelques  applications  arithmétiques  de  la 
Géométrie  des  quinconces.  (171-172,  2i8*-235*). 

Application    de    l'échiquier.   Représentation   figurative    des   fractions  pério- 
diques. 

Langlois{M.).  —  Sur  l'homogénéité  de  la  formule  fondamentale 
du  mouvement  atomique.  (172,  235*-24i*)- 
Démonstration  nouvelle  d'une  formule  antérieurement  donnée  par  l'auteur. 

Bichon  (A.).  —  La  roue  universelle  Piclion.  (172,  242*-256*  . 
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Description,   théorie  et    applications  d'un    appareil  mécanique    inventé  par 
l'auteur. 

Manlel.  —  Nouvelle  théorie  des  couples  et  de  la  composition  des 
forces.  (172-173,  a57*-263*). 

Cette  théorie  est  fondée  sur  la  notion  du  centre  d'un  système  de  forces  dans 
un  même  plan,  et  sur  l'emploi  du  Calcul  des  quaternions. 

Caminati  (P-)-  —  Sur  la  valeur  de  l'inverse  de  2-R  exprimée 
par  un  nombre  infini  de  facteurs.  (lyS). 

Calcul  des  périmètres  des  polygones  réguliers  de  2" r  côtés. 

Caminati  (P.).  —  Des  nombres  réciproques.  (inS). 
Applications  de  formules  connues  à  des  calculs  pratiques. 

Lucas  {E.).  —  Géométrie  des  réseaux.  (173-174)- 
Sur  certaines  figures  pouvant  se  tracer  en  n  traits. 

Schlegel.  —  Sur  un  théorème  de  Géométrie  à  quatre  dimensions. 

(174,  264*-266*). 

Sur  les  solides  à  quatre  dimensions  analogues  au  prisme  trilatéral  et  au  té- 
traèdre. 

Schlegel.  —  Sur  les  distances  moyennes  entre  un  point  et  des 
variétés  de  points  discrètes  ou  continues.  (174?  266*-28i*). 

Solution  de  problèmes  à  deux  dimensions  par  la  Géométrie  à  trois  dimensions, 
et  de  problèmes  à  trois  dimensions  par  la  Géométrie  à  quatre  dimensions. 

Laisant  (^C.-A.).  —  Sur  l'inversion  d'un  système  de  n  points; 
construction  de  deux  points  remarquables  du   triangle.  (174? 

282*-285*). 

n  points  sur  un  plan  étant  transformés  par  inversion  par  rapport  à  un  pôle  X, 
déterminer  X  de  façon  qu'il  soit  le  barycentre  des  points  transformés.  Il  y  a 
n  —  I  solutions. 

Cosserat.  —  Sur  l'hyperbole  de  Kiepert.  (175). 
Génération  nouvelle  et  propriétés  de  cette  hyperbole. 

Desboves  (A.).  —  Théorème  d'analyse  indéterminée.  (175). 

On  peut  trouver  par  un  seul  système  de  formules  la  solution  de   l'équation 
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a\' —  b\'—  2  Z'  lorsque  a  et  A  sont  deux  nombres  premiers  consécutifs  de  la 
forme  An  -+-  7,  Sn  -f-  5  ou  8«.  +  5,  8«  ■+-  3. 

Oltraniare  (G.).  —  Mémoire  sur  les  principes  généraux  du  calcul 
de  généralisation.  (175,  285*-3o5*). 

Notions  fondamentales,  avec  quelques  applications  à  l'intégration  des  équa- 
tions. 

17*  session  (Oran);  1888. 

Luisant   (C.-A.).   —   Propriétés   des    équations;    conséquences 
géométriques.  (149,  i*-4*)- 
Généralisation  d'un  théorème  de  M.  Catalan. 

ColUgnon  {E.).  —  Examen  de  certaines   séries  numériques,  et 
applications  à  la  Géométrie.  (i/|9-i5o,  4*-24*)- 

,        ,,      ,    ,         ,  f  a-hb    b-hc    c-ha    ,     .     .    ,         .       ^ 

a,  0,  c  étant  donnes,  on  forme >  ,  et  ainsi  de  suite.  La  sre- 

222  ° 

néralisation  des  séries  ainsi  formées  conduit  à  l'inscription  des  polygones  ré- 
guliers par  approximations  graphiques  successives. 

Le  Pont  {H.).  —  Note  d'Analyse.  (i5o,  25*-29*). 

Relations  entre  les  éléments  d'une  surface  et  ceux  d'une  courbe  tracée  sur 
cette  surface. 

Mittag-Leffler  (G.).  —  Sur  les  fonctions  uniformes  d'une  ou  plu- 
sieurs variables.  (i5o). 

Remarques  sur  une  fonction  de  trois  variables  satisfaisant  à  une  équation 
différentielle. 

Lucas  [Ed.).  —  Sur  un  théorème  de  Cauchy.  (i5o,  29*-3i*). 
Sur  la  divisibilité  de  (a  -h  b)" —  a"  —  b"  par  a' -h  ab  +  b'  et  par 
(a^'-h  ab-h  b'y-. 

Tarry  (G.).  —  Nouvel  essai  sur  la  Géométrie  imaginaire.  (i5i, 
3i*-53*). 

Continuation    des    études    de    l'auteur    présentées    au     Congrès    précédent. 
(  Voir  ci-dessus). 

ColUgnon  (E.).  —  Recherches  sur  la  courbe  d'ombre  d'un  piquet 
vertical.  (i5i,  53*-72*). 
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Propriélcs  de  la  courbe  d'ombre  cl  dévcloppemcnls  divers  de  gnomoniquc 

Laisant.  —  Noie  sur  la  somme  des/?  premiers  coefficients  du  dé- 
veloppement (:r +jk)"-  ('5i,  'ji*-'j?)*). 

Méthode  pour  obtenir  cette  somme  par  la  construction  d'un  échiquier 
arithmétique. 

Lemoine  {E .).  —  De  la  mesure  de  la  simplicilé  dans  les  Sciences 
mathématiques.  (loa,  '^5*-95*). 

Essai  d'évaluation  de  la  simplicité  des  propositions  et  des  constructions,  en 
Mathématiques,  par  la  décomposition  en  éléments  simples. 

Genty.  —  Noie  de  Géométrie  vectorielle  sur  la  théorie  des  sur- 
faces. (i53,  95*-99*). 

Établissement  d'une  formule,  et  applications  à  diverses  propriétés  concernant 
la  courbure  des  surfaces. 

Pelletrcau.  —  Problèmes  de  Géométrie.  (i53.  99*-! 09*). 

Sur  le  problème  de  Malfatti  et  sur  l'ellipsoïde  tangent  à  trois  plans  rectan- 
gulaires. 

BerdelléiCh.).  —  Réponse  à  quelques  objections  contre  l'Arithmé- 
tique directive.  (i53,  109*-!  12*). 

Complément  des  communications  présentées  aux  Congrès  précédents  sur  le 
même  sujet.  (  Voir  plus  haut). 

Laisant  (C.-A.). —  Sur  une  propriété  des  tangentes  aux  coniques. 
(i54,  ii3*-ii8*). 

Sur  deux  tangentes  issues  d'un  point  et  les  deux  rayons  menés  de  ce  point 
aux  foyers. 

Syh-ester.  —  Sur  certains  cas  du  théorème  deDirichlet  regardant 
les  séries  arithmétiques.  (i54,  1  18*- 120*). 

De  Commines  de  Marsilly  {L.-J.-A.).  —  Réfutation  de  l'inter- 
prétation de  la  Géométrie  non  euclidienne  envoyée  par  M.  Bel- 
trami.  (i54,  i2i*-i35*). 

L'auteur  s'attache  à  relever  quelques  inadvertances  dans  le  Mémoire  de 
M.  Beltrami,  publié  en  1868;  et  la  démonstration  de  l'impossibilité  de  démon- 
trer le  postulatum  d'Euclide  ne  lui  paraît  pas  rigoureusement  établie. 


r-^'^  f^' 
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Ncnhcrr^  (J.).  —  Sur  les  triangles  équibrocardiens.  (i54,  (35*- 

.44*)'. 

ICtiiile  de  la  série  de  tous  les  triangles  tl'iin  plan  ayant  inèine  angle  de  Bro- 
card. 

Uiimbcrl  {E .).  —  Sur  les  équations  du  troisième  degré  qui  servent 
à  la  recherche  des  plans  principaux  d'une  surface  du  second 
ordre  ou  à  l'étude  de  l'intersection  de  deux  coniques.  Discus- 
sion algébrique  coni[)Iète  de  ces  écptations.  (i55,  i45*-i59*). 

La  méthode  de  l'auteur  repose  sur  deux  théorèmes  relatifs  à  la  théorie  des 
formes. 

Langlois  {M.).  —  Sur  un  point  de  la  théorie  du  mouvement  ato- 
mique. (iv55,  i59*-i62*). 

Continuation  des  études  de  l'auteur  sur  la  physique  moléculaire;  considéra- 
tions inspirées  par  la  Monadologie  de  Leibniz. 

Langlois  {M-)-  —  Détermination  des  rayons  moléculaires  dans  la 
théorie  du  mouvement  atomique.  (i55). 

Suite  de  l'étude  présentée  au  Congrès  précédent.  (  Voir  plus  haut.) 

llumhert.  —  Démonstration  simple  et  directe  de  celte  propriété 
du  catalecticanl  d'être  un  invariant.  (i55,  i63''-i64*)- 

Calcul  ingénieux,  montrant  que  le  déterminant  ainsi  dénommé  par  M.  Syl- 
vçsler  et  relatif  à  une  forme  binaire  ne  change  pas  si  l'on  remplace  x  par 
X  -i-  \y. 

Lemoine  {E.).  —  Notes  sur  diverses  questions  de  la  Géométrie  du 
triangle.  (i55-i56,  i65*-i'j5*). 

Suite  des  études  présentées  aux  Congrès  précédents;  indication  d'une 
cubique  remarquable. 

18'  session  (Paris);  1889. 

Collignon  {E.).  —  Observations  au  sujet  de  la  rencontre  de  deux 
points  mobiles  dans  un  plan.  (227.  i*-^*). 

Définition  du  cercle  dangereux;  conditions  du  choc;  condition  de  la  non- 
rencontre. 

Collignon  (E.).  —  Note  sur  les  courbes  circulaires  synchrones, 

(22'J-228,   'y*-23*). 

Bull,  des  Sciences  mat hé/n.,  2' série,  t.  XVIII.  (Mars  1894.)  I{.5 
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Exemples  divers  de  moiiveiiienls  i|ui  Hiliiiellenl  ]i(piir  roiirltcs  syiicliiones 
des  cercles. 

Joukevsky  (^V.).  —  Un  appareil  nouveau  [xxir  la  (létermiiiMlion 
des  moments  d'inertie  des  corps.  (228,  •ïS*--x\*'). 

Le  disposilif  de  l'auLcur  semble  des  plus  ingénieux,  el  la  llicorie  en  est  très 
simple. 

Penin  (/?•).  —  Sur  les  caractères  de  divisibilité.  (228,  24*-38*). 

Emploi  d'une  suite  pcriodiiiuc  indéfinie  d'où  l'on  peut  déduire  simplement 
les  caractères  de  divisibilité  par  un  nombre  quelconque. 

Bet^dellé  {Cit.).  —  Théorie  des  loj^arilhmes  foudt-e  sur  la  iiiulii- 
plication  des  séries.  (229,  38*-42*). 

Emploi  de  tableaux  analogues  au  triangle  de  Pascal. 

Gélion  Towne.  —  Présentation  d'un  ouvrage  d'Aslrouoniic  pra- 
tique populaire.  (229). 

Delannoy  (//.).  —  Emploi  de  l'échiquier  j)our  la  résolution  de 
divers  problèmes  de  j)robabiliLé.  (229-230,  43*-32*). 

Nombre  des  marches  de  tours  ou  de  reines  sur  des  échiquiers  de  diverses 
formes.  Applications  à  quelques  problèmes. 

Genty.  —  Note  de  Géométrie  vectorielle  sur  les  surfaces  isother- 
iniques.  (aSo,  53*-6o*). 

Applications  à  un  théorème  de  ChristofTel  et  à  la  théorie  des  surfaces  minima. 

Tari  y  (G.).  —  Géométrie  générale.  (280,  6o*-8'-*). 

M.  Tarry,  reprenant  ses  études  précédentes  sur  le  même  sujet,  présente  ici 
les  premiers  éléments  de  la  Géométrie  générale  sous  une  forme  définitive. 

De  Commines  de  Marsilly.  —  Etudes  sur  le  postulatum  d'Euclide 
et  sur  les  principes  fondamentaux  de  la  Géométrie  élémentaire. 
(23o-23i,  88*-ioo*). 

Discussion  des  opinions  de  Houël  et  de  M.  de  Tilly  sur  ce  sujet.  Proposition 
d'adopter  franchement  de  nouveaux  axiomes,  empruntés  à  la  notion  de  mou- 
vement. 

Schoute  [P. -H.).  —  Sur  des  quadruples  équiharmonlques  ou 
harn)oniques.  (23i,   100*- 11-). 

Prop(jsitions  analogues  d'un  théorème  de  Clebsch.  Applications. 
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lîahut.  —  Sur  un  certain  point  limite  dans  le  penlagone  convexe. 

(23.). 

Lucas  [Ed.).  —  Sur  le  mode  de  croisement  [dextrorsum  et 
sinistrorsum)  de  deux  lignes  dans  l'espace,  étant  données  leurs 
é(|ualions.  (28  i). 

Vigarié  {E.).  —  Calendrier  lunaire  perpétuel.  (23i,  i4i*-i44*)- 

Une  sorte  de  petit  appareil,  décrit  par  l'auteur,  permet  d'avoir  l'âge  de  la 
Lune  à  une  date  quelconque. 

Vigarié  (E.).  — Esquisse  histori(jue  sur  la  marche  du  développe- 
ment de  la  Géométrie  du  triangle.  (282,  i  i'j*-i/ii*). 

Notice  très  étudiée,  surtout  au  point  de  vue  bibliographique. 

Catalan.  —  Sur  une  formule  relative  aux  fonctions  circulaires. 

(232). 

.  sinpqb  sin9 

Expression  de  ; — : sous  iorme  de  somme. 

sin/>b  sinqn 

0/tramare  (G.).  —  Application  du  calcul  de  généralisation  à  la 
détermination  des  intégrales  des  équations  linéaires  aux  diflé- 
rentielles    partielles    avec    coefficients   variables.   (282,    i45*- 

i58*). 

Cailler.  —  Note  sur  l'expression 


3+  ^ 

a  -t-.  I 

•  •_( 

in  —  I 

(232,  i58*-i6i*). 

Extension  d'une  relation  de    Lambert. 
Stephanos  (C).  —  Une  propriété   des    substitutions  linéaires. 

(232-233). 
Propriété  du  déterminant  d'une  substitution. 

Pellet  (A.).  —  Sur  les  cercles  ou  sphères  se  coupant  sous  des 
angles  donnés.  (233,  i6i*-i()3*). 

Propriétés  reposant  surtout  sur  la  considération  des  centres  et  des  axes  ra- 
dicaux. 
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Pellet  {A.).  —  Sur  la  résolulion  trigonornélricjiie  de  certaines 
équations.  (233,  i64*-i65*). 

Équations  où   les  coefficients  de  trois  termes  consécutifs  sont   liés  par  une 
équation  linéaire  et  homogène. 

Jaubert.  —  Nouvelle  division  du  ciel.  (^33). 

Marin  (A.).  —  Mémoire  sur  les  mouvements  des  fluides  parfaile- 
ment  élastiques,  libres  dans  un  milieu  indéfini  du  même  fluide. 
(233-234). 

Considérations  sur  l'élasticité  et  sur  la  conservation  de  l'énergie. 

Neuberg  [J.)  et  Gob  (A.).  —  Sur  les  axes  de  Steiner  et  l'hyper- 
bole de  Kiepert  (  234,  '•66*-i79*). 
Nombreuses  propriétés.  Généralisation  de  propositions  déjà  connues. 

Neuberg  (./.)  et  Gob  (A.).  —  Sur  les  foyers  de  Steiner  d'un 
triangle.  (234*  i79*-i95*). 

Les  auteurs  appellent  ainsi   les  foyers   de  l'ellipse  de  Steiner,  qui  touche  en 
leurs  milieux  les  cotés  du  triangle.  Nombreuses  propriétés  nouvelles. 

Lemoine  {E.).  —  Contributions  à  la  Géométrie  du  triangle.  (234, 

I97*-222*). 
Point  de  Tarry,  triangles  homologiques,  coordonnées  tripolaires,  etc. 

Secretan  {G.).  —  Équatorial  à  deux  lunettes  de  108"'"'  de  dia- 
mètre. (235,    223*-225*). 

Cet  appareil  semble   présenter  d'assez  notables  avantages;  l'auteur  présente 
aussi  un  bain  de  mercure  perfectionné. 

Laisant  (C.-A.).  —  Intégration  directe  de  l'expression 

cosPx  sin?a7  dx. 
(235,    225*-22'j). 

L'intégration  s'effectue  au  moyen  de  simples  multiplications  algébriques. 

Lucas  (Ed.).  —  Sur  la  collection  des  machines  à  calculer  du 
Conservatoire  des  Arts  et  Métiers.  (235). 

Lemoine.  —  Sur  la  mesure  de  la  simplicité  dans  les  constructions 
géométriques.  (235). 
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D'Ocai^ne  (.!/.)•   —   Sur  les  trajectoires  des  points  marqués  sur 
une  droite  qui  se  déplace  en   louchant  conslaninienl  par  l'un 
d'eux,  une  courbe  donnée.  (235,  228''-233*). 
Construction  et  propriétés  des  centres  de  courbure  des  trajectoires. 

Gonnessial.    —  Sur  quelques  erreurs  afleclant  les  observations 
méridiennes.  (236). 
Résultats  de  recherches  entreprises  à  l'observatoire  de  Lyon. 

Bierens  de  Haan.  —  Quelques  renseignements  sur  l'édition  de 
la  correspondance  et  des  œuvres  de  Christiaan  Huygens.  (236, 

243*-237). 

L'initiative  de  cette  édition  appartient  à  l'Académie  royale  des  Sciences 
d'.\nisterdam.  Analyse  intéressante  de  la  correspondance. 

19*  session  (Limoges);  i8go. 

Escary  (J.).  —  Sur  le  problème  des  trois  corps.  (i43). 

Le  Mémoire  n'a  pas  été  inséré  dans  les  Comptes  rendus  à  cause  de  sa  trop 
grande  longueur.  D'après  l'auteur,  les  intégrations  qu'exige  ce  problème  fameux 
seraient  i-amenées  par  lui  à  des  quadratures. 

Gob{A.).  —   Sur  quelques  transformations  de  figures.  (i44,  i  *- 


Propriétés  concernant  les  triangles  directement  semblables  construits  sur  les 
côtés  d'un  triangle  donné. 

Neuberg  (/.).  —  Sur  les  figures  symétriques  successives.  (i44, 
i8*-23*). 

Discussion  complète  de  cette  question  :  étant  données  n  droites  dans  un  plan, 
trouver  un  polygone  tel  que  ces  droites  soient  les  perpendiculaires  élevées  sur 
les  milieux  des  côtés;  et  autres  problèmes  analogues. 

Laisant  {C.-A.).  —  Propriétés  du  triangle  :  orientation  moyenne; 
points  équisegmentaires.  (i44j  23*-29*). 

Définition  de  l'orientation  moyenne,  qui  n'est  autre  que  celle  de  la  droite  de 
Jerabek.  Les  points  équisegmentaires  M  sont  tels  que  les  droites  AM,  BM,  CM 
coupent  les  côtés  opposés  en  A',  B',  C  de  telle  sorte  que  CA' =  AB' =  BC, 
ou  BA'=  CB'=  AC. 
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Delantioy  {[[.).    —   Problèmes  divers  coDcemanl   le  jeu.   (i44- 
i4j,  a(j*-35*). 

Limite  de  l'écart  cnli-e  les  gains  et  les    perles  d'un  joueur  à  cliances  égales; 

c'est  1/  —  V'*-  Nombre  moyen  des  équilibres.  Autres  questions  de  probabilités. 

Delannoy{n.).  —  Formules  relalives  aux  coefficienls  du  binôme. 

(.45,  35*-37*). 

Identités  intéressantes  et  qui  paraissent  nouvelles.  Expressions  diverses  de 
la  somme  des  q  premiers  coefficients  du  dévelopiiement  (a  -+-  b)"^. 

CoUignoii  (-^.).    —  Examen    d  un   lieu  géomélri(jue.  (i45-i46, 

38M9*). 

(le  lieu,  dont  l'origine  physique  est  empruntée  à  la  statique  des  corps  flottants, 
a  pour  équation  polaire  r^  =  W —  ^a'tang'O.  Emploi  possible  d'un  appareil 
fondé  sur  cette  élude,  pour  déterminer  la  densité  d'un  corps  solide. 

Raffnrd.  —  Séclieur  de  vapeur  détendue.  (i4G). 

Indication  d'un  appareil  permettant  d'envoyer  dans  le  cylindre  d'un  moteur 
de  la  vapeur  sèche  légèrement  surchaulFée. 

Fontaneaa  {E.).   —    Sur  l'équilibre   d'élaslicilé   des  corps  iso- 
tropes. (146,  49*-69*). 

Intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  de  l'élasticité  lorsque  la  ro- 
tation élémentaire  coïncide  en  direction  avec  l'une  des  dilatations  principales. 

Laisant  (^C.-A.).    —   Interpolation   cinémalique.   (146-147,  7<^*- 

Trouver  le  mouvement  d'un  mobile  qui  passe  par  des  positions  données  à  des 
instants  donnés. 

Laisant  (C.-A.).    —   Sur  deux  genres  remarquables  de  courbes 
planes.  (147,  :4--78*). 

Recherche  d'une  courbe  qui  soit  à  elle-même  sa  quatrième  développée. 

Matrot  (A.).  —  Sur  la  décomposition  d'un  entier  quelconque  en 
une  somme  de  carrés.  (i47?  79*"8i*)- 

Démonstration  très  simple  du  théorème  de  Racliet  :  «  Tout  entier  est  dccom- 
posable  en  une  somme  de  quatre  carrés.  » 
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Mdirnt  [A.).  —  Sur  les  rcsidiis  (|ii;i(lr;il,if|ii(;s.  (  i '17,  8:',*-8<S*). 

Ue|)i'(Jscnlalit)ii  gra[)lii(jiiL'  de  la  lui  de  iMiciprocité  ;  caiarU'rc  (|iia(lial,iqiie  de  3. 

Lucaa  [FlcL).  —  Nouvelle  déuionsti'alion  de  la  loi  de  réciprocilé. 

Déiiioii^lralioa  reposant  sur  les  luis  aiiLlmiélicjues  de  la  Géométrie  du 
tissage. 

Pannentier  (Général).    —   Sur  les  carrés   magiques.    (147-14^) 
88*-9()*). 

Carres  magiiiues  iiii|)airs;  carrés  luagicjiies  avec  des  uuinl)res  discontinus; 
carrés  magiques  logarillimiqucs. 

Lucas  i^hJd.).  —  Sur  les  carrés   rnagiijues  et  leurs  applications  à 
l'Aritliinétique.  (i48). 

Application  aux  formules  d'Euler  et  de  Lagrange.  Extension  de  l'indica- 
teur »{/0- 

Schoute.  —  Sur  rarrangenient  des  joueurs  d'échecs  à  l'occasion 
d'un  concours.  (i48). 

Tableau  de  combinaisons  deux  à  deux  di'i  à  M.  Declman. 
Collignon  {E.).  —  Problème  de  Mécanique.  (i4S,  ioo*-i  i  1*). 

Elude  du  mouvement  que  prend  dans  un  liquide  un  corps  de  forme  sphé- 
rique  qu'on  y  laisse  tomber. 

Lemoine  {E .).  —  Mesure  delà  simplicité  des  constructions.  (i48). 

Principes  et  applications  à  quebjues  exemples. 

Lemoine  (E.).  —  Sur  les  triangles  orthologiqiies  et   STir  divers 
sujets  de  la  Géométrie  du  triangle.  (i4S,  1 1  i*-i46*). 

Etude  très  complète  des  divers  cas  qui  peuvent  se  présenter.  On  appelle  ortho- 
logiques deux  triangles  ABC,  A'B'C,  tels  que  les  perpendiculaires  de  A  sur 
B  C,  de  B  sur  C'A',  de  C  sur  A'B'  sont  concourantes;  cette  propriété  est  réci- 
proque. 

LongcJiamps  [G.  de).  —  Intégration  de  l'équation  de  Brassinne 
au    moyen    des    fonctions    hyper-bernoulliennes.    (i4y,     i4(3*- 

152*)." 

Bappel  de  la  théorie  de  ces  fondions,  imaginées  par  Fauteur;  application  à 
une  équation  dill'érenlielle  du  deuxiènn?  oi'dre. 
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Coniniines  de  Marsilly  {de).  —  Siii'  un  piiriuloxe  de  Gcoiuélrie 
analytique.  (149). 

Sur  rinterseclion  de  deux  droites  pariillèles  ;i  l'infini. 

Commines  de  Marsilly  {de).  —  Sur  une  exposition  de  la  Géo- 
métrie euclidienne.  (i49)- 

Développement  des  idées  contenues  dans  les  précédents  Mémoires  de  l'auteur. 
(  Voir  plus  haut  ). 

Lucas  {Ed.).  —  Sur  le  critérium  de  l*aoli.  (i49)- 

Nombre  des  solutions  positives  de  i'éiiuation  indéterminée  ax  -+-  by  =  c. 

Tarry  {G.).  —  Géométrie  générale  :  la  ligne  droite.  (i5o,  i52*- 
i85*). 

Généralisation  de  toutes  les  propositions   du   premier  livre  de  la   Géométrie 
ordinaire. 

Berdellé    {Ch.).    —    De    rincommensurabilité    des    angles    des 
triangles  rectangles  en  nombres  entiers.  (iSo,  i86*-i9i*). 

Démonstration  de  cette  proposition  qu'un  triangle  rectangle  en  nombres  en- 
tiers a  ses  trois  angles  incommensurables  entre  eux. 

Poche.  —  Sur  l'origine  des  forces  de  la  nature;  nouvelle  théorie 
remplaçant  celle  de  l'attraction.  (i5o-i5i). 

Considérations  sur  la  force  élastique  de  l'éther. 

Casalonga{D.-A.).  —  Gonsidérations  élémentaires  sur  la  chaleur. 

(i5i-i52). 

Critique  du  coefficient  de  Oiausius  et  de  la  loi  de  Carnot. 
Schoute.  —  Quelques  problèmes  sur  les  plans  oscillateurs.  (102, 

192*-200*). 

Équation    sj'mbolique  du  plan  osculateur  de  l'intersection  de  deux  surfaces. 
Elude  de  divers  problèmes. 

Fellet  {A  .-E .).  —  Sur  une  classe  d'équations  aux  dérivées  par- 
tielles. (  132-1  53,  2o3*-2o4*)- 

Intégration  d'un  système  d'équations  simultanées. 

Pellet     A.-E.).    —    Rajons   de    courbure    et    de    torsion    d'une 
courbe  tracée  sur  une  surface.  (i52-i53,  2oo*-202*). 
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Dém()iistr;itii»ii  ilirectc  de  lliéorùincs  cumins. 

Lecoriiu  {L.).    —   Problùiucs  de  Mécanique  irifinilésiinale.  (i53, 

Élude,  au  V()isinap;o  d'un  poiiil,  des  propriétés  mécani(jues   d'un  milieu  con- 
tinu, soumis  à  des  forces  également  continues. 

Sclioute.  —  Stir  une  série  doublement  infinie  de  triangles.  (i53). 

'l'riangles  podaires  des  points  du  plan  par  rapport  à  une  parabole  donnée. 

Tarrv  (II-)-  —  Géométrie  de  situation  :  problème  des  n  reines 
surl'échitjuier.  (i53). 

Solution  complète  pour  ri  =^  ii;  étude  du  cas  n  =  li. 

Pellet.  —  Rectilicalion  approximative  des  arcs  de  courbe.  (i54)- 

Construction  d'une  droite  qui  ne  dilTére  de  l'arc  (jne  d'un  infiniment  petit  du 
cinquième  ordre. 

Garrigoii-Lagrange  {P-).  —  Sur  le  choc  et  les  actions  au  con- 
tact. (  i54). 

Analyse  de  l'action  des  forces  dans  le  choc. 

Barbarin.  —  Propriétés  de  l'hyperbole  déduites  de  la  Géométrie 
descriptive,  (i  54)- 

Barbarin.  —  Sur  une  équation  du  second  ordre.  (i54)- 

Sauvage.    —   Sur    la    production   du    mouvement  rectiligne    au 
moyen  de  tiges  articidées.  (i54)- 

A    L. 


THE  MESSENGER  OF  MATHEMATICS,  editecl  by  J.-W.-L.  Glaisher.  Lon- 

don  and  Cambridge,  Macmillan  and  C°  (' )• 

Tome  XVII;  1887-1888. 

Glaisher  [J.-W.-L.).  —  Sur  la  transformation  et  les  développe- 
ments des  douze  fonctions  elliptiques  et  des  quatre  fonctions 
zêta.  (1-18). 

(';   Voir  rtiiHetiit,  MI,,  p.   m-j. 
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l'oniiiilfs  qui  (lumicnt.  les  I riinsformy lions  des  fonctions  f|li|ilii|iif'S  et  des 
fonctions  z("'l;i,  quand  on  ciiant,'e  q  on  -—«y,  en  q'  ou  en  \!7j.  Déveloji|)eniçnls 
de  ces  fonctions  suivant  les  puissances  de  x. 

Tables  des  valeurs  que  prennent  les  fonctions  ellipti(|ncs,  quand  on  ausmcnte 
l'argument  de  K,  /K',  K  +  tK'  et  des  valeuis  de  ces  fonction^  pour  certaines 
valeurs  particulièr(;s  de  l'argument. 

Cayley.  —  Syslrmc  tl"('(|iialions  pour  trois  cercles  qui  se  coupent 
tiiuliK'Ilcinf'iit  sous  (les  arif^les  dotuiés.  (iH-y.i). 

Construction  simple  d'un  triangle  d'arcs  de  cercle  dont  un  donne  les  sommets 
et  les  angles. 

Cayley.   —   Note   sur  les  coeflîcienls   iJe   Lej^endre   de   seconde 
espèce.  (2  I-'^3). 

L'équation  du  second  ordre 

{\  —  X') y"  —  'j-xy' -h  ii(n  -h\)y  =  o, 

où  n  est  un  nombre  entier  positif,  admet  pour  intégrale,  outre  le  polynijme  de 
Legendre  P„,  une  seconde  solution 

y=    L  p  Jog-^J^   _  Z    , 

Z„  étant  un  polynôme  de  degré  /;  —  i  qui  peut  être  défini  comme  la  partie  en- 
tière de  -P,Jog|  j,  quand  on  y  remplace  le  logarithme  par  son  déve- 
loppement suivant  les  puissances  de  -•  L'auteur  donne  le  Tableau   des  fonc- 

X 

lions  P„  et  Z„  jusqu'à  n  =  10. 

Larmor  (o/.).  —  La  Iransfornialion  des  intégrales  multiples  rela- 
tives à  une  surface  en  intégrales  multiples  relatives  à  des  lignes. 

(23-3o). 

Application  de  la  formule  de  Slokes  à  certaines  intégrales  que  l'on  rencontre 
en  Physique  mathématique. 

Jeiikins  (.)/.).  —  Sur  les  principales  équations  de  la  Trigonométrie 
sphérique.  (3o-34). 

L'auteur  propose  de  prendre  comme  formules  fondamentales 

sin  A   _  sinB        sinC  sin(  V-i-R)         cosa-f-cos/> 

sina         sin6         sine  sinC  i-i-cosc 

et  montre  comment  on  peut  en  déduire  les  autres  formules. 
If  oo/.s7')'  Johnson  (  W.^.  —  Sur  la  seconde  solution  de  Téquation 
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dilléroiiliclle  de  la  série  lijpcrj^éoinélrique,  el  sur  les  séries  qui 
représentent  K',  E',  . .  .  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

(35-5o). 

On  sait  que  lorsque,  dans  IVuiualion  de  la  série  Iiypergéométrique 

K(a,  p,y,a7), 

Y  est  égal  à  un  nombre  entier  positif,  on  n'a  plus  immédiatement  qu'une  in- 
tégrale dans  le  domaine  du  point  a:  =  o.  L'auteur  montre  comment  on  peut  en 
trouver  une  seconde  par  un  passage  à  la  limite.  H  applique  sa  méthode  aux 
ét|uations  qui  se  présentent  dans  la  théorie  des  fonctions  ellii)tiques  et  aussi  à 
l'équation  de  Bessel,  qui  peut  se  déduire  comme  cas  limite  de  l'équation 
étudiée  par  Gauss. 

Movley  (/"•)•  —  Sur  les  cubiques  jîlanes  qui  présentent  des 
points  d'inllcxion  aux  points  de  rencontre  avec  les  asymptotes. 

(5i-5;). 

Lorsque  la  cubique  a  un  point  double,  on  obtient  des  relations  géométriques 
très  simples.  Pour  la  cubique  générale,  l'enveloppe  de  la  droite  qui  joint  les 
points  d'inflexion  quand  on  se  donne  les  trois  asymptotes  est  une  courbe  du 
quatrième  degré  tangente  aux  trois  asymptotes. 

Roberts  [Samuel).  —  Note  sur  certains  théorèines  relatifs  au 
cercle  polaire  d'un  triangle  et  sur  le  théorème  de  Feuerbach 
relatif  au  cercle  des  neuf  points.  (5'y-6o). 

Démonstration  directe  de  deux  tliéorèmes  sur  les  triangles  inscrits  ou  cir- 
conscrits à  une  conique  et  conjugués  par  rapport  à  une  autre  conique,  dans  le 
cas  particulier  où  ces  deux  coniques  sont  des  cercles. 

Cayley.  —  Sur  le  système  de  trois  cercles  qui  ont  leurs  centres 

en  ligne  droite  et  qui  se  coupent  sous  des  angles  donnés.  (60- 

69)- 

Retour  sur  le  problème  traité  à  la  page  18.  M.  Cayley  traite  directement  le 
cas  où  les  centres  sont  en  ligne  droite,  qui  offre  un  intérêt  particulier,  à  cause 
de  ses  rapports  avec  la  théorie  des  groupes  fuchsiens. 

Dawsoii  [H. -G.).  —  Note  sur  un  théorème  d'Algèbre  supérieure. 

(69-72). 

Il  s'agit  d'un  théorème  sur  l'équivalence  de  certains  opérateurs  dans  la 
théorie  des  formes  binaires. 

Cayley.  —  Sur  les  systèmes  de  rayons.  (73-7S). 

Remarques  sur  les  différentes  façons  de  délinir  un  système  de  rayons  dépen- 
dant tic  deux  i)aram(''Lres. 
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Buchheiin  [Ailhur).  —  Sur  un  ihcorènie  de  Klein  relatif  aux 
matrices  symétriques.  (79). 

Soient  a  et  h  deux  mntrircs  réelles  symétriques;  si  la  forme  quadratique  qui 
correspond  à  la  matri(u;  ^,  décomposée  en  carrés,  a  q  carrés  d'un  signe  et  q-hr 
carrés  de  l'aulre  signe,  l'équation  \a  —  xb\  =  o  a  au  moins  r  racines  réelles. 

Drill  (./.).  —  Nouvelle  niétiiotle  de  représentation  graphicjue  des 
quantités  complexes.  (8o-g3). 

L'idée  essentielle  de  cel  article  consiste  dans  la  représentation  de  la  quantité 
complexe  u  +  tV  par  la  droite  qui  a  pour  équation  m ^ -1- ç'j'  —  i  =  o.  On  ob- 
tient ainsi  quelques  démonstrations  intéi'essantes. 

Cayley.  —  Note  sur  les  deux  relations  entre  les  dislances  mu- 
tuelles de  quatre  ])oints  sur  un  cercle.  (()4-95). 

Soient  c,  b,  h,  g,  a,  — /  les  quatre  côtés  du  quadrilatère  et  les  deux  diago- 
nales. On  a  entre  ces  six  quantités  les  deux  relations 

X  =  af  -\-  bg  -h  ch  =  0,        V  =  abc  -i-  agh  -+-  bhf  +  cfg  =  o. 

Si  l'on  regarde  a,  b,  c,  h,  g,  f  comme  les  distances  mutuelles  de  quatre 
points  d'un  plan,  la  relation  entre  ces  six  distances  peut  s'écrire 

-Q  =  A[(a=-i-/^)(- a/+ 6- +  c/0 +. . .]  -  V^=  o, 

les    ternies    non    écrits   s'obtenant   par    permutation    circulaire    sur   (a,  6,  c), 

(A  g,  h). 

Cayley.  —  Note  sur  le  rapport  anharmonique.  (9,5-96). 
Moyen  simple  d'eiïectuer  le  produit 

(.r-6)(.-  i)(x  +  .-^6)(x-^  ^)(-+  7^)(--  '^} 

qui  se  présente  dans  la  théorie  du  rapport  anharmonique. 

Tacher  (/?•)•  —  Les  orthocentres  d'un  triangle  et  la  cubique  qui 
passe  par  ces  points.  (97-108). 

Morrice  (G.-G.).  —  Note  sur  la  multiplication  des  nouions.  (io4- 
io5). 

Chree  ( C/iarles).  —  Les  tourbillons  dans  un  fluide  compressible. 

(io5-i  18). 

A  lion   Cunningham.    —    Abaissement    des  équations    dlfTéren- 
tielles.  (i  18-1  fj). 
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On  sait  (|uc  l'ordie  d'une  équation  dilTércnticlle  peut  être  aliaissé  lorS(]u'clIe 
ne  contient  pas  l'une  des  variables  ou  qu'elle  possède  certaines  lioiiiogéiiéités. 

S'il  arrive  qu'elle  présente  à  la  fois  plusieurs  de  ces  caractères,  l'ordre  peut 
être  abaissé  de  plusieurs  unités.  L'auteur  discute  tous  les  cas  possibles,  et  ter- 
mine par  l'application  à  ré(juation  dili'érenticlle  des  coniques. 

Rogers  [L. -./.).  —  Extension  d'une  certaine  formule  d'inégalité. 
(i45-i  5i). 

Le  point  de  départ  de  l'auteur  est  la  formule  suivante  : 
'a,b.-h  a„b.-i-. .  .-h  a..b.. 


(■" 


>i',''<^'/'...C. 


qui  se  démontre  d'une  façon  élémentaire  et  qui  a  lieu  pour  toutes  les  valeurs 
positives  des  lettres  qui  y  figurent. 

Par  des  transformations  simples,  on  en  déduit  une  foule  d'autres  formules, 
par  exemple  la  suivante  : 

s'm's't^'''  >  Sr'~',  où        s.=  a{-h  a{-i-..  .-h  a',i,        m>r>t. 

On  peut  aussi  obtenir  des  inégalités  où  entrent  des  intégrales  définies.  Par 
exemple,  si  dans  la  dernière  relation  on  suppose  que  a,,  a^,  ...,  a„  soient  les 
valeurs  successives  /(  j;,),  /( a?, -f-  /t),  . . .,  f{x^^  nh),  où  x^-\-  nh  -^  x.^,  à\\n& 
fonction  continue  f{x),  en  faisant  croître  le  nombre  n  indéfiniment,  on  par- 
vient à  l'inégalité 

{Sy-dxY-'{fyUlxr~'^>{fy^dxy^-K 

Matliews.  —  La  Géométrie  snr  une  quadrique.  (i5i-i52). 

L'auteur  indique  le  parti  que  l'on  peut  tirer,  pour  l'étude  de  la  Géométrie 
sur  une  quadrique,  de  la  projection  faite  d'un  ombilic  comme  point  de  vue  sur 
un"  plan  parallèle  au  plan  tangent  en  cet  ombilic.  Les  sections  planes  de  la 
surface  se  projettent  suivant  des  cercles. 

Glaisher  (J.-JJ  .-L.).  —  Expression   de  0(;r)  par  une  intégrale 
définie.  (i52-io3). 

L'intégrale  définie  présente  une  certaine  analogie  avec  les  intégrales  de 
Fresnel. 

Forsyth  (A.-Ii.).    —    Invariants    homograpliiques    et   quotients 
différentiels.  (154-192). 

Les  invariants  considérés  dans  ce  travail  sont  moins  généraux  que  ceux 
d'Halphen  ;  ils  ne  concernent  que  les   transformations  homographiques  de  la 

forme 

ax  +  b  ey+f 

cx-^  cl  g  y  -+-  h 

M.  Forsyth  étudie  successivement  le  cas  où  l'on  ne  change  pas  x,  celui  où 
l'on  ne  change  pas  y,  et  le  cas  général. 
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Tome  XVIII;  1888-1890. 

Glaisher  [J.-W.-L.).    —    Sur   les    séries    qui    représentent   les 
douze  fonctions  elliptiques  et  les  quatre  fonctions  zéla.  (i-83). 

La  notation  zsx,  ....  La  notation  d,  d'.  S,  6'.  Les  symboles  tr,  Ç,  Ç',  .... 
Système  de  seize  séries  algébriques  et  leurs  valeurs  ^léveloppées.  Séries  procé- 
dant suivant  les  puissances  ascendantes  de  q  pour  les  seize  fonctions  elliptiques 

H-  00 

et   les  fonctions  zêta.  Séries  de  la  forme  7   <l>{x  +  na).  Les  q  séries.   Séries 

pour  les  fonctions  elliptiques  et  les  fonctions  zêta,  ordonnées  suivant  les  puis- 
sances de  X,  les  coefficients  étant  exprimés  en  fonction  de  h.  Les  cinq  coeffi- 
cients tp„,  ij;,,,  x„,  /„,  F„.  Valeurs  de  cf>„(a,  Z»),  '^^{a,b),  ...,  pour 

n  =  1 ,  2 ,  3 ,  /i ,  5 . 

Valeurs  des  coefficients  pour  les  arguments  o  et  i.  Expressions  approchées 
pour  les  fonctions  elliptiques  et  les  fonctions  zêta  suivant  les  puissances  de  q 
et  de  A'.  Identités  trigonomélriques  déduites  des  résultats  obtenus.  Séries  pro- 
cédant suivant  les  puissances  de  q  et  de  e'^.  Séries  procédant  suivant  les  puis- 

-+-00   +00 

sances  de  q'  et  de  e"^.  Séries  de  la  forme   >    \    —  — —•  Séries  de  la  forme 


11. 


Sl\l. 


Systèmes  d'identités.  Développements  suivant  les  puis- 


sances de  q  et  de  x.  Les  fonctions  c, (/?),  !^,  (n), Les  fonctions  E^{n)  et  E't{n). 

Remarques  sur   les  développements  procédant  suivant  les  puissances  de  q  et 

de  X.  Valeurs  des  seize  séries  doubles.  Valeurs  de  /  Sjj_,  («)  q"',  ....  —  Tableau 
des  résultats.  Résultats  obtenus  en  différenliant  par  rapport  à  [x.  Cas  spécial 
où  le  module  est  égal  à  —  •  Sommes  des  inverses  des  puissances  des  nombres 

V/2 

complexes.  Analogie  avec  les  sommes  des  inverses  des  puissances  des  nombres 
ordinaires.  Formules  donnant  les  puissances  de  w  en  séries  procédant  suivant 
les  puissances  de  e-~.  Identités  déduites  des  formules  précédentes.  Séries  pour 
les  nombres  de  Bernoulli  et  d'Euler. 

Burnsicle  (JV.).  — •  Note  sur  le  potentiel  d'un  cvlindre  elliptique. 

(85-88). 

On  obtient  ordinairement  le  potentiel  d'un  cylindre  elliptique  comme  cas 
limite  du  potentiel  d'un  ellipsoïde. 

L'auteur  montre  comment  on  peut  l'obtenir  directement  par  un  calcul  assez 
simple,  où  l'un  rencontre  l'intégrale 


.(■' 


ix  cos'f  -i-  X-)  d-j. 
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Joliiislon  (./.-/-*.).  —  Les  lignes  de  courbure  d'une  surface  pa- 
rallrlc  à  une  quadriquc.  (88-89). 

Ces  lignes  sonL  siluées  sur  des  (luadriques  ayant  les  mêmes  plans  de  symétrie 
que  la  première. 

Cayley.  —  Noie  sur  réciualion  dilTérenlielle  —-— 1 —^- —  ^o. 

v/i  — a-2      sjx—y"^ 
(90)- 

W'ace  (F.-C.).  —  Note  sur  les  inégalités.  (90-94). 

Démonstrations  simples  de  quelques  inégalités  bien   connues,  telles  que 
"•'"'.■■■■■""-'[ -^7, ") 

Lfoyd  Tanner  [II.-TP'.).  —  Une  représentation  graphique  des 
théorèmes  de  Sturni  et  Fourier.  (95-99). 

Cayley.  —  Note  sur  la  relation  entre  les  dislances  de  cinq  points 
dans  l'espace.  (100-102). 

L'auteur  identifie  la  relation  qu'il  a  donnée,  en  184 1,  dans  le  Cambridge 
Matheniatical  Journal,  t.  II,  p.  267-271,  avec  la  relation  obtenue  par  Lagrange 
{Œuvres,  t.  III,  p.  677). 

Buchheim    [y/rthur).   —   Note  sur  les  matrices  en  involulion. 

(l02-I04). 

Cayley.  —  Sur  le  théorème  d'Hermite  relatif  au  produit  de  fonc- 
tions H.  (104-10-). 

Il  s'agit  de  l'expression  donnée  par  M.  Ilermite,  dans  les  Notes  de  la  sixième 
édition  du  Calcul  différentiel  et  intégral  de  Lacroix,  pour  le  produit 

II,  j;  —  a,  )...I1  Cj;  — a„) 

^r-- ^ —i  ou  a, -t- a,-l-.  .  .+ a„=  o. 

Holmes  {R-)-  —  Sur  les  équations  du  mouvement  d'une  onde 
sonore  dans  un  fluide  compressible  qui  est  rendu  hétérogène 
par  une  force  accélératrice  constante  dans  une  direction  donnée. 

(108-1 13). 

Sylvester  (J.-J.).  —  Note  sur  certaines  équations  aux  difte- 
rences  qui  ne  possèdent  qu'une  intégrale.  (ii3-i22). 

Allan  Cunnîngham.  —  Abaissement  des  équations  différen- 
tielles, (i  22-1  2j). 


6o  SliCONDIv    l'AiniK. 

Addition  au  Mt-moire  piililii';  sous  le  ni('rrie  titre  dans  le  volume  précédent. 
L'auteur  indique  trois  nouvelles  niélliodes  pour  iuti-^rcr  r('-(jualioii  diiréren- 
tielle  des  couiiiues. 

Cayley.  —  Une  corfespondance  entre  des  carlésicnnes  lioinofo- 
cales  et  les  g<'néialri(es  rcclilignes  d'un  li vperljoloïde.  (i'^8- 
i3o). 

Soient  p,  a,  t  les  distances  d'un  [joint  (juelconiiue  à  trois  points  en  lif;nc 
droite  A,  B,  C.  La  relation  entre  ces  trois  distances  représente  un  liyperboloïde 
à  une  nappe,  si  l'on  y  regarde  p,  <s,  t  comme  des  coordonnées  rcctilignes.  Les 
génératrices  de  cet  hyperboloïde  correspondent  aux  cartésiennes  ayant  pour 
foyers  les  trois  points  A,  H,  C. 

Me  Aalay  i^Alex.).  —  Démonslralion  des  |)roj)riélés  fondamen- 
tales des  qualernlons.  (i3o-i36). 

Forsyth  (//.-/?.).  —  Note  sur  rinU'gralion  d'une  é(jnatiun  diffé- 
rentielle  homogène.  (iSô-iSg). 

Klant  donnée  l'éqnation  homogène 

dy       _       dx       __ 

où  U  et  V  sont  deux  poI\'nùmes  homogènes  d'ordre  /(,  en  x,  j-,  soit  G  une  ra- 
cine de  l'éciualitin 

(2)  V(0,  i)  --=  0  L"(e,  i); 
on  déduit  de  l'équation  (i)  la  nouvelle  équation 

(3)  ±{y-^x)=  {y-(ix)\\{y,x,^), 

W  étant  un  polynôme  homogène  d'ordre  n  — i,  dont  les  coefficients  dépendent 
de  6.  Si  8,,  6^,  ...,  8„_^,  sont  les  «  +  i  racines,  supposées  distinctes  de  l'équa- 
tion (2),  on  forme  ainsi  « -H  i  équations  analogues  à  l'équation  (3)  dont  on 
déduit  une  combinaison  intégrable 

n+  1 

cl 


^Pr~^U^".iy-K^)]  =  ^h 


Pv  •••■!  Pn+i  étant  des  constantes  telles  que  l'on  ait  identiquement 
yD,\V,-!-/)^  Wj-)-. .  .-H/?„  +  ,  W„^,  =  o. 

La  discussion  des  équations  qui  déterminent  les /?^  offre  une  application  inté- 
ressante de  la  méthode  d'élimination  de  Bczout. 

Me  Aalay  (Alex.).  —  La  tfansformation  des  intégrales  multiples 
de  surfaces  en  intégrales  multiples  de  lignes.  (189-145). 


UKVUh;  i)i;s  I'Iiihications.  g, 

Uoiiiar(|iics  Mil-  mi  arliclc  «le  M.  LiiriiKir  sur  le  inèine  siij.l,  paru  dans  le  \<,- 
ImiK-  prcCLHii'iiL.   iJisiussiuii  de  l,i  ^c'iu-ralitc  des  Cdiicliisioiis  de  i\l.   I.ariiior. 

Jhtwso/i  [ll.-(L).  —  Lu  lliôorcme  d'AlyrliiT  (14')-!  '(8). 

Si.ieiU    a,,    a,,    ...,    a„    les    n    racines    d'une    foi  nie    hinaire    d'ordre    n,    U, 
i)  <)  , 

S-  pj^^  f/—  lin  operaleur  «luclronque.  On  a,  d'une  manière  générale, 


l..u  =  ,„:V[ 


ip—  x,q)...(p  —  oi„,  q  ; 


Caylev.  —  Fonmiles  rclalivcs  à  une  oclade  (Je  |)oinls.  (i4()-i52). 

Si  deux  tétraèdres  sont  eonjugués  par  rapport  à  une  même  quadrique,  les 
huit  sommets  forment  une  octade,  e'est-à-dire  que  touti;  quadri<jue  qui  passe 
par  7  de  CCS  |)oints  passe  par  le  liiiitième. 

Boxers  (L.-J.).  —  Note  sur  les  anniliilateurs  conjugués  des  ex- 
pressions difrérentielles  homogènes  et  isobariques.  (i53-i5S). 

Brill{J.).  —  Sur  un  certain   théorème  de  minimum,  (i  58-167). 

Discussion  d'un  théorème  de  Clebsch  sur  le  minimum  d'une  certaine  inté- 
grale double,  qui  se  présente  en  Hydrodynamique. 

Kleibev  {Joseph).  ~  Sur  ([uelques  équations  dififérentielles  aux- 
quelJes  satisfont  les  quantités  Iv,  E,  ...  de  la  théorie  des  fonc- 
tions elliptiques.  (167-184). 

Equations  dinTérentielIcs  où  l'on  prend  pour  variable  indépendante  l'angle  mo- 
dulaire 6,  défini  par  la  relation  A=:sin6.  Tableau  de  formules  contenant  les 
quantités  Iv,  E,  et  les  quantités  analogues,  ainsi  que  leurs  rapports. 

Calliphronas  (G.-C).  —  Sur  le  mouvement  d'un  liquide  dans 
un  secteur  sphérique  animé  d'un  mouvement  de  rotation.  (i85- 
'9')- 

Dav  {Henry-George).  —  Note  sur  le  théorème  de  Tavlor.  (iqi- 
192). 

]]  ilkinson  {M.-M.-U.).  —  Quelques  foi-mules  sur  les  fonctions 
elliptiques.  (192). 

Tome  XIX;    1889-1890. 

Sylvesler  {J.-J.).  —  Démonstration  nouvelle  de  la  possil)ilité  de 
ramener  une  forme  quadratique  à  la  forme  canonique  (e'est- 
IJull.  des  Sciences  malhétn.,  t  série,  t.  WIII.  (Mars  iSg!!.)  It  G 
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à-dire  à  une   luiiclioii  linéaire  de  carrésj  |)ar  une  subsliliilion 
réelle  orlliogonale.  (i -•"))• 

La  méthode  proposée  par  l'illustre  géomètre  est  indépendante  de  la  théorie 
de  l'équation  en  s,  et  od're  une  application  intéressante  des  substitutions  infini- 
tcsinialcs. 

Par  exemple,  si  Ton  eireclue  une  substitution  orthogonale  infinitésimale 

ôx  =  sy,         Sj'  =  —  ï  X, 

dans  la  forme  ox'-t-  ilixy  -t-  by,  on  a 

ôh  =  (a  —  b)s 
ou 

o{h')  =  2{a  —  ù)ht 

Si  l'on  imagine  (]u"oii  cfiV'Clue  successiveinent  une  infinité  de  pareilles  trans- 
formations, on  peut  choisir  le  signe  de  £  de  façon  que  i(/i')  soit  toujours  né- 
gatif. On  finira  donc  par  arriver  à  une  forme  pour  laquelle  /t  =  o,  à  moins  de 
rencontrer  une  forme  où  b  —  a.  Dans  l'un  cl  l'autre  cas,  le  théorème  est 
immédiat. 

La  proposition  s'établit  pour  «  =  3,4  par  des  considérations  analogues,  et 
la  méthode  s'étend  d'ailleurs  au  cas  général. 

Elliott  (E.-B.).  —  Noie  sur  Téqualion  différcniielle  des  coniques. 

(5-7)- 

L'auteur  remarque  quejK"  ■^  ,  y"  ^  sont  deux  multiplicateurs  pour  l'équa- 
tion difTérenlielle  des  coniques.  Chacun  d'eux  conduit  à  l'intégrale  générale 
par  une  suite  d'intégrations  qui  n'offrent  aucune  difficulté. 

Elliott  (E.-B.).   —    Sur  les   expressions    difFérenlielIes  qui   ne 

I  v' 

changent  pas  de  forme  après  la  transformation  ar  =  — ,  ?  j'  =  ^  • 

(7-i4)- 

1 

Si  l'on  pose  x  =  e",  y  =  ve^  ,1a  transformation  considérée  devient  u  = —  u', 
i>  =  v'.  Cette  remarque  permet  de  parvenir  simplement  aux  expressions  géné- 
rales demandées. 

Leudesdorf  {C .).  —  Sur  les  réciproques  de  quelques  théorèmes 
de  Géométrie  élémentaire.  (i4-i8). 

Il  s'agit  des  théorèmes  de  M.  Casej,  extensions  du  théorème  de  Ptolémée, 
établissant  une  relation  entre  les  longueurs  des  tangentes  communes  à  quatre 
cercles  tangents  à  un  cinquième.  L'auteur  montre  que  la  relation  obtenue  ex- 
prime la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  quatre  cercles  soient  tan- 
gents à  un  cinquième. 

Stuart  [G. -H.).  —  Sur  la  formule  de  Stirllng  et  quelques  autres 
formules  d'interpolation    (ig-29). 
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Cdylcy.  —  JNole  sur  les  soniiiics  de  deux  séries.  (^>9-3i). 
Les  tleiix  séries  considérées  sont  les  suivanles  : 


S  = 


c  '  '  ' 

2  +  r^x        3(a  +  3Tra)        3(2-f-5-x)        "■■' 

cil  a  est  réel,  positif  et  très  petit.  On  a 

S,=  7(C  +  2log2-logTc)-  jlo-a,         S,=  -  7  loga, 
^  4  4 

C  étant  la  constante  d'Eulcr.  On  voit  que,  lorsque  a  tend  vers  zéro,  la  difl'é- 
rence  S,—  S^  ne  tend  pas  vers  zéro,  quoique  les  deux  séries  deviennent  égales 
ternie  à  terme  (elles  sont  d'ailleurs  divergentes  pour  a  =  o).  Ceci  s'explique 
en  remarquant  que,  pour  a  très  petit,  la  série  S  converge  plus  rapidement 
qu'une  progression  géométrique  de  raison  e~'ï«,  tandis  que  la   convergence  de 

la  série  S,  est  comparable  à  celle  de  la  série  V'  —  • 

Karl  Pearson.  —  Note  sur  l'énergie  dans  un   solide  élastique. 

(3i-4.). 

Sykesler.  —  Sur  la  réduction  d'une  forme  bilinéaire  d'ordre  n  à 
une  somme  de  n  produits  par  une  double  substitution  orthogo- 
nale. (4'2-46). 

L'auteur  étend  aux  formes  bilinéaires  la  méthode  qu'il  a  déjà  donnée  pour 
les  formes  quadratiques.  Afin  de  donner  une  idée  du  mode  de  démonstration, 
considérons  la  forme 

axu  -H  oixv  +  ityu  -+-  by  v, 

et  les  deux  substitutions  orthogonales  infinitésimales 

ojT  =  £j»-,         ^y  = — zx\         ôw  =  )a',         ôf  =  —  \u. 
On  a 

Z-x  —  a\  —  bt,        ôj"i  =  (7£  — 6^, 

a  ôa  -i-  ?  5;î  =  (  o  a  -  6  ,S  )  A  +  (  (7  jî  —  6  a  )  £. 

On   peut  toujours  choisir  },  et  t  de  façon  que  a^+ ?=  aille  en  décroissant, 

sauf  si  l'on  a  :  i°a  =  o,  6  =  0;  2"a  =  ;3=o;  3"-  =  ~  =±i,  et  dans  chacun 

de  ces  cas  la  forme  est  ramenée  immédialciucnt  à  la  forme  canonique.  En 
appliquant  une  infinité  de  transformations  infinitésimales  on  arrivera  donc  à 
une  forme  pour  laquelle  a  =  j3  =  o,  à  moins  de  rencontrer  auparavant  un  des 
cas  précédents. 

Gi-eenhili  {A.-G.).  —  La  trajectoire  |)araholi(]ue.  ('(7-56). 

t^tudc  élémentaire  des  propriétés  de  la  parahrde. 
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Brill  {J-)-  —  Sululioii  (11111  cas  spécial  du  prohiriiic  de  la  corié- 
liilion  entre  deux  figures  planes.  (S'j-Ga). 

Cas  particulier  du  prohiriiie  de  Clirisloflel.  Il  s'af;iL  (l'ii|iplii|Mer  conformémenl 
la  portion  du  plan  extérieure  à  un  polygone  convexe  sur  une  portion  de  plan 
limitée  par  un  segment  de  l'axe  des  x  et  deux  parallèles  indéfinies  à  l'axe  des  y. 

Syà'ester.  —  Sur  un  théorème  d'Arithmétique  relaliT  aux  fractions 
continues  périodiques.  (63-67). 

Isiirutn  Kenji.  —  Sur  une  extension  d'un  prohh'-me  de  Pappus. 

(67-68).    ■ 

L'énoncé  du  problème  est  le  suivant  :  étant  données  ileux  lignes  droites  et 
un  point,  mener  par  ce  point  une  ligne  droite  de  longueur  donnée  s'appuyant 
sur  les  deux  droites  données.  La  solution  est  obtenue  par  l'intersection  d'une 
ellipse  et  d'une  hyperbole. 

Micliell  (./.-/y.).  —  Les  petites  déformations  des  courbes  et  des 
surfaces,  avec  application  aux  vibrations  d'une  liélice  et  d'un 
anneau  circulaire.  (68-8a). 

Miche/1  (J.-U.).  —  Sur  Tapplicatlon  de  la  méthode  de  Neumann 
pour  trouver  le  mouvement  d'un  solide  de  révolution  dans  un 
liquide,  et  autres  problèmes  semblables.  (83-86). 

Midiell  [J.-H.).  —  Vibrations  d'un  fil  étendu  sur  une  surface. 
(87-88). 

Fiske  (  Tliomas-S.).  —  Note  sur  l'Algèbre  supérieure  moderne. 

(89-90- 

Toute  fonction  entière  et  rationnelle  de  n-  arguments,  qui  possède  la  même 
loi  de  multiplication  qu'un  déterminant,  est  une  puissance  dun  déterminant. 
On  en  conclut  qu'un  concomitant  d'un  système  de  formes  est  nécessairement 
multiplié  par  une  puissance  du  module  de  la  transformation  quand  on  effectue 
sur  les  variables  une  substitution  linéaire. 

Baker  {H.-F.).  —  Les  séries  de  Gordan.  (91-96). 

Burnside  (  n\).  —  Notes  de  Mathématiques.  (96-98). 

L'une  de  ces  Notes  est  relative  à  une  interprétation  géométrique  de  la  con- 
dition d'intégrabilité  de  l'expression  l  dx  -H  ni  dy  -\-  n  dz.  L'autre  concerne  la 
propagation  de  l'énergie  dans  un  champ  électro-magnétique. 

Diirnsicle  (  M  .).  —  Les  lignes  de  longueur  nulle  d'une  surface 
j)rises  pour  coordonnées  curvilignes.  (99-104). 
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Formules  bien  coniuies  de  la  théorie  des  surfaces. 

/{urnsidc  (  U  .).  —  Sur  la  composiliuii  de  deux  déplacements  finis 
d'un  corps  solide.  (io4-io8). 

Construction  géométrique  simple  du  déplacement  hélicoïdal  résultant  de 
deux  mouvements  hélicoïdaux  connus.  Remarques  sur  le  déplacement  d'un 
corps  solide  dans  un  espace  non  euclidien. 

Jhnvson  [H. -G.).  —  Noie   sur   l'inlersection   d'une   ligne   droite 
avec  une  courbe  de  degré  impair.  (108-1  i3). 

Soient  (j;,,  y,,  z^),  {x.^,  y..^  z^),  {x^,  y^,  z^)  les  coordonnées  de  trois  points 
en  ligne  droite  sur  la  cubique  x'^  y^-i-  z^-h&inxyz  =  o.  On  a  entre  ces  coor- 
données deux  relations  indépendantes  de  ni, 

x,  x^  X,  -+-  y^  y^  y^  -^  2,  s,  s,  =  o, 

L'auteur  donne  un  énoncé  géométrique  qui  permet  l'extension  immédiate, 
par  des  formules  symboliques,  à  une  courbe  quelconque  de  degré  impair. 

Cavler.  —  Sur  les  focales  d'une  quadrique.  (i  i3-i  17). 

Détermination  des  focales  d'une  quadrique  comme  lignes  doubles  de  la  dé- 
veloppable  circonscrite,  à  la  quadrique  et  au  cercle  de  l'infini.  Les  calculs  sont 
poussés  jusqu'au  bout. 

Lloyd  Tanner  [H.-]]' .).  —  Solution  du  problème 

{a,  b,  ....  c)  =  {al',  bi>,  .  .  .,  ci'). 
(l  18-128). 

Dans  le  tome  XV  du  Messenger,  M.  Cayley  s'était  proposé  de  trouver  quatre 
quantités  identiques  à  leurs  carrés  pris  dans  un  certain  ordre.  L'auteur  de  cet 
article,  généralisant  le  problème  se  propose  de  déterminer  n  quantités  a,  b, 
c,  ...,  l,  identiques  à  leurs  puissances />'*"*'  prises  dans  un  certain  oi'dre.  La 
discussion  n'est  au  fond  qu'une  application  immédiate  de  la  théorie  des  racines 
primitives  de  l'équation  binôme  x"^  =  i. 

Kcnl  Pearson.  —  Note  sur  le  théorème   des  trois   moments  de 
Clapejron.  (1 29-1 35). 

Cayley.  —  Sur  les  carrés  latins.  (i35-i3n). 

Euler  appelle  ainsi  des  carrés  de  n-  cases,  chaque  case  renfermant  une  des 
n  lettres  a,b,c,  ...,l  de  telle  façon  que  la  même  lettre  ne  figure  pas  deux  fois 
dans  une  même  ligne  ni  dans  une  même  colonne.  M.  Cayley  montre  comment 
on  peut  former  ces  carrés,  et  trouver  leur  nombre. 
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Gliiisher  (./.-//  .-L.).  —  NoLc  sur  des  séries  doiil  les  coeKicienls 
conlicnnenL  des  pniss;iiices  des   nombres  de   Bcrnoulli.  (i38- 

.46). 

Glaisher  [J.-]\'.-L.).  —  Développemenls  de  K,  1,  E,  G  suivanl 
les  puissances  de  /.'- —  /•-.  (i46-i5o). 

Brill{J.).  —  Solution  d'un  cas  spécial  du  problcine  de  la  corré- 
lation entre  deux  fii^ures  planes  (second  Mémoire),  (i oi-i55). 

Dans  ce  nouvel  arlicle,  l'uiileur  se  propose  d'appliquer  conformémcnl  sur 
un  rectangle  la  portion  de  plan  comprise  entre  deux  polygones  convexes 
rectilignes.  La  formule  qu'il  obtient  dépend  des  fonctions  H  elliptiques. 

Chilile  {G. -F.).  —  Sur  une  relation  directe  entre  les  intégrales 
définies  elliptiques  de  première  et  de  seconde  espèce.  (i55- 
.64). 

Des  formules  connues 

T.  tZ 

on  diiluit,  par  un  calcul  facile,  en  posant  F  =  {i  -\-  ni)¥., 

dm  e- 

e  —, m- 


cle  I  —  e- 

L'auteur  montre  comment  on  peut  intégrer  cette  équation  par  approxima- 
tions successives. 

r*    K   I 

Glaisher  [J.-W.-L.).  —  Sur  les  développements  de  —  ?  tt>  ^j  •••» 
suivanl  les  puissances  de  k^.  (164-174)- 

Cayley.  —  Note  sur  les  lignes  réciproques.  (1-4-170). 

L'auteur  appelle  ainsi  les  lignes  droites  que  nous  appelons  conjuguées  par 
rapport  à  une  quadrique.  Si  l'on  prend  un  point  sur  chacune  de  ces  droites,  la 
droite  qui  les  joint  rencontre  la  quadrique  en  deux  points  qui  sont  conjugués 
harmoniques  par  rapport  aux  deux  premiers.  L'article  contient  une  démonstra- 
tion géométrique  très  élégante  de  ce  théorème,  en  supposant  que  la  quadrique 
est  une  surface  à  génératrices  réelles. 

Franklin  (F.).  —  Démonstration  du  théorème  de  réciprocité  pour 
les  résidus  quadratiques.  (176-177). 

La  démonstration  proposée  parait  réellement  très  simple. 
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Miiimlieini  (^^Z-)-  —  Noie  de  Géomélrie  à  propos  d'un  lliéorème 
de  M.  Stevvart.  (178-180), 

L'auteur  uionlic  qu'un  llu'orèinc  de  M.  Slewarl  peut  se  déduire  au  moyeu 
d'une  transformation  par  polaires  réciproques,  il'un  théorème  l)ien  connu  qui 
donne  l'expression  du  rapport  des  diagonales  d'un  quadrilatère  convexe  inscrit 
dans  une  circonférence. 

Micliell  [J. -/!.).  —   Sur   la   slahilité    d'un    (il   cotirbé   cl    loidii. 
(181-184). 

Cayley.  —  Sur  réquai  ion  .r'' —  1  :=  o.  (184-188). 
Valeurs  approciiées  des  périodes. 

Motoda  {T.).  —  Démonsiration,  au  moyen  des  quaternions,  de 
lliéorèines  relatifs  aux  lignes  asymplotiques.  (188-189). 

Ilitch   \\  .  Sc\^r(r.  —  Quelques  inégalités.  (189-192). 
Si  a  >  6  >  c,  on  a 

•  a'"b"-+-  0"'c"-r-  C" a" > a" b'" -T-  b''c"'-h  C'a"', 
si  m  > /î,  et  des  inégalités  analogues. 


The  QUARTERLY  JOURNAL  of  pire  and  applied  Mathematics,  cditod  by 
N.-M.  Ferrers.  A.  Caylo\ .  J.-W.-L.  Glaisher,  A.-R.  Forsyth  (i). 

Tome  XXIII;   1889. 

Cockle  (sir  James).  —  Sur  les  solutions  svnlhéliqties  elles  chan- 
gements de  forme,  (i-")- 

Il  s'agit  des  équations  linéaires  que  l'on  peut   écrire  sous  forme  symbolique 
i      d     \     d  d      \    du 


et  des  différentes  formes  que  l'on  peut  donner  à  une  même  équation.  L'auteur 
renvoie  à  chaque  instant  à  des  travaux  antérieurs,  ce  qui  rend  son  article  diffi- 
cile à  lire. 


(•)  Voir  Bulletin,  \II,,  p.   ilS. 
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Il ////()//  {  \\  I IIkiiii  ).  —  Sur  la  coïiicmIciicc  (les  imnoiis  I iiiiimeiix 
(hiiis  lin  cnslal  hiaxc,  coricsiiorKlaiil  à  ccrlaiiis  plans  conjugués 
(le  polarisai  ion.  (  ^-  i  o  ). 

Les  (liicrlioMS  des  rayons  luiniiicux  ne  peuvcnl  coïncider  que  si  les  plans 
coiijufîués  sont  parallèles  aux  plans  principaux  du  cristal  ou  perpendiculaires 
à  Taxe  optique. 

Cliree  {€.).  —  Applications  d'une  nouvelle  solution  des  équalions 
d'un  corps  solide  isoliope  élastique,  en  particulier  à  des  cas 
variés  de  corps  solides  en  rotation,  (i  i-'.V.\). 

lioiille  (^E.-J.).  —  Sur  un  lliéorènie  de  dwiainique  de  Jucohi. 
(33-45). 

Le  tliéorèriie  en  (jucslion  est  relatif  au  mouvement  d'un  corps  solide  pesant 
de  révolution,  fixé  par  un  point  de  son  axe.  L'auteur  donne  une  représentation 
un  peu  did'érente  de  celle  qui  a  été  adoptée  par  M.  Darboux  et  Halphen. 

Foiaytli  (A. -II.).  —  Sur  la  théorie  des  formes  dans  l'intégration 
des  équations  di(ï"érenlielles  linéaires  du  second  ordre.  (40-78). 

L'application  de  la  théorie  des  formes  à  l'étude  des  équalions  dilTérenlielles 
linéaires  a  été  poursuivie  dans  deux  voies  différentes,  d'une  part  par  I-'uchs, 
Klein,  etc.,  d'autre  part  par  Brioschi.  M.  Forsvtli  donne  dans  ce  travail  quelques 
exemples  de  la  méthode  de  Brioschi,  qui  est  surtout  algébrique.  Partant  pour 
cela  d'une  équation  du  second  ordre 

il  examine  successivement  les  cas  où  l'on  connaît,  en  fonction  de  z,  une  forme 
quadratique  des  deux  intégrales  y,,  y,,  une  forme  cubique,  une  forme  biqua- 
dratique,  une  forme  d'ordre  n  telle  que  c^y'^  -r  a^y'J ,  et  enfin  une  forme  du 
cinquième  ordre. 

W  hitehead  (rJ.-A.).  —  Sur  le  niouvement  des  fluides  visqueux 
incompressibles.  (78-93). 

Larnior  (•/•)•  —  Images  électro-magnéliques  et  autres,  planes  et 
sphériques.  (94-101)- 

Forsyth  (^A.-R.).  —  Systèmes  de  formes  ternaires  simultanées 
réduites,  équivalentes  à  une  forme  ternaire  donnée,  qui  con- 
tiennent plusieurs  séries  de  variables.  (io2-i38). 

Tableau  des  formes  réduites  jusqu'au  sixième  degré. 
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Mac  Malioii  yP.-A.).  —   L'cllininanL  de  deux   formes  binaires. 

(,3ç)-.i;^). 

Formes  iiuiivolK's  de  réiiminaiil.  L'une  d'elles,  où  ne  figuienl  que  les  sommes 
des  puissances  scriil)laldes  des  racines  des  é(|iiations,  est  particulièrement  inlé- 
ressanle. 

\\  lutehcad  {A.-N.).  —  Seconde  approximation  pour  le  mouve- 
ment dtin  lluide  visc[ueu\.  (  i  43- i  :)?>,). 

Love  (A.-E. -//.).  —  Sur  le  mouvement  d'un  cylindre  elliptique 
liquide  soumis  à  sa  propre  attraction.  (i53-i58). 

Love  (^A  .-E  .-IL).  —  Les  oscillations  d'une  masse  liquide  pesante, 
ayant  la  forme  d'un  cylindre  elliptique,  qui  tourne  comme  un 
système  rigide  autour  de  son  axe.  (i58-i65). 

Cayley.  —   Les    recherches  de   Wallis   sur    l'expression    de   n. 

(i  65- 169). 

Explication  en  langage  moderne  de  la  méthode  suivie  par  ^^  allis.  Elle  repose 
en  définitive  sur  la  considération  des  intégrales  de  la  forme 


^  Il 


{x  —  X-)"-  clx. 


Riclimond  [Herbert  ]V.).  —  Un  système  symétrique  d'équations 
pour  les  lignes  droites  d'une  surface  cubique  qui  a  un  point 
conique,  (i  70-179). 

L'équation  d'une  surface  cubique  qui  a  un  point  conique  étant  mise  sous  la 
forme  ajjy  =  Scî^,  où  a,  ^,  y,  5,  e,  'C,  sont  six  fonctions  linéaires  des  coordonnées 
liées  par  les  relations 

a,  h,  c,  d,  e,  f  étant  six  constantes  telles  que  l'on  ait 

abc  -+-  clef  =0,         rt  +  6  +  c  +  f/  +  e+/=o; 
les  lignes  droites  dont  il  s'agit  sont  les  neuf  lignes  droites  telles  que 

(  a  =  o,  3  =  0), 
et  les  six  lignes  droites  telles  que 

(a  a  +  f/S  =  0,  6  |î  4-  ej  =  o,  cy  +/Ç  =  0). 

L'auteur  étudie  les  configurations  que  l'on  peut  former  avec  ces  quinze  droites, 
et  qui   présentent   une  certaine  analogie  avec  les   configurations  déduites  du 


70  SliCONDIi    l'AKTIK. 

Ihéorcmc  de  Pascal.  Ainsi  elles  sont  situées  trois  par  trois  dans  quiny.c  pians 
tri-tangents.  Les  intersections  de  ces  quinze  plans,  autres  que  les  lignes  précé- 
dentes, forment  un  système  de  soixante  droites  K,  que  l'auteur  appelle  lignes 
de  Pascal.  Les  intersections  de  ces  lignes  trois  à  trois  sont  des  points  Steiner 
ou  des  points  Kirkiiian,  etc. 

Jeffery  [II. -M.).  —  Sur  les  cercles  tangents  à  trois  des  quatre 
cercles  qui  sont  tangents  aux  trois  côtés  d'un  triangle.  (180- 

'97)- 

Il  y  a  dix-sept  cercles  de  celle  espèce,  non  compris  les  trois  cotés  du  triangle. 
L'auteur  donne  les  équations  de  ces  dix-sept  cercles. 

Jeffery  {H. -M.).  —  Sur  les  cercles  sphériques  tangents  à  trois  des 
huit  petits  cercles  qui  sont  tangents  aux  trois  cotés  d'un  triangle 
spliérique.  (198-22^1). 

Équations  de  ces  soixante-quatre  cercles. 

Slieppard  (  W.-F.).  —  Sur  quelques  dévelop|jements  d'une  fonc- 
tion d'une  seule  vaiiable  au  moyen  des  fonctions  de  Bessel. 

(223-260). 

Berry  (Art/iu/-).  —  Les  réciproquants  binuiltanés.  (26o-3i(J). 

Soient  {x,  y),  {x',y')  deux  couples  de  variables.  L'auteur  appelle  récipro- 

dv   d^  Y  dv'    d^  y' 

quant  simultané  toute  fonction   de   x,  v,  x' ,  r',  -j^^-r^^  ••■■>-t-,i  -r^  ■>  •••» 

•'         '  •'      dx    dx-  dx     dx' 

qui  se  reproduit,  mullipliéo  par  un  facteur  ne  dépendant  que  de  la  substitution, 
quand  on  effectue  une^mème  substitution  linéaire  sur  les  deux  couples  de  va- 
riables. 

Il  considère  successivement  les  réciproquants  orthogonaux,  correspondant  à 
une  substitution  orthogonale,  les  réciproquants  purs,  correspondant  à  une 
substitution  linéaire  entière,  et  enfin  les  réciproquants  projectifs,  correspon- 
dant à  la  substitution  linéaire  générale.  Les  notations  employées  sont  celles  de 
Sylvester.  Chaque  théorie  est  accompagnée  d'applications  géométriques. 

Chree  {C).  —  Sur  les  vibrations  longitudinales.  (3i--342). 

Dixoa  [A.-C).  —  Sur  les  cubiques  gauches  qui  remplissent  cer- 
taines conditions.  (343-357). 

Recherche  des  cubiques  passant  par  cinq  points  et  tangentes  ou  osculatrices 
à  un  plan.  Il  n'existe  pas  en  général  de  cubique  tangente  à  quatre  droites 
données.  La  condition  pour  qu'il  en  existe  une  est  mise  sous  une  forme  élé- 
gante. 
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Jcffery  {Jl.-M.^.  —  Sur  le  problème  des  conlacls  généralisé.  (358- 
3-,). 

Le  problème  classique  du  cercle  langent  à  trois  cercles  dnnnés  a  été  généra- 
lisé ainsi  par  Cayley.  Élanl  données  trois  coniques  doublcnienl  tangentes  à 
une  conique  C,  trouver  une  autre  conique  doublement  tangente  à  C  cl  tangente 
aux  trois  premières.  Des  solutions  élégantes  ont  été  données  par  Cayley  lui- 
même  et  Casey.  M.  Jeiïery  remarque  que,  si  la  conique  C  est  indécomposable, 
le  problème  se  ramène  par  une  transformation  simple  à  celui-ci  :  Trouver  sur 
une  spUère  un  cercle  tangent  à  trois  cercles  donnés.  Si  la  conique  C  se  décompose, 
le  problème  se  ramène  au  problème  classi(]ue. 

Jessop  (C.-M.).   —  Une   propriété  des  quarliques  bicirculaires. 

(371-370). 

Propriété  relative  auv  angles  sous  lesquels  se  coupent  deux  cercles  double- 
ment tangents  à  la  quartique,  appartenant  à  des  familles  didéreotes. 

Cayley.  —  Un  théorème  sur  les  arbres.  (376-378). 

IVombre  d'arbres  que  l'on  peut  former  avec  n  +1  nœuds  donnés. 

Ilerman  (/i.-A.).  —  Equations  des  lignes  de  courant  dues  au 
mouvement  d'un  ellipsoïde  dans  un  fluide  parfait  et  dans  un 
fluide  visqueux.  (378-384)- 


CO.MPTES  RENDUS  iœbdomadauîes  des  séances  de  l'Ac.vdémie  des  Sciences. 
Tome  CXIV,  1892  (•)• 

Poincaré.   —  Sur  un  mode  anormal  de  propagation  des  ondes. 

(16-18). 

M.  Poincaré  signale  une  solution  particulière  de  l'équation  du  mouvement 
ondulatoire,  solution  qui  correspond  à  des  circonstances  remarquables  qui 
peuvent  devenir  sensibles  quand  la  longueur  d'onde  n'est  pas  trop  petite. 

L'équation  d'un  mouvement  ondulatoire  qui  se  propage  avec  la  vitesse  V  est 

Ot-  \d^-        p  ôo        dz- 


si  ç  ne  dépend  que  de  z,  de  f  et  de  p  =  \/x'^  +  y-. 


C)  Vi.ir  Bulletin,  I.  WIl,,  p.  -P,. 
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Celle  équalion  admet  rinléfjriiic 


i,  =  AJ„(/tp)cos2T:^^  —  -j, 


où  les  constantes  h  cl  /  satisfont  à  la  relation 

/t^    _    I         I 

dans  laquelle  on  a  posé  VT  =  a. 

On  voit  que  la  longueur  d'onde  apparente  l  sera  plus  grande  que  la  lon- 
gueur d'onde  normale  >.:  la  diflërence  sera  d'autant  plus  grande  que  h  sera 
plus  grand,  c'est-à-dire  que  h-  pinceau  de  rayons  sera  plus  délié,  mais  elle  res- 
tera toujours  très  petite. 

La  forme  de  l'expression  de  \  pourrait  induire  à  penser  que  la  vitesse  de  pro- 
pagation est  égale  à  =  et,  par  conséquent,  plus  grande  que  la  vitesse  normale. 

C'est  le  contraire  qui  est  vrai. 

M.  Poincaré  monlre  que  lu  perturbation  se  propage  avec  la  vitesse 

V^T  _  Va 

~T  "  T' 

moindre  que  la  vitesse  normale. 

Resal.  —  Sur  la  résistance  et  les  faibles  déformations  des  ressorts 
en  hélice.  (37-41). 

Markoff.  —  Sur  la  série  hypergéomélrique.  (54-55). 
Le  nombre  N,  des  racines  positives  de  l'équation  algébrique 

«(w  — i).2a(2a  +  i).2^(2^-^i) 


•  "  (  «  —  î  )  I  .  2  .  2  W  (  2  «  —  I  )  (  rt  _  1  )  (  /î  _  I  ) 


x"-^. 


où  la  somme  a  -t-  |3  est  égale  à  rentier  négatif  —  n,  est  égal  au  plus  petit  des 
nombres  o,  i,  2,  3,  ...,  qu'il  faut  ajouter  au  plus  grand  des  nombres  2a  et  2^ 
pour  avoir  un  nombre  positif.  Toutes  ces  racines  sont  plus  petites  que  l'unité. 
Le  nombre  N,  des  racines  négatives  de  la  même  équation  est  égal  à 

I  — (  — l)>i-«-n 


Kœnios.  —  Sur  les  réseaux  plans  à  invariants  é£:anx  et  les  lignes 
asymptotiques.  (55-5^). 

Si  X,  y,  z  sont  les  coordonnées  homogènes  d'un  point  du  plan  et  11,  v  les  para- 
mètres des  deux  familles  de  courbes  d'un  réseau  tracé  dans  ce  plan,  on  peut 
définir  les  coefficients  a,  b,  c  de  l'équation 

(c-)  -T — T--^a- -b- h  c9  =  o 

ou  ov  ou  ÔV 

par  la   condition  que  x,  y,  z  en  soient  trois  solutions.  D'après   une   termino 
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liii;i('  tlujii  eiii|ilov('o  |i;ir  AI.  Kœnigs  {Comptes  vendus.  28  déc.  1891),  les  iiiva- 
rianls  de  (K)  scroiil  les  inviiriaiUs  du  i-c''seaii  :  ces  invat-iants  soiil  é|,'au\ 
lorsque 

Ou        ùv 

Si  l'un  mène  les  tangentes  MP,  iMQ  au  point  de  croisement  M  des  courbes 
A(v  =  const.)  et  B(a  =  const.),  lorsque  M  décrit  B,  IMP  enveloppe  une 
courbe  H,,  et  touche  cette  courbe  en  un  point  dont  les  coordonnées  sont 

<)x       ,  <)y        ,  dz 

-. hux,      -f — h  6r, h  65; 

(lu  Ou         -^        Ou 

ces  courbes  H,  fournissent  donc  une  interprétation  géométrique  de  la  transfor- 
mation de  Laplace.  De  même  les  courbes  A,  enveloppes  des  tangentes  MQ  four- 
nissent une  interprétation  de  l'autre  transformation  de  Laplace 

Ov 

Or,  pour  iiue  les  invariants  de  l'équation  (E)  soient  égaux,  il  faut  et  il  suffit 
qu'il  existe  une  conique  Si  ayant  un  contact  du  second  ordre  avec  la  courbe  A, 
au  point  Q  et  avec  la  courbe  B,  au  point  P. 

En  combinant  ce  théorème  avec  une  proposition  due  à  M.  Sophus  Lie, 
M.  Kœnigs  parvient  au  résultat  suivant,  qui  pourrait  d'ailleurs  être  obtenu 
directement  : 

Les  perspectives  des  asymptotiques  d'une  surface  sur  un  plan  forment  un  ré- 
seau à  invariants  égaux.  Et,  réciproquement,  tout  réseau  plan  à  invariants 
égaux  est  la  perspective  des  asymptotiques  d'une  surface,  qui,  lorsque  le  réseau 
est  connu,  s'obtient  par  quadratures. 

En  transformant  cet  énoncé  par  la  méthode  des  polaires  réciproques,  on  re- 
trouve, comme  cas  particulier,  le  théorème  qui  a  servi  de  point  de  départ  à 
M]\L  Lelieuvre  et  Guichard  dans  leurs  recherches  sur  les  asymptotiques. 

Jamet.  —  Sur  les  séries  à  termes  positifs.  (5j-6o). 

M.  Jamet  signale  un  cas  étendu  de  convergence  d'une  série  à  termes  positifs 
<<,,  u,,  u^,  ...,  u^  tels  que  y  «„  tende  vers  l'unité. 

D'abord  si  l'on  pose 

m — 

y/  M„  =  I  —  a„, 

le  produit  na,^  devra  croître  au  delà  de  toute  limite. 

Cela  posé,  s'il  existe  un  nombre  /?,  compris  entre  o  et  1,  tel  que  le  produit 
7?'~"f  a,j  tende  vers  une  limite,  la  série  sera  convergente  toutes  les  fois  que  celte 
limite  ne  sera  pas  nulle. 

On  conclut  encore  de  là  la  règle  suivante  : 

La  série  à  termes  positifs  «<,,  u,,  u,,  . . .  est  convergente,  s'il  existe  un  nombre 
1 

positif  p  tel  que  l'expression  u",  tende  vers  une  limite  inférieure  à  i.  Elle  est 
divergente  s'il  existe  un  nombre  positif /j  tel  que  cette  expression  tende  vers 
une  limite  [ilus  grande  ([ue   i. 
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Resal.  —  Nouvelle  JNolc  sur  la  résistance  el  les  laibles  tléforina- 
lions  des  ressorts  en  hélice.  (99-102). 

Painlevé.  —  Sur  les  intégrales  des  équations  difTérenlicllfîs  du 
premier  ordre  possédant  un  nonihrc  lirnilé  de  vahnirs.  (107- 
109). 

Étant  donnée  une  équation  du  premier  ordre 


(0  y' 


A,,j"/-t-. ..+  A„ 
li^j"--f-...-(-  \\  ' 


où  les  coefficients  A,  B  dépendent  algébriquement  de  x,  si  rinlcgralc  fçcnérale 
ne  prend  qu'un  nombre  limité  n  de  valeurs  autour  des  points  critiques  mo- 
biles, on  peut  donner  à  l'équation  la  forme 

^^  G(y,[-r])--^' 

F  et  G  étant  du  degré  11  en  y,  et  C  désignant  une  constante  arbitraire. 

En  général,  C  ayant  une  valeur  arbitraire,  si  le  point  x  parcourt  le  plan 
sans  tourner  autour  des  points  critiques  fixes,  les  n  valeurs  de_>'  se  permutent 
toutes  entre  elles.  Parmi  les  valeurs  particulières  de  C  pour  lesquelles  il  n'en 
est  pas  ainsi,  il  faut  distinguer  les  valeurs  remarquables  pour  lesquelles  plu- 
sieurs déterminations  dey  se  confondent  quel  que  soit  x. 

Or  M.  Painlevé  montre  que,  si  l'intégrale  est  transcendante,  il  ne  peut 
exister  plus  de  deux  valeurs  remarquables  de  C. 

Dès  lors,  on  peut  toujours  reconnaître  si  l'intégrale  d'une  équation  (i)  est 
une  fonction  transcendante  qui  ne  prend  qu'un  nombre  fini  (non  donné)  de 
valeurs  autour  des  points  critiques  mobiles,  et  l'équation  se  ramène  alors  par 
des  calculs  algébriques  à  une  équation  de  Riccati.  Il  n'y  a  qu'un  cas  exceptionnel, 
et  dans  ce  cas  l'équation  proposée  s'intègre  par  une  quadrature. 

Ce  théorème  subsiste  si  les  coefficients  de  (1)  sont  des  fonctions  transcen- 
dantes de  X  s'exprimant  algébriquement  au  moyen  d'une  même  fonction. 

La  recherche  des  intégrales  algébriques  est  plus  compliquée  que  celle  des 
solutions  transcendantes.  L'auteur  développe  à  ce  sujet  une  méthode  qui  réussit 
dans  des  cas  très  étendus,  mais  qui  échoue  nécessairement  dans  le  cas  où  l'in- 
tégrale algébrique  est  de  genre  plus  grand  que  zéro  et  admet  plus  de  deux  va- 
leurs remarquables. 

Les  résultats  obtenus  s'étendent  à  une  équation  algébrique  quelconque  en  jk', 
y  et  X.  On  peut  toujours  reconnaître  si  l'intégrale  est  une  fonction  transcen- 
dante qui  ne  prend  qu'un  nombre  fini  de  valeurs  autour  des  points  critiques 
mobiles,  ou  bien  l'on  intègre  l'équation  par  une  quadrature. 

Slanievitch.  —  Sur  un   théorème  arithmétique  de  M.  Poincaré. 
(iog-112). 

L'auteur,  s'appuyant  sur  une  formule  due  à  M.  Mcrtcns,  indi(]ue  une  dé- 
monstration simple  des  théorèmes  de  1\I.  Poincaré  (  Comptes  rendus,  i4  dé- 
cembre if^gi)  sur  la  distribution  des  nombres  premiers  de  la  forme  4"  -i-i- 
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Il  olahlil  ciisuilc  des  résiilUils  aiuilugucs  conroinanl  la  ilisliiliiiliuii  tics 
noiubies  premiers  de  la  forme  /i«  +  3  cL  plus  généralcnienl  de  la  forme  /,n-h/,  /r 
claiit  premier  avec  /.  Ainsi  : 

Le  nombre  des  nombres  premiers  de  la   forme   /,/> -h  /  inférieurs  à  x  est  une 

inlinilé  de  fois  plus  pelit  que      ,  ,  ,  j ,  si  a  >  i,  el  une   in(inilé  de  fois  [)lus 

grand  que 


»  (A-  )  log^ 
La  somme  des  logarillimes  des  nombres  premiers  de  la  forme  kn  +  l  inférieurs 

à  a;  esl   une  inlinilé  de    fois    plus   pelile  que      ,  ,    <  sia>i,cl   une    infinité  de 

'f(A) 

fois  plus  grande  que  ?  si  a  <  i. 

lîcsal.  —  Sur  les  propriétés  de  la  loxodromie  d'un  cône  de  révo- 
lution et  leur  application  au  ressort  conique.  (i47-i52). 

Fabiy.  —  Sur  une  courbe  algébrique  réelle  à  torsion  constante. 

(i5S-i6i). 

On  ne  connaissait  jusqu'ici  aucune  courbe  algébrique  réelle  à  torsion  con- 
stante. M.  Fabry  en  fait  connaître  une  :  c'est  la  courbe  engendrée  par  un  point 
d'une  ellipse  dont  le  plan  tourne  autour  d'un  axe  0^,  d'un  mouvement  uni- 
forme, pendant  que  le  point  décrit  l'ellipse  de  façon  que  le  rayon  vecteur  qui 
passe  par  le  centre  décrive  dans  son  plan  des  aires  proportionnelles  au  temps. 

Phra<ii}icn.  —  Sur  une  extension  du  tbéorème  de  Sturin. 

L'auteur  donne,  pour  déterminer  le  nombre  des  racines  réelles  d'un  système 
d'équations  algébriques  à  l'intérieur  d'un  domaine  donné,  une  méthode  élémen- 
taire inspirée  d'ailleurs  par  les  idées  de  Al.  Hermite  sur  le  même  sujet. 

Mais,  en  appliquant  au  cas  très  particulier  considéré  par  M.  Phragmén  la 
formule  générale  de  M.  Picard  qui  donne  le  nombre  des  racines  communes  à 
plusieurs  équations  simultanées,  on  trouve,  comme  Ta  montré  INI.  Picard,  le 
résultat  que  M.  Phragmén  établit  directement. 

Lie  {S.).  —  Sur  une  interprétation  nouvelle  du  tbéorème  d'Abel. 

(.77-280). 
L'auteur  s'est  proposé  et  a  résolu  ce  problème  : 

Trouver  toutes  les  surfaces  courbes  qui  peuvent  être  engendrées  de  quatre 
manières  différentes  par  la  translation  de  certaines  courbes. 

Au  point  de  vue  analytique,  la  question  revient  à  déterminer  huit  fonctions 
A,  B,  C,  D,  de  telle  manière  que  les  trois  équations 

Aa',)  +  l^a<.)  =  C,(^)  +  D,{^)  (A- =  1,2,  3) 

donnent  entre  les   arguments   <,,  /,,  /,,    t.  deux  relations  seulement,   chacune 
fl'elles  contenant  au  moins  trois  arguments. 

On    oblicnl     toutes    les    solutions     du     problème    en    prônant    une    è(|iiation 


-G  SlîCUNDIi:    l'AUTlH. 

F(a,  |i)=:o  (lu  (|UiiliiLim:  oiiln-  irnkluclililc  ou  icichn  I  ilili',  fciiiiiiiiil  cnsuiU- les 
expressions 

el  iiusanl 

A^(a)  =  Bj(a)  =  -  CJ  a  )  -  -  !),(  a  )  = -f  J  a  ). 

M.  Lie  énonce  un  ihcorèmc  analogue  dans  le  cas  de  /i  dimensions 
Les  p  équations  fonctionnelles 

Kit.)  +. . .+  A^^,,_,(/^_.)  =-  A,,,(  /,,)  +. . .-  A,^,,,  Jt,^,_,) 

quand  on  assujettit  les  arguments  «,,...,  /,,,_,  à  être  liés  seulement  par  p—i 
équations  dont  chacune  contienne  au  moins  p  arguments,  sont  vérifiées  de  la 
manière  la  plus  générale  par  des  expressions  de  la  forme 

<i{x),  ...,  '■o,{x)  désignant  p  intégrales  abéliennes  de  première  espèce  et  de 
genre  p.  Il  existe  des  solutions  spéciales  qui  toutes  sont  des  intégrales  abé- 
liennes de  genre  plus  petit  que  p. 

Painlevé.  —  Sur  les  intégrales  des  équations  du  premier  ordre 
qui  n'admetlenl  (lu'un  nombre  fini  de  valeurs.  (2<So-a83). 

M.  Painlevé  établit  un  important  résultat  concernant  les  équations  du  pre- 
mier ordre  dont  le  premier  membre  est  un  polynôme  irréductible  en  y  et  y' 
et  une  fonction  algébrique  de  x  : 

On  peut  toujours  reconnaître  si  l'intégrale  d"une  telle  équation  est  une  fonc- 
tion transcendante  qui  ne  prend  qu'un  nombre  fini  (non  donné)  de  valeurs 
autour  des  points  critiques  mobiles  (et  l'on  ramène  alors  l'équation  à  une 
équation  de  Riccati),  ou  bien  on  l'intègre  par  des  quadratures.  Ces  quadratures 
portent,  suivant  les  cas,  sur  des  différentielles  ordinaires  ou  sur  des  diQeren- 
tielles  totales.  La  méthode  de  M.  Painlevé  s'étend  aux  équations  dont  les  coeffi- 
cients dépendent  algébriquement  d'une  même  fonction  transcendante  de  x. 

Il  resterait  à  traiter  le  cas  où  l'intégrale  est  algébrique.  L'auteur  développe 
une  méthode  qui,  si  elle  ne  donne  pas  une  solution  générale  du  problème, 
fournit  dans  tous  les  cas  d'importants  renseignements  sur  la  forme  possible 
des  intégrales  et  permet  dans  des  cas  très  étendus  de  reconnaître  si  l'équation 
s"intègre  algébriquement  ou  de  l'intégrer  par  quadratures. 

Quoi  qu'il  en  soit,  on  sait  maintenant,  grâce  aux  recherches  de  M.  Painlevé, 
ramener  algébriquement  aux  transcendantes  définies  par  les  quadratures  ou 
par  l'équation  de  Riccati  les  transcendantes  n'admettant  dans  le  plan  qu'un 
nombre  fini  de  déterminations,  qui  intègrent  une  équation  du  premier  ordre. 

Appell.  —  Extension  des  équations  de  l^agrange  au  cas  du  frotte- 
ment de  glissement.  (33i-333). 
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l.urs<|iio  rorliiins  |)(iiiils  d'un  syslcnic  sM^^senl  avec  riollcnicnt  sur  des  sur- 
laces,  (in  |iriil  eiiiiilii\  er  la  im  lliudc  de  Lagransc,  à  coiidilion  d'ajouler  aux 
forces  données  les  forces  t\v  Irolleiiient  doitl  les  inlcnsités,  proporlionnelhîs  aux 
réactions  normales,  sont  |uii-  le  lail  iiicoinuies;  ces  grandeurs  inconnues,  il 
lant  ensuile  les  (■lirniner.  M.  Viipcll  luodilie  la  niélliode  de  l.ai^ranye  de  ma- 
nière à  obtenir  des  é(|ualions  du  niouNcnienl  ne  contenanl  ni  les  forces  de 
liaison  ni  les  forces  de  IVotleinent. 

Lie  (S.).  —  Sur  une  applicalion  de  la  théorie  des  oroupes  eon- 
limis  à  la  théorie  des  fonctions.  (.'^S/j-SS- ). 

De  sa  lli(-orie  des  grouiies  coniiiuK,  M.  T,ie  tire  des  résultats  d'une  g;i-ande 
généralité;  entre  autres  le  suivant  : 

Etant  données  ni  -h  i  équations  de  la  forme 

V*=  A,,  (/,)•+... +  .\,, „(/,„)         (/.■:=, m+T), 

pour  que   la   relation    cditenue    par    rélimination   des   paramétres   t^,  t.,,  ...,  t 

soit  algébrique  en  V,,  ...,  V',„^,,  il  faut  et  il  suflit  que  deux  quelcomiues  des 

quantités  A,,..,  A-    soient  liées  elles-mêmes  par  une  relation  algébrique. 

Ceci   suppose  (|uc   les  (b'Ierminants    de   l'ordre   le   plus   élevé   de   la    matrice 

I  (^A.  ,■  I  ....  ,.,.,. 

— —     ne  soient   lies  par  aucune  relation    linéaire  et   homogène   à  coefdcients 

constants.  S'il  n'en  est  pas  ainsi,  on  réduit  immédiatement  le  système  proposé 
à  un  système  plus  simple  : 

Vik=H^,,(.«,)+...+  H;,„._,r.y,„_,,)         (A=i.  ...,  m-ry  +  i), 

où  figurent  m  —  q  +  i  quantités,  V^  fonctions  linéaires  homogènes  linéaires  et 
à  coefficients  constants  des  \\.  Pour  que  ce  système  soit  algébrique,  il  faut  et 
il  suffit  que  deux  quelconques  des  quantités  Uj-,  B  ,.  soient  liées  par  une  rela- 
tion algébrique. 

"Ce  théoi"éme  est  susceptible  de  généralisations  remarquables.  Par  exemple, 
M.  Lie  prend  un  groupe  continu  et  transitif  dont  les  transformations  sont  algé- 
briques et  permutables 

(')  *;(„•>',-•■•-.?',,)  =  *;(^,.  •••,^,,--t-'t  {h=i,-^.  ...,p). 

En  désignant  par  <t> ,  (t>j,  des  intégrales  totales  de  difTérentielles  algé- 
briques choisies  de  manière  que  les  éijuations  (i)  déterminent  un  groupe  ali^é- 
brique,  on  peut  toujours  reconnaître  si  /?  +  i  é(|uations 

*ar .y,,)  =  A;,,(^)  +. . .  +  A,^„(/p       (/.-  =.,, 2, ...,/,  + ,) 

déterminent  une  relation  algébri([ue  entre  j-^,   ...,  y,. 

Pliragmén .  —  Sur  la  distribution  des  nombres  premiers.  (oSt- 
340). 

L'auteur  énonce  une  proposition  très  générale  d'où  Ton  peut  déduire  comme 
cas  très   particuliers  les  théorèmes  de    M.   l^oincaré  sur   la   distribution    des 
nombres  premiers  de  la  forme  4'*  +  i-  Voici  cette  proposition  : 
Bull,  des  Sciences  nialkéni.,  i'  série,  t.  WIII.  (Avril  i8y^|.)  \{.~ 


8  SECOM)l<:   l'Ain  lli. 

Soil  '-fi^)  une  funclioii  nW^llc  de  la  \aii;ililc  n'clli'  ./■  cl  a  une  foiislaiilc  po- 
sitive;  on  siijjpose  ipie  l'intéi;rale 


£' 


{x)x-'-'  dx 


soit  convergente  [)oui'  les  valeurs  de  s  dont  la  partie  réelle  esl  supérieure  à 
l'unité  et  qu'elle  soil  égale  dans  le  voisinage  de  s  =  i  à  une  série  procédant 
suivant  les  puissances  positives  de  «  —  i,  convergente  dans  un  cercle  de  rayon 
plus  grand  que  a(!7  5.i);  si  x^  et  S  sont  deux  quantités  positives  arbitraires, 
aucune  des  deux  inégalités 

'^{x)>  Zx^-",        9(x)<— oa;'-' 

ne  pourra  subsister  pour  toutes  les  valeurs  de  x  supéri'îures  à  x^. 

Toutes  les  questions  de  valeurs  asymptoliques  de  fonctions  numériques  dé- 
pendent de  ce  tliéorème. 

Resal.  —  Sur  imc  interprétation  géomélriqtie  de  l'expression  de 
l'angle  de  deux  normales  infiniment  voisines  d'une  surface  et 
sur  son  usage  dans  les  théories  dti  roulement  des  surfaces  et 
des  engrenages  sans  (rolLeiuent.  (38i-.')85). 

Soient  Ox,  Oy  deux  aves  rectangulaires  tracés  dans  le  plan  tangent  au 
point  O  d'une  surface  (S);  ni  étant  un  point  de  (S)  infiniment  voisin  de  0,  « 
la  projection  de  m  sur  xOy  et  I  le  point  de  rencontre  de  On  et  de  l'intersec- 
tion AB  du  plan  tangent  en  m  avec  xOy. 

Comme  l'angle  ml\  est  égal  à  l'angle  nW  =  OIB,  01  et  \m  sont  deux  élé- 
ments consécutifs  de  T'iélice  tracée  sur  le  cylindre  dont  Oy,  AB  et  leur  pa- 
rallèle en  ni  sont  (par  choix  de  l'axe  O^')  trois  génératrices  consécutives,  qui 
coupent  ces  génératrices  sous  l'angle  90° —  i  (t  étant  l'inclinaison  de  On  sur  Ox). 
Il  résulte  de  là  que  ces  éléments  sont  aussi  ceux  de  la  section  normale  de  (S) 
faite  suivant  01. 

Poincaié.  —  Sur  la  théorie  de  l'élasticité.  (385-38j). 

Soit  un  prisme  lectangle  dont  les  quatre  faces  latérales  sont  libres  et  dont  les 
bases  sont  soumises  à  des  forces  quelconques.  M.  Poincaré  cherche  comment 
varie  le  rapport  des  deux  rayons  de  courbure  que  prend  une  des  quatre  faces 
libres  après  sa  déformation. 

Dans  le  cas  particulier  (  Nj=  Tj^  N,  =  o)  traité  par  de  Saint-Venant, 
M.  Poincaré  trouve  que  ce  rapport  est  constant  et  égal  à 


2  )k  +  2  a 

Pour  la  solution  la  plus  générale  du  problème,  le  rapport  en  question  con- 
serve encore  cette  même  valeur  non  plus  sur  toute  la  face  libre,  mais  seule- 
ment tout  le  long  de  l'arête  latérale. 

yiutonne.  —  Sur  les  intégrales  algébriques  de  l'équation  différen- 
tielle du  premier  ordre.  (4o--4o(j). 
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L<irs(|ii"iin  clicrche  les  inlL'g;r;iIcs  algébriques  de  l'équation  diiïéicnliellc  du 
premier  ordre,  la  seule  diflicullé  consisle  à  irouver  un  iiiaxinium  pour  le  degré 
de  i'iiilé;;ra|p. 

IXiiis  le  langige  géoniélrii|uo  dont  .M.  Aulonnc  fait  usage,  la  (|ucslioa 
s'énonce  ainsi  :  Trouver  un  maximum  pour  le  degré  n  d'une  inlégranle  algé- 
brique indécomposable  G,  située  sur  une  surface  algébrique  donnée  ^7  de 
degré  N. 

M.  Autonne  résout  ce  problème  dans  rhy[)othése  où  G  est  dé[)ourvue  de 
piiinls  multiples.  Supposant  que  sur  la  surface  ^  les  N(N^ — 2N-f-2)  points 
nodaux  soient  distincts,  il  établit  le  théorème  suivant  : 

Le  degré  n  de  l'intégrante  algiibrique  G  ne  peut  dépasser  le  i)lus  grand 
entier  contenu  dans 

(  N  -l-  j  )  (  N  -4-  3  )  2 

3  '  N"II^' 

Il  est  à  remarquer  que  re  maximum  dépend  uniquement  du  degré  de  la  sur- 
face et  non  des  exposants  atïérents  aux  divers  nodaux. 

De  FontK'iolant.  —  Sur  les  dtîformalions  élastiques  iiiaxiinum  des 
arcs  métalliques.  (4io). 

Dans  un  arc  quelconque  d'une  section  constante  ou  variiblc,  sollicité  par 
des  charges  ciueiconques,  les  points  de  la  libre  moyenne  dont  les  déplacements 
élastiques  sont  maximum  ou  minimum  appartiennent  à  des  sections  dont  les 
déplacements  angulaires  sont  nuls. 

Si  le  déplacement  du  point  considéré  a  lieu  au-dessus  de  la  tangente,  ces 
conditions  sont  renversées. 

Tisserand.  —  Sur  une  équation  difTérenlielle  relative  au  calcul 
des  perturbations.   ('i4i-44i)- 

Il  s'agit  de  l'équation 

— ^  -r  x{cf-\- iq^cnS2t)  =  n, 

considérée  pour  la  première  fois  par  Lagrange  et  qui    a   été  l'olijet  de  travaux 
importants  de  M.  Gyldén  et  de  M.  Lindstedt. 

La  forme  de  l'intégrale  la  plus  commode  pour  les  applications  est,  suivant 
M.  Tisserand, 

i  =  -\-  y 

X—     7      /?,  cos[{ /i -h  3i)  < -1- c], 


où  c  et  n.  sont   les  deux  constantes  arbitraires.  Les  rapports  --'  sont  des  fonc- 

/(„ 

tions  connues  de  q  et  q^  et  la  constante  /;  est  déterminée  aussi  au  moyen  de  «7 

et  q^. 

11  importe  de  savoir  si   h  est  réel   ou  imaginaire;  car,  dans  le  premier  cas, 

l'orbite  déterminée  par  l'équation  dilTérentieile  est  stable:  dans  le  second,  elle 

est  instable. 


8o  SI'CONDl';    l'Ain  IK. 

M.  'l'issi-ranil  I  luii  vc^  <|ii(;,  y,  l'Iii'iL  siiflisarniiicnt  |i(iit,  /;  csl  iriiii^inairi;  |i<>ur 
(jr  =  ±  I  Cl  q  =±2,  réel  pour  Loiilcs  les  uulrcs   valeurs  ciiliéres  de  //. 

Lie  (S.).  —  Sur  les  i'(iii(lctiu'iil.s  de  la  Géoniélric.  ( /\6  i -^{(r.-») . 

L'aulcur  fuit  icssoiLir  quel(|ucs  iiiiperfeclioiis  dont  sont  enlacliécs  les  rcmar- 
(juuhles  reclicrclies  de  rilliislrc  llclnihollz  sur  les  f(jndctiienls  de  la  Géoinclrie. 

Ilclmliollz  cherclie  à  délcrininer  tous  les  groupes  continus  aux  variables  x, 
y,  z,  pour  lesquels  deux  points  ont  un  invariant  et  un  seul.  Il  suppose  de  plus 
(|ue  le  mouvement  est  possible  quand  un  ou  deux  points  d'un  corps  sont  fixes. 
Kniin  il  admet  qu'un  corps  tournant  autour  de  deux  points  fixes  puisse  re- 
prendre sa  position  première  sans  que  le  mouvement  change  de  sens. 

Un  tel  groupe  G  c(jnlient,  d'après  la  théorie  de  M.  Lie,  six  transformations 
infinitésimales  qu'on  peut  supposer  développables  suivant  les  puissances  de  x, 
y,  z.  Les  transformations ///RY///-e,9  infiniti-simalcs  qu'on  obtient  en  supprimant 
les  termes  d'ordre  suix'ricur  au  premier  forment  aussi  un  groupe  1". 

1°  Or  il  est  inexact  (]ue  deux  points  aient  toujours,  comme  l'admet  llelmholtz, 
le  même  nombre  d'invariants  par  rapport  aux  groupes  G  et  V. 

1"  Il  n'est  [)as  vrai  que,  si  le  groupe  G  comporte  la  possibilité  du  mouvement, 
il  en  soit  nécessairement  de  même  pour  le  groupe  linéaire  de  I'. 

3"  Knfin  Helmhoitz  se  trompe  en  affirmant  que  son  principe  de  monodromie 
est  vérifié  en  même  temps  pour  un  groujjc  G  et  pour  le  groupe  correspondant  V. 

De   SaiiH-Germdiii   vA  Lccoinu.   —  Sur  riiiipossihililé  de  cer- 
tains mouvements.  (oaG-oa-). 

Lorsqu'on  envisage  au  seul  point  de  vue  géométricjiie  les  liaisons  auxtjuclles 
sont  assujettis  certains  mécanismes,  il  semble  (ju'ils  peuvent  prendre  certains 
mouvements,  auxquels  en  réalité  les  lois  du  frottement  s'opposent  d'une  ma- 
nière absolue. 

Les  auteurs  citent  un  problème  très  simple  de  Mécanique  rationnelle  qui,  si 
l'on  fait  abstraction  des  résistances  passives,  conduit  à  des  impossibilités  et  à 
des  contradictions. 

Aux  extrémités  A,  B  et  au  milieu  M  d'une  tige  rigide  et  sans  masse  sont  fixés 
trois  points  d'égale  mas^e  assujettis  à  rester  sur  la  surface  polie  d'un  cône;  la 
tige  coïncidera  toujours  avec  une  génératrice  du  cône;  on  lui  imprime  un  mou- 
vement connu,  et  il  s'agit  de  trouver  le  mouvement  qu'elle  va  prendre  sous  i'in- 
iluence  des  seules  forces  qui  i-eprésentent  les  réactions  du  cône  sur  les  points 
A,  n,  M. 

De  Sparre.  —  Sur  le   mouvement  du   pendule  conique   à   lige. 

(528-53o). 

Halphen  a  montré  (pie  la  projection  horizontale  de  la  courbe  décrite  par  le 
pendule  conique  peut  présenter  des  points  d'infiexion  et  que  ces  points  corres- 
l)ondent  à  ceux  pour  les(|ueis  la  pression  du  mobile  sur  la  sphère  est  nulle. 

.^I.  de  Sparre  montre  que  cette  propriété  est  un  cas  particulier  de  la  sui- 
vante : 

Ln  point  mobile  sur  une  surface  étan*.  soumis  à  une  force  de  direction  con- 
stante :  1"  la  projection   de    la   trajectoire  sur   un    pian  normal  à   la  force   aura 
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des  points  d'inllcxion  coircspondanl  à  une  pression  nulle  sur  la  surface;  2°  celle 
courbe  en  aura  également  si,  la  pression  n'étant  pas  nulle,  le  plan  osculateur 
de  la  trajectoire  est  normal  ù  la  surface  et  contient  la  force. 

Bertrand.  —  iNolc  sur  un  théorème  du  Calcul  des  probabilités. 

(701-70?,). 

Boussincsq .  —   Sur  le  calcul  théorique  approché  du  débit  d'un 
orifice  en  mince  paroi.  (704-710). 

Kœnigs.  —  Sur  les  réseaux  [)lans  à  invariants  égaux.  ( 728-7 acj). 

M.  Kœnigs  indique  divers  modes  très  généraux  de  génération  de  réseaux 
plans  à  invariants  égaux. 

1°  Les  réseaux  isothermes  plans  fournissent  une  première  famille  de  pareils 
réseaux. 

2"  La  perpective  d'un  réseau  conjugué  à  invariants  égaux  tracé  sur  une  sur- 
face est  un  réseau  plan  à  invariants  égaux. 

3°  Soit 


au  âv        àv  du       du  dv 


;i6  =  o 


l'équation  de  Laplace  relative  à  un  réseau  plan  à  invariants  égaux.  Si  l'on 
elfectue  la  transformation  de  Laplace 

du        2a   du 

on  sait  que  6'  vérifie  une  nouvelle  équation  à  invariants  égaux.  On  peut  ainsi, 
par  la  transformation  de  Laplace,  déduire  d'un  réseau  plan  à  invariants  égaux 
une  double  suite  (généralement  illimitée)  de  pareils  réseaux. 

Guicharcl.  —  Sur  les  congruences  dont  la  surface  moyenne  est 
un  plan,  (729-731). 

Voici  le  moyen  indiqué  par  M.  Guichard  pour  construire  ces  congruences  H'  : 

On  prend  une  surface  quelconque  S;  on  en  projette  un  point  M  sur  un  plan 
fixe  P;  on  fait  tourner  cette  projection  rn  de  90°  autour  d'un  point  fixe  de  P. 
Par  le  point  ainsi  obtenu  on  mène  une  droite  D  parallèle  à  la  normale  en  M. 
Quand  M  décrit  S,  D  décrit  une  congruence  H'. 

Les  plans  focaux  de  H'  sont  perpendiculaires  aux  tangentes  asyniptotiques 
de  S. 

Si  S  est  une  surface  miniina.  H'  est  une  congruence  de  normales.  On 
retrouve  ainsi  les  surfaces  de  M.  Bonnet  où  la  somme  des  rayons  de  courbure 
principaux  est  double  de  la  normale. 

Si  S  est  une  surface  à  courbure  totale  constante,  les  dévcloppables  de  H' 
touchent  les  surfaces  focales  suivant  leurs  lignes  de  courbure. 

Si  S  est  une  surface  réglée,  l'une  des  surfaces  focales  de  H'  est  une  déve- 
loppable.  Aux  génératrices  de  cette  développable  correspondent,  sur  la  seconde 
surface  focale,  des  paraboles. 
Bull,  des  Sciences  rnatkém.,  2'  série,  t.  XVIIL  (Avril  iSi/i-)  K  8. 
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Rirjiiicr.  —  De  l'cxislcncc  (Jcs  intégrales  daiis  un  syslèmc  dillé- 
rcnlicl  (|iielconqiie.  (7.JI--33). 

M.  Bourlel  a  fait  voir  que  tout  système  dilTérentiel  est  réductihlc  à  un  cer- 
tain type  linéaire,  complètement  inlégrable  ou  non. 

En  possession  d'une  formule  beaucoup  plus  générale  que  celle  de  M.  Bourlet, 
M.  Riquier  effectue  la  réduction  d'un  système  quelconque  à  un  système  com- 
plètement intégrable,  d'ordre  égal  ou  supérieur  à  i  et  présentant,  avec  cer- 
taines particularités,  la  forme  entière  par  rapport  aux  dérivées  des  fonctions 
inconnues  :  les  particularités  dont  il  s'agit  sont  de  nature  telle  que,  lorsque 
le  système  est  du  premier  ordre,  il  est  en  même  temps  linéaire. 

Picard.  —  Sur  ceiHains  sjslcmes  d'équations  aux  dérivées  par- 
tielles. (8o5-8o-). 

M.  Picard  a  posé  le  problème  générai  suivant,  qui  est  la  généralisation  du 
problème  qui  se  présente  dans  la  théorie  des  variables  complexes  : 

Trouver  un  système  de  /n  équations  (m^n)  contenant  uniquement  les  dé- 
rivées partielles  du  premier  ordre  de  n  fonctions  1',,  V^,  ...,  P„  dépendant 
de  n  variables  x^,  x^,  ...,  x„, 

./dP,  dP,    dP,  ÔP.\ 

et  telles  que  si  Ton  considère  un  second  système  (arbitraire)  de  solutions  O,, 
O2,  . . .,  Q„,  les  fonctions  P  considérées  comme  fonctions  des  Q  satisfassent  aux 
mêmes  équations 


dP,    dP,  dP,, 


M.  Picard  a  montré  comment  la  solution  complète  de  ce  problème  est 
donnée  par  la  théorie  des  groupes  de  M.  Lie. 

Actuellement,  il  élargit  le  problème  en  supposant  d'une  manière  plus  géné- 
rale que  les  dérivées  partielles  d'ordre  quelconque  figurent  dans  les  équations  : 
il  fait  voir  que  la  formation  des  équations  peut  être  déduite  des  mêmes  prin- 
cipes. 

Revenant  au  cas  où  les  équations  ne  contiennent  que  les  dérivées  partielles 
du  premier  ordre,  il  traite  à  fond  le  cas  où  le  nombre  n  des  variables  est  2  ou  3. 

Pour  n  =  2,  on  n'a  (comme  systèmes  distincts)^  en  dehors  du  système  de  la 
théorie  des  fonctions  d'une  variable  complexe,  que  le  seul  système 


dx  dx  \dx  ày  ) 

^^    ■  \^  -     /^    ->— V 

(^y  ^    <^y  ~^    \(^-^       ày ) 


où  A  et  A  sont  des  constantes,  et  qui  conduit  (par  l'élimination  de  Q)  à  rc<|ua- 
tion  immiNlialemcnt  intégrable 

ry-P  .     d'P         -    d^-P 

2\  .-— —  +  V  -—  =  o. 
ox-  ox  oy  oy- 
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Les  sysli'incs,  beaucoup  plus  nombreux,  conespondaiU  ù  n  =  3,  n'od'renl  liea 
(l'intéressant. 

Boiixsinesq .  —  Débit  des  orifices  circulaires  et  sa  répartition 
eiilrc  leurs  divers  éléments  superficiels.  (80J-812). 

Boiissinesq.  —  Ecoulement  par  les  orifices  rectangulaires  sans 
contraction  latérale;  calcul  théorique  de  leur  débit  et  de  sa 
répartition.  (868-8^3). 

Painlevé.  —  Sur  les  transformations  en  Mécanique.  (901-904). 

Soient  T(<7',,  ...,  q'^,  q^,  . . .,  q^)  et  T,  (<7',,  . . .,  q[,  q^,  ...,  q^)  deux  formes 
quadratiques  des  variables  q\,  dont  les  discriminants  A  et  A,  sont  dilTérents 
de  zéro;  et  soient  Q,,  Q^.  des  fonctions  quelconques  de  q^,  q^,  ...,  q^.  On  forme 
les  équations  de  Lagrange 


(I) 


dt\dq'J        dq,  ~^"         '^'~    dt    \ 

\  {i  —  i,  2, 


,    ^  (I    /àT\        rfT,  ,       dq. 


A). 


M.  Painlevé  se  pose  la  question  suivante  : 

Étant  donné  un  système  d'équations  (i),  former  tous  les  systèmes  (2)  tels 
que  les  relations  entre  les  q^^  définies  par  (i)  et  par  (2)  coïncident. 

Voici  comment  il  la  résout  : 

D'abord,  si  tous  les  Q;  sont  nuls  (et  dans  ce  cas  les  Q'  le  sont  aussi)  on 
peut  passer  du  système  (1)  au  système  (a)  par  la  transformation 


(4)  -4-=C-4 

A»+''-         a! 


-k 


Quand  T  et  T,  satisfont  à  cette  condition,  à  des  fonctions  Q;  quelconques 
correspondent  des  fonctions  Q-  telles  que  les  systèmes  (i)  et  (2)  définissent 
les  mêmes  relations  entre  les  '/,  et  l'on  passe  encore  de  (1)  à  (2)  par  les  trans- 
formations (4)- 

Dans  le  cas  général  (  si  on  laisse  de  côté  deux  transformations  qui  s'appliquent 
quelle  que  soit  la  forme  de  T)  il  ne  saurait  exister  d'équations  (2)  répondant 
à  la  question  que  si  le  problème  des  géodésiques  relatives  à  T  admet  une  inté- 
grale du  second  degré. 

Jahlonski.  —  Sur  l'analyse  combinatoire  circulaire.  (904-90-). 

Des  objets  combinés,  arrangés  ou  permutés,  peuvent  être  supposés  soit  en 
ligne  droite,  soit  en  cercle;  le  but  de  M.  Jablonski  est  d'évaluer  les  nombres 
de  permutations  et  d'arrangements  circulaires  complets.  Des  combinaisons  il 
n'y  a  rien  de  nouveau  à  dire  :  elles  sont  les  mêmes  dans  les  deux  analyses. 

Boiissinesrj .  —  Calcul  de  la  diminution   qu'éprouve  la  pression 
moyenne  sur  un   phin   honzonlal    fixe  à  1  intérieur   du    liquide 


U  SECONDiï   1>AUTIE. 

pesant  rcinplissanl  un  l)assin  el  que  viennent  agiter  des  mou- 
nicnts  queleonqucs  de  lioule  ou  de  elapolis.  {<)-'iy-'jio). 

Si  /J„  esl  la  i)ression  statique  en  un  point  du  plan  horizontal,  p  la  pression 
au  temps  t,  w  la  composante  verticale  de  la  vitesse,  a  l'aire  du  bassin,  x  la 
durée  d'une  période,  p  la  densité  du  liquide,  g  la  gravite,  on  a,  par  l'applica- 
tion du  tiiéorcme  des  quantités  de  mouvement, 


c'est-à-dire 


9g       ' 


Valeur  moyenne  de  ^^ — i-  =  Valeur  moyenne  de  —  • 
?S  g 


Tresse.  —  Sur  les  invariants  différentiels  d'une  surface  par  rap- 
port aux  transformations  conformes  de  l'espace.  (948-950). 

M.  Lie  a  montré  qu'à  tout  groupe  de  transformations  correspondent  cer- 
taines séries  d'invariants  diflérentiels  définis  comme  solutions  de  certains 
systèmes  complets.  Les  invariants  d'une  même  suite  se  déduisent  par  différea- 
tiation  d'un  nombre  limité  d'entre  eux  dont  la  recherche  présente  un  grand 
intérêt. 

M.  Tresse  donne  une  mélliode  pour  calculer  les  invariants  du  groupe  fini  G, 
des  transformations  conformes  de  l'espace,  ainsi  que  ceux  du  groupe  G„  qui 
sont  fonctions  des  précédents.  Cette  méthode  offre  un  exemple  de  l'application 
des  formes  réduites  au  calcul  des  invariants. 

Voici,  dans  cet  ordre  d'idées,  deux  propositions  qui  s'appliquent  aussi  bien 
aux  groupes  infinis  qu'aux  groupes  finis  : 

1°  Si  une  équation  ou  un  système  d'équations  admet,  relativement  à  un 
groupe  de  transformations,  une  forme  canonique  déterminée  d'une  manière 
unique,  les  coefficients  de  cette  forme  canonique  sont  des  invariants  du  groupe; 

2°  S'il  y  a  une  forme  réduite  et  un  sous-groupe  de  transformations  qui  n'en 
altère  pas  les  caractères,  les  invariants  des  coefficients  de  cette  forme  réduite 
par  rapport  aux  transformations  de  ce  sous-groupe  sont  des  invariants 
du  groupe  général. 

Liouville  (/?•).  —  Sur  un  problème  d'Analyse  qui   se   rattache 
aux  équations  de  la  Dynamique.  (974-977)- 

Lorsqu'un  système  matériel  est  soumis  à  l'action  de  forces  dérivant  d'un 
potentiel,  si  l'on  désigne  par  x^,  x^,  ...,  a;,„  les  variations  dont  sa  position 
dépend  à  chaque  instant,  les  équations  qui  déterminent  les  trajectoires  des 
divers  points  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

( I  )  dx,  cl'  X,  -  dx,  d' X,.  =  2  ( />['j„  dx^  -  /j;;),_,  rfxj  )  dx,^  dx,., 

h.  h' 

mais  un  exemple  d'équalioii  du  type  (i)  ne  définit  pas  toujours  les  trajectoires 
des  points  d'un  système. 
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Si  l'dii   iis-iijillil    1rs  cocfliriciil»  /^,;,,,  />,;_,,.  Iniiciioiis  ilc  .r,,  x\,  ...,  X „,  aii\ 
iiulil  mus 


^P\,k-=^''         (^ 


il  faut  cl  il  suffit,  pour  qu'il  en  soii  iiiiisi,  (|uc  le 


1 ,  2 ,  . .  . ,  m), 

m  (ni  —  i)  (  m  -\-  ■?.) 


(■) 


soient  vérifiées  par  les  — ^ inronnucs /,^,  /,i  qu'elles  renfeiMhont  linéai- 
rement. 

Eu  s'ai.lant  .le  celle  proposition,  l'anlenr  montre  (juc,  si  l'on  désigne  par /,"';^ 
les  fonctions  i|ni  conslituenl  nn  second  ensemble  salisfaisanl  aux  équations  (  '  ), 
par  A  le  déleruiinanl  symétri(|ue  des /- ;,  par  A'"-'  celui  des  Z-^'^,  le  rapport 

>   ——  d.r,  di\ 


'^fi\ 


dX;  dx. 


égalé  à  une  conslante,  est  une  intégrale  des  équations  dillérenliellcs  des  tra- 
jecloires,  résultat  déjà  obtenu  sous  une  autre  forme  et  gr;'ice  à  une  méthode 
dillercnte  par  M.  Painlevé. 

M.  H.  Liouville  rattache  encore  à  son  théorème  général  quelques  autres 
résultats  non  encore  signalés. 

Ilamy.  —   Sur   l'approvimalion    des    (onclions    de    1res    grands 
nombres.  (9()3-9()6). 

L'auteur  établit  à  l'aide  de  principes  très  simples  le  théorème  suivant,  sur 
lequel  repose  la  méthotle  de  M.  l)ai'boux  pour  ra|i|)ro,\imation  des  f.juctions 
de  grands  nombres  : 

Soient  F(c)  une  fonction  développ;ible  par  la  série  de  Laurent  entre  deux 
cercles  de  rav'im  H  et  ;-(M>/-)  et  M„  le  coefficient  de  z".  On  suppose  qu'il 
CNiste  sur  la  circonférence  (H)  un  point  singulier  a  dans  le  domaine  duquel 
on  a 

V{z)  =  -.sfc) -^  H,  (;-«)'■,-+-... +  H,j(c- a  )'•.,+(= -«)''■;(-), 

h  étant  positif,  non  entier  cl  supérieur  aux  nombies  //,.  Ji  .  ...,  It  ;  les  coeffi- 
cients II  désignant  des  constantes,  'f  (  c  )  une  fonction  holomorphe  autour  de  a 
cl   '}(-;)    une    fonction    linie    dans   le    \oisinage   de   a.  Dans  ces   conditions,   le 
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cocflîcienl  I\I^,  do  z"  diiiis  l;i  l'niiclioii 

\-\(z)  =  U,{z-  ay;-hUJz  _«)'-.  +  ...+  l\^{z-a)K,, 

dill'orc  de  M„  d'iiiu'  (|iiai)lil(''  di»  l'ordre   de  -— 

H"  n"'' 

Appcll.  —  Du  iMiiloclironisnu'  dans  un   syslrmc  niatciiel.  (()()^)- 

Un  sysiéiiie  à  liiiisons  iii(i(''|i(iid;mlfs  du  lcm|is  rsl  sollirilT'  par  des  forces 
connues,  ne  dépendant  <|ue  du  lieu.  On  suppose  que  la  position  du  sysléinc  soil 
définie  par  A  paramèlrcs  gcoiiiélriquemenl  indépendants. 

Quelles  nouvelles  liaisons,  au  nombre  de  A"  —  i,  faul-il  imposera  ce  syslème 
pour  que  le  système  à  liaisons  complélcs  ainsi  obtenu  soit  taulochrone, 
c'est-à-dire  mette  le  môme  temps  à  revenir  à  une  position  déterminée  quelle 
que  soil  la  position  initiale  dans  la((uc!lc  on  l'abandonne  à  lui-mônie  sans 
vitesse? 

Il  faut  et  il  siiflil  (pic  les  k  pararnclres  7,,  7^,  ...,  7j  vérifient  les  deux 
relations 

V  i^a,y  clcj-  dq ^  ds, 
Q,  d//^  -f-  Q^  dq.^  +  •  •  •  +  Q;  dq^  —  ~<^xs  ds, 

dont  la  seconde  a  |)our  premier  iiicnibrc  l'expression  du  travail  virtuel  et  f)ii 
les  a-^  représentent  les  coefficients  de  la  force  vive 

Comme  on  n'a  que  deux  relations  pour  déterminer  7,,  q^,  ...,  q^  en  fonction 
de  s,  on  doit  se  donner  arbitrairement  A"  —  2  relations  compatibles  entre  7,, 
7,,  ...,7j  et  s. 

Poincaré.  —   Sur  la   propagalion   des  osclllalions   heiizienncs. 

(1046-1048). 

Un  fil  très  mince  et  recliligne  que  l'on  prend  pour  axe  des  z  a  une  extrémité 
libre  que  l'on  prend  pour  origine  et  est  indéfini  dans  l'autre  sens.  On  suppose 
qu'à  l'origine  se  produise  une  perturbation  quelconque.  Comment  cette  per- 
turbation va-t-elle  se  propager  le  long  du  fil  et  dans  le  diélectrique  envi- 
ronnant? 

Soient  A  un   point  ([uclconque  du  fil,  u  sa   distance  à  l'origine;  M  un  point 

quelconque  du  diélectrique,  p  sa  distance  au  fil,  /•  =  v'p'~i"  (-  —  ")'  sa  distance 
au  point  A. 

M.  Poincaré  suppose  que  la  perturbation  se  propage  le  long  du  fil  avec  une 
vitesse  constante  et  égale  à  celle  de  la  lumière  qu'il  choisit  pour  unité. 

Soit  alors  F(m  —  t)  le  courant  au  point  A.  Soit  n  la  fonction  de  Hertz, 
c'est-à-dire  une  fonction  de  p,  z,  t,  telle  que  la  force  magnétique  et  les  deux 
composantes  de  la  force  électrique  perpendiculaire  et  parallèle  au  fil  soient 
respeclivemcnl 

r)-'ii  f)-n      d'-n      1  dn 

(h  i)t  '       "   r)o  (Iz  '       Tî^  '^^   0    âô' 
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l/.iiilcui-  truiiNc 

d'où,  si  le  point  M  est  très  voisin  du  lil, 

m __     V I c  —  o 
dp  p 

Ainsi,  dans  le  voisinage  du  fil,  la  force  magnétique  et  la  composante  de  la 
force  électriiiue  perpendiculaire  au  fil  varient  à  peu  près  en  raison  inverse  de  p. 
La  composante  parallèle  est  beaucoup  plus  petite,  car  elle  reste  finie  pou.- 
p  =  0  et  se  i-èduit  à 

l[V{z-t)-V'{z-t)]. 
L'équation  rigoureuse  des  lignes  de  force  est 

F  (  /•„  —  O  (  I  -^  T  )  =  const. 

Elles  coupent  normalement  le  fil,  ce  qui  justifie  l'Iiypollièse  ([ue  la  vitesse 
de  propagation  dans  le  fil  est  égale  à  celle  de  la  lumière. 

Mais  cette  théorie,  quoique  plus  ap])rocliée  que  celle  de  Hertz,  ne  rend  jias 
encore  compte  de  l'amortissement  des  oscillations  observé  par  M.  Blondlot. 

UadamarcL  —  Sur  les  fonctions  entières  de  la  formée*'"  '.  (io53- 
io55). 

Soit  une  fonction  entière  o{x)  développée  en  série  de  Taylor,  et  telle  que  le 

coefficient  de  x'"  soit,  à  partir  d'un  certain  rang,  moindre  que  ; — ■•  L'auteur 

|.r|-!- 
montre  que  cette  fonction  croit  moins  vite  que  e      "~',  si  petit  que  soit  s.  Si 

donc  cette  fonction  est  de  la  forme  ef" <•'■',  la  partie  réelle  de  G{x)  augmente 

1 
(du  moins  quand  elle  est  positive)  plus  lentement  que  [x]'^  —  ^,  et  par  suite 
G{x)  ne  peut  être  qu'un  polynôme. 

Ces  résultats,  subsistant  quand  on  change  d'une  façon  quelconque  les  premiers 
coefficients  de  la  fonction  cp,  permettent  d'établir  le  théoi-ème  bien  connu  de 
.M.  Picard  pmir  les  fonctions  entières  dont  les  coefficients  satisfont  à  la  condi- 
tion ci-dessus. 

D'Arone.  —  Un  théorème  sur  les  fonctions  harmoniques.  (io55- 
1007). 

Une  fonction  harmonique  continue  pour  tous  les  points  de  l'espace  à  distance 
finie  et  qui  ne  peut  prendre  toutes  les  valeurs  entre  — oc  et  -t- oo  doit  néces- 
sairement se  réduire  à  une  constante.  De  là  ces  corollaires  : 

I"  Une  fonction  harmonique  régulière  en  tous  les  points  à  distance  finie 
doit  nécessairement  s'annuler. 

2"    Une    fonction    liarnioniquc    réi;ulièrc  jiour  tous  les  points  à  distance  finie 
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cl  (liiiil  l.i   \;iliiir  ali^oliic  ic^lc   infiTieiirc  ;i   iiiif  «niiinlili'    lixf,  se  l'cduil  ii  une 
coiisliinle  ^  |ii()|niéir'  Ijicii  conruH'). 

Sclilcsin iicr.  -—  Sur  l;i  tlK'oric  des  roncli(tii>  (iiclisifnncs. 

M.  Seiilcsin^fr  a  démonlré  {Journal  de  Crelle.  l.  Kl'))  i|iie  les  fondions 
fiiclisiennes  symétriques  de  deiixiènric  fiirnillc  peuvent  rlir  considérées  coniinc 
les  -limilcs  de  certaines  fonctions  algébriques  coi-respoiid;int  i\  une  série  des 
sous-groupes  du  groupe  de  ces  fonctions  fuclisienncs. 

Actuellement  il  étend  ce  mode  de  génération  au  cas  des  fondions  fuclisienncs 
de  genre  zéro,  mais  d'ailleurs  i|uclconques. 

Demoulin .  —  Sur  les  relations  qui  exisicril   entre  les  élémenls 
infinilésiinaiiv   de   detix   .surfaces    polaires  n''(;i|»r()f|ues.  (i  102- 

..o4). 

Parmi  les  divers  résultats  obtenus  par  M.  Demoulin,  signalons  seulement  le 
suivant,  relatif  aux  surfaces  algéhricjues  développables  et  (|iii  n'est  qu'un  cas 
particulier  d'un    tliéorème  relatif  aux  surfaces  algéld'iques   les  plus  générales. 

i;ii  un  des  points  communs  à  une  sécante  (D)  et  à  une  développahie  algé- 
Inique,  soient  \\  le  rayon  de  courbure  principal,  n  et  9  les  angles  que  (  D  )  fait 
respectivement  avec  la  géMiéralrice  et  la  normale,  on  a 


Ce  tliéiirème  permet  d'établir  plusieurs  propriétés  infinitésimales  des  cubiques 
gauches  et  des  biquadratiques  gauches  de  première  espèce. 

Painlevé.  —  Sur  les  transfornialions  en  Méeanitjue.  (1  104-1  loj). 

L'auteur  ajoute  diverses  remarques  au  problème  qu'il  a  posé  et  résolu  dans 
une  Communication  antérieure  : 
Étant  donné  un  système  d'équations  de  Lagrange 

cit.  (  dl  \       dl       ^  ,  ,  ,      dq'.    . 

former  tous  les  systèmes  d'équations 

,    ^  d  /ÔT\        dT       ^^,^  .  ,       dr'     . 

tels  que  les  relations  entre  les  /•.  définies  par  (j)  se  déduisent  des  relations 
eiilrc  les  rj^  définies  par  (1),  par  un  changement  de  variables 

7,=  'f,('', '"i;)- 

M.  Painlevé  fait,  en  terminant,  remarquer  les  différences  qui    existent  entre 
le  |ii-ol)lème  qu'il  traite  et  celui  que  s'est  posé  .M    H.  Liou\rlle. 
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Paiidei'é.  —  Sur  les   intégrales  de  la  Dynamique,  (i  168-1  171). 

Généralisation  de  celle  proposilion  de  M.  Darboux  : 

Si  l'on  sait  résoudre  le  problème  du  mouvement  d'un  point  M  pour  une  cer- 
taine fonction  de  force,  on  sait  déteriuiner  les  gcodésiques  de  cette  surface. 

Lioiwille  {R.).  —  Sur  les  équations  de  la  Dynamique.  (1171- 
117a). 

«  S'il  s'agit,  dit  l'auteur,  d'étudier  en  général  le  mouvement  d'un  système 
de  points  soumis  à  l'action  des  forces  qui  dérivent  d'un  potentiel  et  notamment 
les  transformations  que  peuvent  subir  les  équations  de  ce  mouvement,  il  est 
permis  de  se  borner  aux  cas  où  les  forces  s'évanouissent,  c'est-à-dire  au  pro- 
blème des  géodésiques  généralisé. 

»  Les  résultats  obtenus  pour  ce  dernier  problème  s'étendent  d'eux-mêmes,  et 
sans  déterminer  la  constante  de  l'énergie,  aux  cas  en  apparence  plus  généraux 
où  les  forces  existent  et  admettent  un  potentiel.  » 

De  Sparre.  —  Equation  approchée  de  la  trajectoire  d'un  pro- 
jectile dans  l'air  lorsqu'on  suppose  la  résistance  proportionnelle 
à  la  quatrième  puissance  de  la  vitesse,  (i  i  72-1  1 74). 

Le  capitaine  russe  Zaboudski  a  donné  une  solution  de  cette  question  au  moyen 
des  fonctions  elliptiques  et  en  partageant,  pour  les  grands  angles  de  projection. 
la  trajectoire  en  trois  arcs. 

M.  de  Sparre  indique  les  principes  d'une  méthode  qui  donne  des  i-ésultats 
presque  identiques  au  moyen  de  fonctions  élémentaires. 

Poincaré.  —  Sur  la  propagation  des  oscillations  électriques. 
(1229-1233). 

M.  Poincaré  a  étudié  récemment  la  théorie  de  la  propagation  des  oscillations 
hertziennes  le  long  d'un  fil  indéfini.  En  supposant  le  fil  infiniment  mince,  il  a 
trouvé  que  l'amortissemenl  devait  être  nul. 

Il  reprend  le  même  problème  en  assimilant  cette  fois  le  fil  à  un  cylindre  de 
révolution  de  diamètre  p^,. 

Si  l'on  prend  l'axe  du  cylindre  pour  axe  des  z,  et  si  l'on  appelle  p  la  dis- 
tance d'un  point  M  du  diélectrique  à  cet  axe;  u  sa  distance  à  une  génératrice 
quelconque;  /•  sa  distance  au  point  où  cette  génératrice  coupe  le  plan  des  xy; 
i\  sa  distance  à  l'origine;  9  le  dièdre  formé  par  les  plans  qui  se  coupent  sui- 
vant l'axe  des  z  et  qui  passent  l'un  par  le  point  M,  l'autre  par  la  génératrice 
considérée,  on  trouve  pour  la  fonction  FI  de  Hertz 


f  '        »    y/    —   1.  ;  I  >    -r-  ».  ;     y  —  [>„  t.u-i  y 


p„  cos  o 


F(/- —  t)  étant  rintensité  du  courant  de  conduction. 
Comme  le  diamètre  n'est  pas  très  grand,  /•  difiere  peu   de  t\  et  l'on  a  sensi- 
Bull.  des  Sciences  niathéni.,  2'  série,  t.  XVIII.  (Mai  iSy^.)  H. 8 
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Ijlciiiciil 

àU 1-^    p 

r)p  /•„  —  z    /•„ 

Par  siiilc,  le  clianip  élcclromagnéliquc  est  seiisililenicnl  le  mèine  à  l'cxléiieur 
du  fil  que  si  le  couranl  était  concentré  sur  l'axe. 

Les  carrés  de  la  force  magnétique  cl  de  la  force  électrique  sont  respective- 
ment 

F'»         &■'  F'^  0»        F» 

z  J-     et     -4  H .■ 

('•„—  -)^   '"„  {r,  —  zy   ri         /•* 

Pour  avoir  l'énergie,  il  faut  faire  la  somme  de  ces  deux  carrés,  intégrer  cette 
somme  dans  toute  l'étendue  du  diélectrique  et  diviser  par  a-n.  Si  l'on  fait  le 
calcul  en  négligeant  les  quantités  de  l'ordre  de  p,,  et  qu'on  pose  t\ —  t  =  v,  on 
trouve  pour  l'énergie  totale 

Pour   qu'il    y   eut   conservation  de  l'énergie,   il   faudrait  que  -j-   fût   nul; 

comme  il  n'en  est  pas  ainsi,  pour  conserver  au  courant  de  conduction  son  in- 
tensité primitive,  il  faudrait  lui  fournir  dans  le  temps  rf<  une  quantité  d'énergie 

rfF  .   . 

égale  à  — dt;  si  donc   une  source  étrangère  ne  fournit   pas  cette  quantité 

d'énergie,  il  faut  que  le  courant  s'amortisse.  Le  taux  de  l'amortissement  est 

—  — ;  ce  rapport  devient  infiniment  petit  avec  p„. 

«  Il  serait  curieux,  dit  M.  Poincaré,  mais  sans  doute  assez  difficile,  de  vérifier 
expérimentalement  les  conséquences  de  cette  théorie  en  cherchant  si  l'amor- 
tissement dépend  du  diamètre  du  fil.  » 

Serret  {P-).  —  Sur  une  propriété  commune  à  trois  groupes  de 
deux  polygones  :  inscrits,  circonscrits  ou  conjugués  à  une 
même  conique.  (i254-i256). 

Soient,  dans  le  plan  d'une  conique  S, 

I,  2,   ...,  3,      l',  2',   ...,  3' 

les  sommets  successifs  des  polygones  considérés,  inscrits  tous  deux,  ou  tous 
deux  circonscrits,  ou  l'un  et  l'autre  auto-conjugués  à  S.  Les  côtés  successifs 

I,  2;     i',  2';     2,  3';     2',  3';     ...;     3,  1;     3',  i' 

des  deux  polygones  se  coupant  deux  à  deux  aux  points 

a,  b,  . . .,  c, 


on  a,  de  in  manières  dilTérentes,  la  relation 

ai    ai'        b-i  bi'  c- 

ai  a-i!        bi  b^  ci   c 


ai    ai'        b-i  bi'  c3  c3' 

-.^   T-i-TT'    X---X-  —    rTT  =1'F  = 


REVUE   DES  PUBLICATIONS.  91 

Cette  relation  fournil  une  démonstration  très  simple  du  tiiéorùnie  de  l'on- 
celet,  sur  les  polygones  simultanément  inscrits  et  circonscrits  à  deux  co- 
niques S,  S'. 

Tresse.  —  Sur  les  développements  canoniques  en  série  dont,  les 
coefficienls  sont  les  invariants  diflerentiels  d'un  groupe  con- 
linu.  (i  256-1258). 

Élunl  données  11  variables  indépendantes  x^,  . .  .,  x„  et  p  fondions  c,,  . . .,  z 
de   ces   variables   soumises  aux    transformations  d'un    groupe  continu    Uni    ou 

i  II  n  n  i 

x'=\(x,z),         z'=7.(x,z), 

on  sait  (I>ie)  qu'il  existe  une  suite  infinie  d'invariants  diiïérentiels,  qu'on  peut 
déduire  d'un  nombre  fini  d'entre  eux  en  formant  le  quotient  de  leurs  détermi- 
nants fonctionnels. 

M.  Tresse  a  fléjà  indiiiué  sur  un  exemple  [)articulier  comment  on  pouvait 
appliquer  les  développements  en  série  au  calcul  des  invariants  différentiels. 
Mais  on  peut  énoncer  une  proposition  générale  qui  régit  cette  tliéorie. 

Soient,  dans  le  voisinage  d'un  point  arbitraire  {x^^,zj, 

(0  -.=  -?+-; "a  ( -z-A  -  '^'O  -+-■■■ 

les  équations  de  la  multiplicité.  Quand  on  effectue  une  transformation  du 
groupe,  le  point  {x^,  z^)  devient  le  point  {x'„,  z'^),  et  la  multiplicité  transformée 
a  pour  éciuations 

(:')  ^  z[=z['-^-La:,{x[~x\l)-i-.... 

Un  invariant  difféi'entiel  est  une  fonction  des  x^  et  des  coefficients  de  (i), 
qui  ne  change  pas  de  valeur  quand  on  y  remplace  les  lettres  par  les  lettres 
accentuées.  La  proposition  annoncée  est  alors  la  suivante  : 

Qu'on  dispose  des  arbitraires  de  la  transformation  de  façon  que,  parmi  les 
x'„  et  les  coefficients  de  (1'),  un  certain  nombre  aient  des  valeurs  fixes  arbi- 
traires. La  transformation  étant  ainsi  déterminée,  les  expressions  des  autres 
coefficients  de  (T)  en  fonction  des  x„  et  des  coefficienls  de  (i)  sont  les  inva- 
riants différentiels  du  groupe. 

De  Sparre.  —  Sur  le  calcul  du  coefficient  de  résistance  de  Tair 
lorsqu'on  suppose  la  résistance  proportionnelle  à  la  quatrième 
puissance  de  la  vitesse.  (laSg-isôi). 

Coculesco.  —  Sur  la  stabilité  du  mouvement  dans  un  cas  particu- 
lier du  problème  des  trois  corps.  (i3o9-i34i). 

Le  problème  résolu  par  i\L  Coculesco  a  été  posé  par  M.  de  Haertl. 

Dans  une  étoile  double,  les  orbites  des  deux  masses  égales  A  et  B  sont  cir- 
culaires. Un  troisième  point  C  dont  la  masse  est  infiniment  petite  se  meut  dans 
le  plan  de  ces  orbites,  de  manière  qu'à  l'origine  il  se  trouve  sur  le  prolonge- 
ment de  A[3   à  une  dislance  de  \  égale  à  la  moitié  de  ByV  et  que,  en  quittant 
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celle  posilion,  il  clùcriryil  aulourde  A  une  oïliitc  riifulaiic,  si  B  n'existait  pas. 
(A  l'origine,  lous  les  mouvernenls  se  font  dans  le  iiiènie  sens.) 

M.  de  Haerll  a  montré  que,  vers  la  fin  de  la  troisième  révolution,  le  mobile 
tend  à  s'éloip;ner  du  centre  d'attraction  \.  Le  mobile  ronlinuera-l-il  à  s'éloigner 
indéfiniment? 

La  réponse  à  celle  question  est  négative,  comme  le  fait  voir  M.  Coculesco. 
De  plus,  il  y  aura  stabilité  au  sens  où  l'entend  Poisson,  c'csl-à-dire  que  le 
mobile  passera  une  infinité  de  fois  aussi  prés  qu'on  voudra  de  sa  position 
initiale. 

Poincaré.  —  Sur  l'application  de  la  mélhode  de  iNI.  Lindsledt  au 
problème  des  trois  corjis.  (i3o5- i3o()). 

L'auteur  montre  que  la  métliodc  de  AL  Lindsledt  peut  être  appliquée  à  l'élude 
des  variations  séculaires  des  orbites  des  planètes,  mais  qu'elle  ne  peut  sans  mo- 
dification s'étendre  au  problème  des  trois  corps,  et  quelles  sont  les  modifications 
à  faire  pour  que  cela  devienne  possible.  Il  est  inutile  d'ajouter  que,  dans  la  mé- 
thode modifiée  par  M.  Poincaré,  comme  dans  la  méthode  originale  de  M.  Lind- 
sledt, les  séries  ne  sont  pas  convergentes,  mais  seulement  semi-convergentes, 
comme  la  série  de  Slirling,  ce  qui  limite  les  conditions  dans  lesquelles  on  peut 
s'en  servir. 

Picard.  —  Sur  une  classe  de  fonctions  analytiques  d'une  variable 
dépendant  de  deux  constantes  réelles  arbitraires.  (i3io-i3i2). 

M.  Poincaré  a  montré  que  les  équations  différentielles  du  premier  ordre, 
dont  les  intégrales  ont  leurs  points  critiques  fixes,  ne  peuvent  conduire  à  des 
transcendantes  nouvelles. 

M.  Painlevé  a  fait  voir  qu'il  en  est  de  même  pour  les  équations  du  premier 
ordre,  dont  les  intégrales  n'ont  qu'un  nombre  limité  de  valeurs  autour  des 
points  critiques  mobiles. 

M.  Picard  se  demande  si  l'on  ne  pourrait  pas  obtenir  des  classes  de  fonctions 
d'un  caractère  plus  général,  en  considérant  des  fonctions  analytiques  d'une  va- 
riable complexe  dépendant  de  deux  constantes  réelles,  qui  ne  dépendent  pas 
d'une  seule  constante  complexe. 

Pour  cela,  il  forme  les  quatre  équations 


O.v 

()U 


s(  u,  K\  X,  y  ). 


(•)  \  0. 


—  =  —  o  (  ».  r,  X,  y  ). 
Ox 

—  =       /(  II,  V,  X,  y). 


où  u  et  V  sont  deux  fonctions  réelles  des  deux  variables  réelles  .r,  y. 

Ces  quatre  équations  admettront  un  système  {ii,v)  de  solutions  dépendant 
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de  deux  ronslanles,  si  l'on  a,  entre  /  et  9,  les  deux  relations 

\ôu        àv/'^       \0i'        i)ti/  ()x        ùx         ' 

\du       du)'        \àu       0<.' J  ()y       ôx 

Les  équations  (1)  définissent  alors  une  famille  de  fonctions  analytiques 

«-mV=  F(x;,  C,,  CJ 

de  la  variable  z  =  j: -t-  iy,  renfermant  deux  constantes  réelles,  C,  et  C^. 

Étant  donné  un  système  (i),  on  peut  reconnaître  si  les  intégrales  ont  leurs 
points  critiques  fixes  (indépendants  de  C,  et  CJ.  M.  Picard  i-egarde  comme 
très  probable  que  les  intégrales  de  ces  équations  constituent  un  type  nouveau 
de  transcendantes. 

Serret  (P-)-  —  Sur  une  propriété  commune  à  trois  groupes  de 
deux  polygones  :  inscrits,  circonscrits  ou  conjugués  à  une  co- 
nique. (i343-i345). 

Painlcvé.  —  Sur  les  groupes  discontinus  de  substitutions  non 
linéaires  à  une  variable,  (i 345- 1 347)- 

M.  Poincaré  a  enseigné  à  former  tous  les  groupes  discontinus  de  substitu- 
tions linéaires 

**  ~  c-z--^  cl- 

M.  Painlevé  étudie  les  groupes  de  substitutions  dans  lesquelles  à  une  valeur 
de  z  correspond  un  nombre  donné  n  de  valeurs  de  z-.  Il  ramène  la  théorie  de 
ces  groupes  à  celle  des  groupes  linéaires. 

D'abord,  si  n  est  un  nombre  premier  (juclconque,  les  groupes  discontinus  non 
algébriques  de  substitutions  à  n  valeurs  {z,  z-)  se  déduisent  des  groupes  li- 
néaires {t,  t-)  par  un  des  deux  changements  de  variables 

^  =  cp(0,         W{z)  =  l, 

où  9  et  W  sont  des  fonctions  rationnelles  de  degré  n.  Les  groupes  algébriques 
(^,  Z-)  se  déduisent  des  groupes  linéaires  finis  par  les  mêmes  changements  de 
variable,  ou  sont  semblables  à  un  groupe  de  transformations  en  elle-même 
d'une  courbe  de  degré  n  et  de  genre  plus  grand  que  zéro. 

Si  n  est  un  entier  quelconque,  tout  groupe  discontinu  non  algébrique  de 
substitutions  à  n  valeurs  {z,  z^)  se  déduit  d'un  groupe  linéaire  ( /,  z-),  par  un 
changement  algébrique  de  la  variable  ¥{t,z)  =  0,  où  F  est  un  polynôme  de 
degré  n'  en  z,  de  degré  n'  en  t{n'n"  =  t).  Tout  groupe  algébrique  {z,  z.)  se 
déduit  d'un  groupe  linéaire  fini  par  le  même  changement  de  variable,  ou  est 
semblable  algébriquement  à  un  groupe  de  transformations  en  elle-même  d'une 
courbe  C  de  degré  n"  et  de  genre  plus  grand  que  zéro  :  à  chaque  point  de  C 
correspondent  n'  valeurs  de  z. 

Ces  résultats  sont  à  rapprocher  du  théorème  de  M.  Lie  :  tout  groupe  con- 
tinu (z,  z^)  est  semblable  à  un  groupe  linéaire  {(,  /,). 
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fl(((j'y.  —  Sur  II"  problème  général  de  la  déformalion  des  surfaces. 
(1407-1409). 

Le  problème  qui  consiste  à  Irouvcr  loiilcs  les  surfaces  iidniclLanl  un  élénicnl 
linéaire  donné 

ds^  =  A"  du' -h  C'  dv\ 

peut  cire  ramené  à  la  détermination  de  la  courbure  moyenne  li  cl  de  l'angle  6 
que  fait  l'une  des  courbes  coordonnées  f  =  const.  avec  l'une  des  lignes  asymplo- 
tiques. 

Une  fois  0  connu,  h  sera  donné  explicitement  par  l'équation 

/f[^^(CsinO)+  jJ^(AcosO)l  -1- ^/7^  F-A  (cy/^  cosO)  -  -^  (  A  v/^^  sinO)1  =0, 

—  k'  désignant  la  courbure  totale. 

Quant  à  l'inconnue  0,  elle  vérifie  une  équation  linécdrc  par  rapport  aux 
dcrU'ées  secondes  de  6,  et  que  l'on  obtiendra  en  substituant  la  valeur  de  h, 
tirée  de  la  relation  précédente,  dans  l'équation 

^{h\sin(i  -  ■^(/tCcosO)-4-  ^A  ~(\'^J-cos(i)-h  —  (C ^/T  sinO)  1  =  o. 
ScJilesingcr.  —  Sur  la  ihcorie  des  fonctions  fuchsiennes.  (i4o5- 

i4i.).^ 

La  décomposition  des  groupes  fuchsiens,  que  l'auteur  a  indiquée  précé- 
demment en  supposant  que  le  groupe  soit  formé  de  n  substitutions  fondamen- 
tales entre  lesquelles  n'existe  aucune  relation,  donne  naissance  à  une  suite  in- 
définie de  fonctions  algébriques  d'une  variable  .r,  convergente  vers  une  limiter 
dont  X  est  une  fonction  fuchsienne  du  genre  zéro  et  de  la  deuxième  ou  qua- 
trième famille.  C'est  ce  que  l'auteur  établit  pour  les  fonctions  de  la  deuxième 
famille,  donnant  ainsi  une  démonstration  nouvelle  du  théorème  fondamental 
de  AL  Poincaré  sur  l'existence  des  équations  fuclisienncs  d'un  type  donné,  dé- 
monstration qui  ne  s'appuie  pas  sur  la  méthode  de  continuité,  mais  dans 
huiuelle  il  faut  appliquer  le  principe  de  Diriclilet,  pour  pouvoir  conclure  l'exis- 
tence d'une  fonction  algébrique,  appartenant  à  une  surface  de  Hiemann 
donnée. 

Palnlexc.  —  Sur  les  transformations  en  Mécanique.  (i4i2-i4i4)- 

L'auteur  insiste  sur  la  dilTérence  qui  existe  entre  le  problème  de  transfor- 
mation qu'il  a  résolu  et  celui  que  scst  posé  M.  lî.  Liouville. 

D^Ocagnc  —   Sur  la  détermination  du  point  le  plus  probable 
donné  par  une  série  de  droites  non  convergentes.  (i4i^-i4i6). 

lilant  données,  sur  un  plan,  n  droites  rf,,  d^,  ■ ..,  f/„,  trouver  un  point  M  tel 
que,  si  ôp  ô^,   ...,  5,1  désignent  ses  distances  à  ces  n  droites,  la  somme 

â-,o;h  ^^ô■-^...+  A■„^;;, 

où  A',,  /.,,,   ..  .,  A"„  sont  des  constantes  données  soil  minimum. 
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Voici  la  solution  de  ce  problème  proposée  par  M.  d'Ocagnc. 

0  élanl  un  point  quelconque  du  plan,  soient  : 

G  le  centre  de  gravité  des  masses  A,,  A^,  ...,  A„  respectivement  appliquées 
aux  projections  du  point  O  sur  les  droites  rf,,  rf^,  ...,  c/„; 

H  le  centre  de  gravité  des  mêmes  masses  appliquées  aux  projections  de  G 
sur  les  parallèles  à  c/,,  rfj,  ...,  rf„  menées  par  O; 

Iv  la  projection  de  II  sur  la  perpendiculaire  à  OG  menée  par  O; 

1  le  point  où  GH  coupe  la  perpendiculaire  élevée  en  O  à  OH. 

Le  point  cherché  INI  est  à  la  renconti'e  de  OU  et  de  la  perpendiculaire  menée 
par  G  à  IK. 

Mangeot.  —  De  la  loi  de  correspondance  des  plans  tangents  dans 
la  transformation  des  surfaces  ])ar  symétrie  courbe. 

Soient  S,,  S^  deux  surfaces  symétriques  l'une  de  l'autre  par  rapport  à  une 
surface  S;  on  les  regarde  comme  décrites  respectivement  par  les  deux  extré- 
mités m,,  ni^  d'un  segment  de  longueur  variable  qui  dans  son  déplacement 
reste  normal  en  son  milieu  ni  à  la  surface  S.  Soient  P,,  P^  les  plans  tangents 
en  m,,  m^  à  S,,  S^  ;  f,,  t^  les  traces  de  ces  deux  plans  sur  un  plan  principal  II 
de  S. 

La  loi  de  correspondance  entre  les  plans  tangents  P,  et  P,  est  donnée  par  le 
théorème  suivant  qui,  P,  étant  donné,  permet  de  construire  deux  droites  de  P, 
par  l'emploi  des  deux  plans  principaux  II,  n'  et  des  deux  centres  de  courbure 
0,  O'  de  la  surface  S  ; 

Si  /•  désigne  la  projection  du  point  de  concours  de  f,  et  f,  sur  «;,,  m^,  le  sy- 
métrique de  r  par  rapport  à  m  est  le  conjugué  harmonique  de  O  par  rapport 
à  m,  et  m^. 

L'auteur  développe  diverses  conséquences  de  cette  proposition.  Il  fait  re- 
marquer que,  si  S  est  une  surface  minima,  les  projections  sur  /;i,,  /??,  du  point 
de  rencontre  de  t^,  t^  et  du  point  de  rencontre  t\,  t.  (correspondant  à  II')  se- 
ront toujours  symétriques  par  rapport  à  S,  propriété  qui  n'appartient  qu'aux 
surfaces  minima. 

Flamant.  —  Sur  la  répartition  des  pressions  dans  un  solide  rec- 
tangulaire chargé  transversalement.  (i463-i466). 

L'auteur  étudie  les  pressions  qui  se  développent  aux  différents  points  d'un 
prisme  rectangulaire  vertical,  de  longueur  et  d'épaisseur  infinies,  soumis  sur  sa 
face  supérieure  à  une  charge  normale  appliquée  en  tous  les  points  d'une  droite 
perpendiculaire  à  ses  deux  autres  faces,  et  égale  à  P  par  unité  de  longueur. 

Prenant  pour  origine  le  milieu  0  de  cette  droite,  pour  axe  des  y  cette  droite 
elle-même,  traçant  l'axe  des  o;  horizontalement  et  celui  des  z  verticalement  de 
haut  en  bas,  l'auteur  montre  que  tous  les  points  situés  dans  un  même  plan  pa- 
rallèle aux  zx  restent  dans  ce  plan  et  que  tous  les  points  placés  sur  une  même 
droite  parallèle  à  l'axe  des  y  restent  sur  une  parallèle  à  cet  axe.  Il  suffit  donc 
d'étudier  ce  qui  se  passe  dans  le  plan  des  zx. 

Avec  les  notations  usitées,  on  trouve  alors 

iF  X- z  iV   z'  Y  2P  xz^ 
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De  plus  la  pression  tolalc  sur  un  élciiienl  jihiii  (|uel(:onriue  est  indépendante 

de  la  direction  de  cet  éléiiienl.  Si  l'on  appelle  a  et  a -t- i/a  les  angles  formés 

avec  la  verticale  par  les  rayons  vecteurs  qui  vont  de  l'origine  aux  deux  exlré- 

.   .  , ,   ,  aP 

mités  de  I  élément,  la   pression   totale  ciu'il   sutiporle  est- — cosat/a,  cl  cette 

pression  est  toujours  dirigée  vers  l'origine. 

Boussinesq .  —  Des  perturbations  locales  que  produit  au-dessous 
d'elle  une  forte  charge  répartie  uniformément  le  long  d'une 
droite  normale  aux  deux  bords  à  la  face  supérieure  d'une 
poutre  rectangulaire  et  de  longueur  indéfinie  posée  de  champ 
soit  sur  un  sol  liorizontal,  soit  sur  deux  appuis  transversaux 
équidistanls  de  la  charge.  (i5io-i5i6). 


ATTI  DELLA  Reale  AccAUE.MiA  DEi  LiNCEi.  Série  4a;  Rendiconli;  in-4''. 
T.  VI.  1890;  I"  semestre  (1). 

Millosevich  {E.).  —  Sur  l'orbite  de  la  comète  1889 II  (Barnard, 
mars  3i).  (6-7). 

Bordiga  (G.).  —  Sur  une  certaine  congruence  du  troisième  ordre 
et  de  la  sixième  classe  de  l'espace  ordinaire.  (8-1 3). 

Voltej^ra  (  V.).  —  Sur  les  équations  différentielles  provenant  de 
questions  de  calcul  des  variations.  (43-54). 

Les  équations  différentielles  que  l'on  obtient  en  posant  =  o,  la    variation 
première  d'une  intégrale 

I  =  /F  dx^. .  .dx^i 
peuvent  prendre  la  forme 


âx- 

Mi' 

dx-^ 

^dp^ 

dx;^ 

dH 

~  dz. 

dz. 

dB. 

dx- 

dp^À)' 

dz, 
dx-^ 

àW 

{')  Voir  Bulletin,  XVII,,  p.  57. 
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rériproquemeul  loul  système  analogue  à  celui-ci  peut  être  ramené  à  un  pro- 
blème de  calcul  des  variations.  L'auteur,  après  avoir  établi  ces  deux  proposi- 
tions réciproques,  donne  quelques  relations  qui  passent  entre  les  fonctions  H, 
F,  et  d'autres  fonctions  liées  au  problème  en  question.  Une  de  ces  relations  en 
particulier  est  appliquée  par  lui  à  l'étude  de  certains  cas  où  les  fonctions 
inconnues  sont  déterminées  par  des  conditions  aux  limites. 

Peano  (G.).  —  Sur  la  définition  de  l'aire  d'une  surface.  (54-57). 

\'oici  la  définition  donnée  par  l'auteur  et  qui  évite  les  objections  que  l'on  a 
faites  aux  autres. 

r.,'aire  d'une  portion  de  surface  est  la  hmite  supérieure  de  la  somme  des  gran- 
deurs des  bivecteurs  de  ses  parties. 

Del  Be  (A.).  —  Sur  les  groupes  complets  de  trois  transformations 
linéaires  involutives  dans  les  espaces  de  n  dimensions.  (57-65). 

Garibaldi {P .-M .) .  —  L'activité  solaire  elle  magnétisme  terrestre 
à  Gènes  pour  l'an  1889  et  pour  la  période  1873-89.  (65-73). 

Tacchini  (P-)-  —  Sur  les  observations  de  taches,  iacules  et  pro- 
tubérances solaires  faites  à  l'observatoire  rojal  du  Collège 
romain  dans  le  quatrième  trimestre  de  1889.  (80-81). 

Bigiavi  {C).  —  Sur  les  équations  différentielles  linéaires.  (86- 
90)- 

Les  équations  dilTérentielles  linéaires  du  second  ordre  à  coefficients  double- 
ment périodiques  et  ayant  dans  le  parallélogramme  des  périodes  un  seul  point 
critique  pour  les  intégrales  admettent  une  intégrale  particulière  uniforme  de 
seconde  espèce,  si  les  racines  de  la  déterminante  relative  au  point  critique 
sont  des  nombres  entiers. 

Volterra  (  V.).  —  Sur  une  extension  de  la  théorie  Jacobi-Hamilton 
du  calcul  des  variations.  (127-138). 

Cette  extension  est  faite  au  moyen  des  fonctions  de  lignes  (notion  établie 
par  l'auteur  même  dans  ces  Rendiconti,  t.  III),  en  formant  une  fonction  de 
lignes,  qui  remplace  la  fonction  caractéristique.  L'auteur  suppose  que  l'inté- 
grale dont  la  variation  première  doit   être  annulée  soit  une  intégrale  double 


I  =   C  f\j  du  dv  =  f  f[  /j,,,  ~  —  H) du  f/f, 
H  :=  H  (  j;,,  j;^,  .r,,  /?  ,,,  ....  u,  v).        p-,, 


étant 

d\J  y    _  d{x-,  x,^) 

^'         '-'''^    d{u,  V) 

et  les  équations  dilTérentielles  du  problème  sont 

d{x^,x,^)         d\\  \-i    d(p,,^,Xi,)  dV\ 


on  Y 

d{u,  v)         dp,,,  ^^,,     d{ii,  r)  dx, 
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L'ail  leur  considère  les  Irois  fondions  inconnues  .r,,  x^,  x^  cl  les  />_,,  cotiniic 
des  fondions  des  lignes  qui  forment  le  conlour  du  cliamp  d'inlégralion,  cl,  en 
subsliluani  leurs  expressions  dans  l'intégrale  donnée,  il  obtient  la  fonction  VV 
de  lignes  dont  nous  parlions  tout  à  l'heure.  Il  trouve  les  relations  difTérentielles 
qui   doivent   être   satisfaites  par  W,  el  démontre  deux   théorèmes,  qui   pour 

H  =  -  {p\i  +  p\x-^ p'ii)  '^^  réiluisent  à  deux   propositions  réciproques  sur  les 

systèmes  de  surfaces  mininia  et  sur  leurs  trajectoires  orthogonales,  trouvées 
par  M.  Padova  {/{endiconii  dei  Lincei,  t.  IV). 

Tonelll  (A.).  —  Sur  la  connexion  des  espaces.  (189-1 4a). 

Nouvelle  démonstration  du  théorème  suivant  : 

«  Soit  (a)  un  système  de  n  espaces  formés  de  t  dimensions,  qui,  même  com- 
binés entre  eux  de  toute  manière  que  l'on  veut,  ne  forment  jamais  le  contour 
complet  d'un  espace  de  t-hi  dimensions,  tandis  qu'ils  forment  un  tel  contour 
avec  tout  autre  espace  fermé  de  t  dimensions;  soit  (6)  un  système  analogue 
à  («)  constitué  de  ni  espaces,  et  ayant  ces  mêmes  propriétés.  Alors  on  doit 
avoir  m  =  n.  » 

Jîeina  {V .).  —  Sur  les  lignes  conjuguées  d'une  surface.  (ioG-i65). 

L'auteur  obtient  des  propriétés  relatives  à  ces  lignes  en  considérant  les  para- 
mètres différentiels  du  premier  ordre,  relatifs  aux  formes 

A  =  E  diû  -t-  2  F  du  dv  H-  G  dv-  —  ds-, 

ds' 
B  =  L  du-  +  2  M  du  dv  -i-  N  dv^  =  —  , 

P 

^  ^  (  EM  —  FL  )  du'  -^  (  EN  —  G L)  du  dv  +  (  FN  —  G.M  )  dv'-  __  —  ds' 
V/EG  —  F»  ^       t 

—  étant  la  torsion  géodésique. 

Pincherle  (S.).  —  Sur  certaines  intégrales  particulières  des  équa- 
tions différenlicllcs  non  homogènes.  (199-202). 

Soit  l'équation 

dp  co  dl'~^  to 

0)        A,  =  .,.Q(a.)^^- +.;--0.(.)^^— •,+... ^Q^,(.),  =  P(.), 

étant 

q{x)  =  (j;-a,)(j7-aJ...(j:-a,J, 

et  P  un  polynôme  arbitraire  de  degré  m  —  1 ,  el  l'équation  Ai  =  o  étant  supposée 
avoir  ses  intégrales  régulières.  L'auteur  appelle /onc/tore  simple  relative  à  a, 
une  branche  de  fonction  analytique,  singulière  en  a  et  à  l'infini,  régulière  en 
tout  autre  point,  el  se  réduisant  monodrome  lorsqu'on  coupe  le  plan  depuis  a 
jusqu'à  l'infini.  Cela  posé,  l'auteur  démontre  que  :  étant  a,,  une  des  racines 
de  Q(a;),  on  peut  toujours  déterminer  les  coefficients  de  P{x)  de  manière 
que  l'équation  (i)  ait  pour  intégrale  une  fonction  simple  rclalive  à  oi^. 
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ficina  {V.).  —  Nouvelles  recherches  sur  les  lij^ncs  conjuguées 
(l'une  surface.  (203-209). 

Expression  géomclriquc  des  formes  (lifTérenlicllcs  bilinéaires  : 

A*  =  lî  du  ou  -\-  F  (  du  Zi.>  -+-  dv  Su)  -)-  G  dv  w, 
B*  =;  L  du  5m  h-  iM  ( du  Zv  -^  dv  Zu)  -h  N  dv  Zv, 
D*  =  E,  du  ou  -f-  F,  {du  Zv  h-  dv  Zu)  -{-  G,  dv  Zv. 

Tacchini  {P.).  —  Sur  les  obscrvalions  de  taches,  faculcs  et  pro- 
tubérances solaires  faites  à  l'observatoire  rojal  du  Collège 
roinaiu  dans  le  premier  trimestre  1890.  (225-226). 

Blanchi {L.).  —  Sur  une  classe  de  représentations  équivalentes 
de  la  sphère  sur  le  plan.  (226-229). 

L'auteur  résout  le  problème  suivant  : 

«  Déterminer  les  représentations  d'une  sphère  sur  un  plan,  par  lesquelles  les 
aires  sont  conservées,  et  un  double  système  orthogonal  de  droites  du  plan  est 
l'image  d'un  système  orthogonal  sur  la  sphère.  » 

Il  rattache  ce  problème  à  la  théorie  des  surfaces  pseudosphériques  en  mon- 
trant que  :  à  tout  couple  de  surfaces  pseudosphériques  complémentaires 
correspond  une  des  représentations  cherchées,  et  inversement.  La  forme  de 
l'élément  linéaire  de  la  sphère  devient 

ds'"—  e-'"-  d'^'+e"'-  d-;'- 
Del  Rc  {A.).  —  Sur  les  couples  de  formes  bilinéaires.  (23^-2/14). 

•Dans  cette  Note,  l'auteur,  se  bornant  aux  formes  binaires,  démontre  que  :  la 
condition  , nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  couple  de  formes  bilinéaires 
symétriques  /"_  =  o,  f^^  0  puisse  être  transformé  linéairement  en  un  couple 
semblable  y,' =  0,  /,' =  o  est  que  cela  ait  lieu  pour  les  homographies  P,  P'  qui 
résultent  respectivement  de  la  composition  des  involutions  I,,  I^  repré- 
sentées par  y,  =  o,  y^  =  o,  et  de  celle  des  involutions  I',,  I!,  représentées  par 
/.'  =  o,//=o. 

Cavalii  {E .).  —  Contribution  à  la  théorie  des  transmissions  télo- 
djnamiqucs.  (244-^60). 

Blanchi  {L.).  —  Sur  les  groupes  de  subslilulions  linéaires  à 
coefficients  entiers  complexes.  (33 1-309). 

Les  groupes  G  de  substitutions  linéaires 
à  dclerniinaiK    aô  —  [iy  =  i,  les  coefficients  a,  |3,  y,  Z  prenant   tous  les  valeurs 
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entières  cuiiiplexes  (oriuécs  avec  la  racine  quatrième  /'  ou  a\ec  la  racine  cu- 
bique £  de  l'unité  sont  improprement  discontinus  en  tout  le  pian  complexe  z. 
Ils  contiennent  cependant  un  nombre  infini  de  sous-groupes  proprement  discon- 
tinus fuchsiens  auxquels  correspondent  autant  de  classes  de  fonctions 
fuchsiennes.  Dans  celte  Note,  l'auteur  fait  la  recherche  des  substitutions  géné- 
ratrices et  du  polyèdre  fondamental  du  groupe  G,  puis  il  interprète  géomé- 
triquement les  conditions  pour  qu'une  forme  binaire  quadratique,  à  indéter- 
minées conjuguées,  soit  réduite  suivant  Hcrmite.  Après  il  considère  les 
sous-groupes  exceptionnels  r  de  G,  définis  par  les  congruences 


(;;  s) -(:,";)   '■"»"!"■ 


[1  étant  un  nombre  premier  dans  le  champ  considéré,  et  construit  un  groupe  A 
d'un  nombre  fini  de  substitutions  isomorphe  avec  G,  dont  la  substitution  iden- 
tique correspond  à  T.  Si  (x  est  complexe,  A  ne  diffère  pas  du  groupe  modu- 
laire ordinaire;  si  (x  est  réel    (premier)  et  de  la    forme  l\n-^Z  (ou  6«  +  5), 

A  est  un  groupe  simple  de  degré  ~ — doublement  transitif  sur^^-r-i  élé- 
ments, et  pour  q  =  '.\  est  holoédriqucmcnt  isomorjjhe  avec  le  groupe  alterne 
sur  six  éléments. 

Bigiavi^C).  —  Sur  les  équations  différentielles  linéaires  à  coeffi- 
cients doublement  périodiques.  (839-346). 

L'auteur  donne  ici  une  extension  au  cas  des  équations  de  Tordre  n,  d'un 
théorème  démontré  par  lui-même  pour  les  équations  du  second  ordre  {voir 
ci-dessus).  Voici  le  théorème  étendu  : 

«  Les  équations  différentielles  linéaires  à  coefficients  elliptiques  admettent 
un  groupe  d'intégrales  uniformes  dans  tout  le  plan  lorsque  les  conditions  sui- 
vantes sont  satisfaites  : 

»  1°  Que  les  racines  des  déterminantes  relatives  aux  points  critiques  pour 
les  intégrales  sont  des  nombres  entiers; 

»  2°  Que  l'on  puisse  déterminer  un  parallélogramme  fondamental  dans  lequel 
existent  n  —  i  intégrales  distinctes  et  uniformes; 

»  3°  Que  la  dernière  intégrale  qui  n'est  pas  uniforme  ne  reprenne  pas 
la  même  valeur  lorsque  la  variable  tourne  autour  de  tous  les  points  singuliers 
de  ce  parallélogramme.  » 

La  démonstration  de  ce  théorème  est  fondée  sur  une  proposition  relative 
aux  substitutions. 

Garibaldi  [P. -31.).  —  Comparaison  des  deux  dernières  périodes 
entières  de  taches  solaires  et  de  variations  déclinométriques 
diurnes.  (346-35 1). 

Blanchi  (L.).  —  Sur  une  classe  de  groupes  fuchsiens  réductibles 
à  des  groupes  modulaires.  (3-5-384). 
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M.  Pifuicl,  ilans  un  Mémoire  sur  les  formes  binaires  quadratiques  iiidéliiiics 
à  indéterminées  conjuguées  et  à  coefficients  entiers,  traite  par  une  méthode 
spéciale  le  cas  où  le  déterminant  A  est  la  somme  de  deux  carrés.  M.  Blanchi 
montre  ici  que  l'on  peut  dans  ce  cas  établir  un  système  complet  de  formes  à 
déterminant  A,  sans  recourir  à  la  méthode  de  réduction  continue.  Si  A  n'a  pas 
de  facteurs  carrés,  ces  formes  se  distribuent  en  deux  ou  trois  classes  suivant 
que  A  est  pair  ou  impair.  Le  groupe  des  substitutions  semblables  d'une  telle 
forme  (c'est-à-dire  des  substitutions  qui  la  transforment  en  elle-même)  peut 
être  déduit  par  transformation  d'un  groupe  modulaire.  En  particulier  l'examen 
du  groupe  correspondant  à  la  forme  principale  donne  un  moyen  simple  pour 
résoudre  en  nombres  entiers  réels  l'équation  généralisée  de  Peil 

a'-i-  P'-  —  A  (  y^  +  0^  )  =  I . 

Tiicchini  (P-)-  —  Sur  la  distribution  en  latitude  des  phénomènes 
solaires  observés  à  l'observatoire  rojal  du  Collège  romain  pen- 
dant 1889.  (384-388). 

A/illosevich  {E.).  —  Sur  l'orbite  de  la  petite  planète  (264)  Libussa 
en  base  des  trois  oppositions  passées.  (391-392). 

Marcolongo  {fi-)-  —  Sur  les  géodésiques  tracées  sur  les  qua- 
driques  sans  centre.  (392-399). 

Il  s'agit  des  géodésiques  tracées  sur  un  paraboloïde,  et  en  particulier  sur  un 
paraboloïde  elliptique.  L'auteur  intègre  par  fonctions  exponentielles  l'équa- 
tion dilTérentielle  des  géodésiques  passant  par  les  ombilics,  et  exprime  les 
coordonnées  d'un  point  d'une  de  ces  lignes  par  des  fonctions  exponentielles 
dépendant  d'un  seul  paramètre.  Pour  les  géodésiques  qui  partent  d'un  point 
quelconque,  l'auteur  exprime  les  coordonnées  par  des  fonctions  thêta. 

Ciani  [E.).  —  Sur  les  surfaces  algébriques  symétriques.  (399- 

407). 

Le  nombre  des  plans  de  symétrie  passant  par  une  même  droite,  qu'une  sur- 
face algébrique  peut  admettre,  peut  être  l'un  quelconque  des  nombres  non 
supérieurs  au  degré  de  la  surface. 

Une  surface  algébrique  de  l'oi'dre  11  ne  peut  admettre  plus  de  «de  ces  plans 
de  symétrie  sans  devenir  une  surface  de  révolution. 

Après  avoir  obtenu  ces  résultats,  l'auteur  traite  en  particulier  le  cas  des 
surfaces  du  troisième  ordre,  et  démontre  que  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  qu'une  surface  du  troisième  oi-dre  soit  symétrique  par  rapport  à  un 
plan  est  que  le  point  à  l'infini  des  normales  à  ce  plan  soit  un  point  de  Eckardt, 
c'est-à-dire  un  point  de  la  surface  qui  soit  en  même  temps  un  sommet  du 
pentaèdre  de  Sylvester.  Il  y  a  cinq  types  de  symétrie  pour  ces  surfaces,  et 
l'auteur,  après  l'avoir  démontré,  examine  en  particulier  celles  du  type 
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Bianchi  {L.).  —  Sur  nue  nouvelle  classe  de  surfaces  apparlenani 
à  des  sysLèmes  Lri|)les  orlliof^onaux.  (/î35-/î')8). 

On  lire  lu  normale  en  ciiaque  point  d'une  surface  S  d'un  syslèinc,  et  soit  n 
le  segment  infiniment  petit  de  cette  normale  compris  entre  S  et  lu  surface 
consécutive  S'.  Les  lignes  de  S  déterminées  par  la  condition 


sont  appelées  lignes  de  niveau  de  S.  Les  systèmes  orthogonaux  considérés  par 
l'auteur  sont  ceux  dans  lesquels  les  lignes  de  niveau  coupent  les  lignes  de 
courbure  à  angle  constant  a.  Les  surfaces  S  qui  peuvent  appartenir  à  ces 
systèmes  sont  caractérisées  parla  propriété  géométrique  suivante.  Considérons 
sur  S  les  trajectoires  L  isogonales  d'angle  a  des  lignes  de  courbure  et  les 
lignes  L'  symétriques  des  L  par  rapport  aux  lignes  de  courbure.  L'élément 
linéaire  de  S  rap[)orté  aux  lignes  L,  L'  prend  la  forme 

(Iv 
c/s'  =  E  du'  -h  2  cos  ■?.  3c  du  di'  -\ — .^  ; 

si  nous  considérons  m,  v  comme  des  coordonnées  cartésiennes  orthogonales  du 
plan,  nous  avons  une  représentation  plane  de  S,  qui  conserve  les  aires  et  dans 
laquelle  à  un  double  système  orthogonal  de  droites  du  plan  correspondent  les 
trajectoires  isogonales  de  S.  Inversement  toute  surface  S  admettant  cette 
représentation  peut  appartenir  à  un  système  triple  orthogonal  de  l'espèce 
indiquée. 

Les  surfaces  S  ayant  cette  propriété  peuvent  être  déduites  des  surfaces 
pseudosphériques  par  l'application  de  la  transformation  de  liacklund. 

Pannelli  {M.).  —  Sur  la  Iransformalion  biralionnelle  la  plus 
simple  de  Tespace  ordinaire  de  rayons  en  un  espace  linéaire  à 
quatre  dimensions.  (479-487). 

Les  espaces  ordinaires  à  trois  dimensions,  les  plans  et  les  droites  correspondent 
respectivement  aux  complexes  linéaires,  aux  congruenccs  linéaires  et  aux 
hyperboloïdes  réglés  passant  par  une  môme  droite  fondamentale. 

En  prenant  pour  droite  fondamentale  de  l'espace  il  de  rayons  l'arête  du  té- 
traèdre de  référence  ayant  pour  coordonnées 

les  formules  de  la  transformation  sont  les  suivantes 

a'.r',  = />,,  Q  p^=  x\x'^, 
<s' x'^_  =  p^,  Q p^  —  x\  x'^, 
s'x',  =  p^,         3/?3=jr;- 

<3'x\  =  p^,  Z  p.^=  X[x',,, 

z'x'^  =  p^,         a  p.^=  x',x[, 

a  p.  —  —  {x\  x\  -h  x',_  x\  ), 

x\,  x[,  x\,  x'_,,,  x'^  étant  les  coordonnées  d'un  point  de  l'espace  Z'  de  quatre 
dimensions. 
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JJianchi  {L.).  -  Sur  les  surfaces  dont  les  lignes  as^mploliques 
d'un  système  sont  à  torsion  conslantc.  (oSa-^oG). 

lin  partant  d'une  de  ces  surfaces,  par  exemple  de  Thélicoïde  réglé  minima, 
on  peut  en  avoir  autant  que  l'on  veut  par  de  simples  quadratures. 

1890,  9."  semestre. 

De  Paolis  {R.).  —  Quelques  propriétés  de  la  surface  de  Kummer. 

(3-..). 

L'auteur  étudie  celle  surface  en  l'envisageant  comme  la  surface  limite  de  la 
transformation  double  que  l'on  obtient  en  faisant  correspondre  aux  plans  d  un 
espace  S  {espace  double)  les  quadriques  d'un  espace  S'  {simple)  passant  par 
six  points  fondamentaux.  Il  trouve  ainsi  diverses  propriétés  remarquables  de 
la  surface  de  Kummer,  dont  nous  citerons  la  suivante  : 

Il  y  a  quarante-sept  systèmes  x^  de  coniques  quadritangentes  a  une  sur  ace 
de  Kummer,  exception  faite  pour  ceux  des  coniques  situées  en  un  des  plans 
singuliers. 
Tacchini{P.).  —  Sur  Féclipse  totale  de  décembre  1889.  (i4)- 
jSfagy  {A.).  —   Sur  la  représentation   graphique  des  quantités 

logiques.  (5o-55). 
Ciani  (E.).  —  Sur  les  surfaces  cubiques  dont  la  hessienne  se 
décompose.  (55-63). 

La  décomposition  de  la  hessienne  ne  peut  se  faire  qu'en  un  cône  cubique  et 
en  un  plan,  ou  en  quatre  pians,  ou  en  un  cùne  du  second  degré  et  en  un  plan 

''""La'condit.on  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  hessienne  se  décompose  en 
un  cône  cubique  et  en  un  plan  est  qu'il  existe  un  point  dont  la  quadnque  po- 
laire soit  un  plan  double  non  passant  par  le  point. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  hessienne  se  décompose  en 
un  cône  du  second  degré  et  en  un  plan  double  est  qu'il  existe  un  point  dont 
la  quadrique  polaire  soit  un  plan  double  passant  par  ce  point. 

Enriques  (/.).  -  Quelques  propriétés  des  faisceaux  d'homo- 
graphies dans  les  espaces  linéaires  de  n  dimensions.  (G3-70). 

Padoia  {E.).  —   Extension  du  problème  de  de  Saint-Venant. 

(95-102). 

Le  problème  consiste  à  déterminer  dans  un  prisme  élastique  isotrope  les 
déplacements  infiniment  petits  capables  de  produire  des  tensions  faisant  équi- 
libre à  des  forces  appliquées  à  l'une  des  bases,  l'autre  étant  fixe.  L  auteur  étend 
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ce  problème  en  considérant  des  corps  constitués  par  des  fibres  curvilignes;  il 
obtient  les  équations  diirérentielles  du  problème  par  l'application  de  certaines 
formules  trouvées  par  lui  dans  sa  Note  :  La  teoria  di  Maxwell  negli  spazi 
curvi  {Bendiconti,  t.  V).  Pour  le  cas  des  fibres  circulaires,  et  sous  une  cer- 
taine condition  pour  les  forces  appliquées  à  la  base  libre,  le  problème  est 
ramené  à  déterminer  une  fonction  il  qui  dans  l'aire  de  la  section  satisfasse  à 
l'équation 


et  au  contour  soit  constante.  Enfin  l'auteur  donne  la  solution  du  problème  pour 
les  prismes  et  les  cylindres  obliques,  en  la  faisant  dépendre  en  dernière  analyse 
d'une  intégration  de  l'équation  A*  =  o. 

Reina  {V.).  —  Sur  certaines  formules  relatives  à  la  théorie  des 
surfaces.  (io3-iio). 

Des  formules  données  par  l'auteur  nous  citons  ici  la  suivante,  qui  donne  une 
expression  remarquable  de  la  courbure 

I     _  d  logY  ()logZ    ,    dIogZ  d\o%\        dIogX  ô  logY 
p,p^  Ox  dx  dy  dy  Oz  (Jz 

\,  V,  Z  étant  les  cosinus  de  la  normale. 

Giacomelli  (F.).  —  Première  série  de  mesures  micrométriques 
d'étoiles  doubles,  faites  à  l'observatoire  roval  du  Capitole. 
(.61-.69). 

Loria  {G.).  —  Sur  l'application  des  fonctions  jacobiennes  à 
l'étude  des  courbes  gauches  du  quatrième  ordre  et  de  première 
espèce.  (179-187). 

Une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre  et  de  première  espèce  dont  l'invariant 
absolu  soit  k'  admet  la  représentation  paramétrique 

ç>x^  =  e,()v)      [i  =  o,  1, 2, 3], 

x,^,  x^,  X,,  x^  étant  les  coordonnées  projectives  d'un  point  (par  un  choix  con- 
venable des  éléments  fondamentaux),  6^,  6,,  9.,  6,  les  quatre  fonctions  jaco- 
biennes, et 

C'est  au  moyen  de  cette  représentation  que  l'auteur  étudie  ces  courbes.  Il 
trouve  par  exemple  cette  proposition  fondamentale  : 

Si  X„,  À,,  ).„  )>j  sont  les  paramètres  de  quatre  points  de  la  courbe  situés  dans 
un  même  plan,  on  a 

\-i- )>,-i- A.-H  A,=  o        (mod/jK  et  \ih' ). 
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Ccn'cilli  {E.).  —  Sur  la  perle  de   eliarge   dans  les  eonduils  d'air 
eoin primé.  ('S^-ryj). 

Del  lie  {A.).  —  Sur  la  surfaec  du  einquiènie  ordre  douée  d'une 
courbe  double  du  cinquième  ordre,  ('.^a  1-228). 

La  conslriiclioii  d'une  telle  surface  a  élé  donnée  par  l'auteur  dans  une  Note 
insérée  aux  Itendiconti  dell'  Accadeinia  di  Napoli;  1886.  Nous,  qui  ne 
connaissons  pas  encore  cette  Note, -croyons  pouvoir  déduire  assez  clairement 
cette  construction,  de  la  tractation  analytique  que  l'auteur  fait  dans  le  §  1  de 
la  Note  précédente.  Soient  (a),  (a'),  (S)  deux  systèmes  plans  de  points  et  une 
gerbe  de  plans,  en  correspondance  projeclive,  représentes  par  ces  équations 

(  a  )  =  >.,  M„  -i-  \  11^  +  'k,  u.^  =  0, 

(  a'  )  =  >.,  U^'  -+•  \  Uy  -r-  >s  U.,'  —  O, 

{S)^\p^-i-\q,-i-')^,r^  =  0, 

la  droite  qui  joint  deux  points  correspondants  de  (a),  {a')  est  rencontrée  par 
le  plan  de  (S)  qui  correspond  à  ces  points  en  un  point  de  la  surface  étudiée. 
L'auteur  commence  par  établir  une  représentation  plane  de  cette  surface  et  les 
coordonnées  de  ses  dix  droites.  Puis,  à  l'aide  d'un  connexe  spécialisé  (i,  2), 
dont  l'équation  est 


"a 

"? 

II., 

"a' 

«?' 

U.. 

P. 

7. 

r^ 

il  obtient  l'équation  de  la  surface  sous  la  forme 

S,^•^^■^^,•2;^=o, 

A,|.  étant  le  mineur  correspondant  à  l'élément  a,;/?^—  ?,i^r+  T,i''r  f^^"*  '"^  '^'^'- 
terminant 

Il  construit  aussi  une  correspondance  (1,  3),  par  laquelle  aux  plans  de  l'espace 
triple  correspondent  dans  l'espace  simple  des  surfaces  du  cinquième  ordre  à 
courbe  double  du  cinquième  ordre. 

Volterra  (  V.).  —  Sur  les  variables  complexes  dans  les  hyper- 
espaces.  (241-202). 

L'auteur  étend  ici  au  cas  des  hyperespaces  quelques  considérations  développées 
par  lui-même  dans  les  Acta  Mathematica  pour  les  espaces  de  trois  dimensions, 
et  donne  une  nouvelle  et  plus  générale  extension  du  théorème  de  Cauchy. 

Di  Legge  (A.).  —  Sur  les  erreurs  personnelles  dans  les  obser- 
vations du  diamètre  horizontal  du  Soleil  laites  à  l'observatoire 
ro}'al  du  Capitole.  (202-258). 

Del  Re  {A.).  —  Sur  certains  groupes  complets  contenus  dans  le 
BuH.  des  Sciences  mathém.,  1'  série,  t.  WTII.  (Mai  iSn'i.)  R.9 
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groupe  Creinon;!   ;'i  un   iioinhre  quel<;oiH|ii('  de  variables.  (^71- 
.76). 

Prenons  dans  l'espare  linéaire  S„,  n  variétés  quadratiques  à  /«  —  1  dimensions 

/,  =  o.         /,  =  0,  ■  ■  -         /,.  =^  o, 

et  faisons  concspondre  à  un  point  M  le  point  commun  à  ses  S„_,  polaires.  On 
aura  une  correspondance  crérnonienne  de  degré  n.  Les  n  variétés  quadratiques 
sont  supposées  avoir  une  pyramide  autopolaire  commune  de  n  + 1  sommets, 
qui  sont  alors  les  points  fondamentaux.  En  les  prenant  pour  points  de  réfé- 
rence, les  formules  de  la  transformation  seront 

y.:-^a-x^x.^...x^_^x-^^...x„^^        {i  =  i,  2,  . . .,  « -t- 1). 

Un  premier  groupe  complet  est  formé  par  les  2"  transformations  représentées 

par 

J'i—  (~  l)''ia■x^x,. .  .X;_^x-^^. .  .a7„^,, 

et  les  2"  humograplucs 

les  T,  étant  les  imnibres  i,  2  pris  un  nombre  quelconque  de  fois  et  dans  un 
ordre  quelconque.  L'auteur  donne  ensuite  deux  autres  de  ces  groupes. 

Giacomelli  («/.).  —  Deuxième  série  de  mesures  micromélriques 
d'étoiles    doubles    faites  à  l'observatoire    royal    du    Capitule. 

(276-284). 

Tacchini  {P-)-  —  Sur  les  taches,  facules  et  protubérances  so- 
laires observées  pendant  le  deuxième  et  le  troisième  trimestre 
de  1890  à  l'observatoire  rojal  du  Collège  romain.  (3o8-3io). 

Di  Legge  {A.).  —  Sur  la  grandeur  apparente  du  diamètre  solaire 
etsur  ses  variations.  (3io-3i6). 

Peaiio  (G.).  —  Valeurs  approchées  pour  Taire  d'un  ellipsoïde. 

(317-321). 

Voici  les  formules  approchées  que  l'auteur  donne  pour  l'aire  E  d'un  ellipsoïde 
dont  a,  b,  c  sont  les  axes, 

Ej=2Ti6(a-Hc), 

^        ,     ab  —  ac  -^  bc 

E,  =  4- 


3 

et  pour  le  cas  d'un  ellipsoïde  très  proche  à  la  sphère 

\  1  ab  ^  ac  +  bc        i  fa  -^  b  +  c\n 
^♦=^^5   ^ -^'A 3 jj- 

Il  fait  connaître  aussi  les  limites  des  erreurs  correspondantes. 
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Nagy  {A.).  —  Sur  la  représenlalion  graphique  des  (juanlités 
logiques.  (Sjo-iiyS). 

Tome  VII;  1891,  1''  semestre. 

Bianchi  {L-)-  —  Sur  les  surfaces  dont  les  sections,  faites  par  un 
système  île  plans  parallèles,  coupent  sous  un  angle  constant  les 
lignes  de  courbure.  (4-r3). 

La   rechcrclie  de  ces  surfaces  *  se  réduit,  au   moyen   de   la   représenlalion 
sphérique  de  Gauss,  à  Tinlégralion  de  l'équalion  aux  dérivées  parlielles 

à'?     ^ 

dont  chaque  solulion  donne  par  de  simples  quadralures  une  surface  <I>.  Ces 
surfaces  peuvent  être  associées  en  séries  appartenant  à  des  systèmes  triples  or- 
thogonaux. Lorsqu'une  des  trois  séries  est  formée  de  surfaces  4»,  celles  des 
deux  autres  ont  un  système  de  lignes  de  courbure  planes,  dont  les  plans  sont 
parallèles  à  une  droite  fixe  et  coupent  les  surfaces  correspondantes  sous  un 
même    angle.    L'auteur    donne     aussi     une    autre    application    de    l'équation 

P    +  p  =  0,  dans  la  recherche  des  systèmes  doubles  de  courbes  dans  ce  plan, 
du  dv 

qui  se  coupent  sous  un  angle  constant  et  divisent  le  plan  en  parallélogrammes 
infiniment  petits  équivalents.  Il  y  a  une  relation  remarquable  entre  ces  sys- 
tèmes de  courbes  et  les  surfaces  4>.  Soient  P  un  point  du  plan  et  P'  le  centre  de 
courbure  (en  P)  de  la  courbe  v  =  const.  passant  par  P.  Prenons  sur  PP'  un 
point  intérieur  O  divisant  le  segment  PP'  dans  un  rapport  constant,  et  décri- 
vons dans  le  plan  normal  en  O  à  PP'  un  cercle  ayant  O  pour  centre  et  pour 
rayon  la  moyenne  proportionnelle  entre  OP,  OP'.  Le  système  co=  de  cercles 
ainsi  obtenu  admet  une  série  de  surfaces  orthogonales  qui  sont  des  surfaces  <1>. 

Tacchini  {P.).  —  Sur  les  taches,  facules  et  protubérances  so- 
laires observées  pendant  le  quatrième  trimestre  de  1890  à  l'ob- 
servatoire royal  du  Collège  romain.  (i4)- 

Millosevich  (E.).  —  Observations  de  la  comète  1890  IV,  faites 
à  l'équatorial  de  20'^'"  d'ouverture  de  l'observatoire  royal  du 
Collège  romain.  (24)- 

Zona  (T.).  —  Sur  la  latitude  de  Palerme,  observée  au  moyen 
des  passages  au  premier  vertical.  (24-25). 

Pincherle  {S.).  —  Sur  un  système  d'intégrales  elliptiques  con- 
sidérées comme  des  fonctions  de  l'invariant  absolu.  (74-80). 

Soient  a^.  la  forme  biquadratique  dont  la  racine  carrée  entre  dans  les  intégrales 
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cllipliciiies,  et  g^=  {aby,  g^—  (bcy(ca)''{aby  ses  invariants  qiiadialiqiio  el 
cubique.  Alors  on  peut  toujours  réduire  a'^-  à  la  forme 

P—3tx-hi  =  (t  —  e,){t  —  eJ(t  —  eJ, 
étant 

g 
Zx=  -^   ^     (invariant  absolu). 

L'auteur  considère  les  intégrales 

r"'  f'dt 

(i)  a,,{x)=l  =z         (n  =  o,  1,2,  . ..,«), 

•'0       V''—  3tx  -{-  i 

et  montre  qu'elles  forment  un  système  récurrent  que  l'on  peut  rapprocher  de 
celui  des  fonctions  sphériques  Q„  de  seconde  espèce.  D'abord  il  trouve  la 
fonction  génératrice  du  système  (f)  qui  est  la  suivante  : 

\  (U,  x)  = 


' u,  x)  =  I       


t)\/i'—âtx  -i-1 
et  il  en  déduit  l'équation  récurrente  du  troisième  ordre 

( 2 )  ( 2 «  -M )  ff„_^,  —  3x{2n  —  l) CT„_,  +  2 (  n  —  I ) ff„_j  =  0, 
avec  la  condition  initiale 

(3)  Xa„—(T,=  —y 

Puis  il  démontre  que  les  c-„  sont  des  fonctions  analytiques  de  x  régulières 
autour  de  a;  =  oo  et  de  l'ordre  — (n-t-i).  Cette  propriété,  jointe  aux  équa- 
tions (2),  (3),  suffit  pour  déterminer  les  (7„  ;  mais  on  peut  aussi  les  déterminer, 
en  parlant  de  a,,,  a,  comme  données,  et  en  leur  appliquant  l'algorithme  géné- 
ralisé des  fractions  continues.  De  cette  manière  l'auteur  rattache  aux  c,.  cer- 
tains polynômes  rationnels  entiers  P„,  satisfaisant  à  la  relation  récurrente 

2(«  -t-  0P„+,  —  3(2n-f-i)a;P„-^  (an  —  i)  P„_^  =  o, 

3 
avec  les  valeurs  initiales  P_,  =  o,  P„=i,  P,  =  —  -  ^,  et  qui  peuvent  aussi  être 

définis  comme  les  coefficients  du  développement  de  {\/ P  —  3 x t -^  i)"'  en  série 
de  puissances  entières  et  positives  de  t.  Enfin  l'auteur  donne  le  développement 
en  série  de  a„  pour  une  fonction  donnée  f{x)  régulière  autour  de  ce,  et  en 
série  de  P„  pour  une  fonction  régulière  autour  de  o. 

Giacomelli  {F .).  —  Troisième  série  de  mesures  micrométriques 
d'étoiles  doubles,  faites  à  l'observatoire  royal  du  Capitole.  (8o- 
87). 

TaccJiini  {P-)-  — Sur  la  distribution  en  latitude  des  phénomènes 
solaires  observés  à  l'observatoire  royal  du  Collège  romain,  pen- 
dant 1890.  (i36-i4o). 
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BelLi  {E.).  —  Sur  un  théorème  de  Mécanique.  (159-160). 

Dans  un  espace  S  où  agissent  une  force  translaloirc  et  une  force  rotatoirc 
variables,  considérons  un  volume  V  aussi  petit  que  l'on  puisse  négliger  les 
deuxièmes  puissances  de  ses  dimensions  par  rapport  aux  premières,  et  de 
forme  telle  que  l'on  ail 

/?,,.W.^V  =  o, 

où  Ç,,  ?,,  E,  sont  les  coordonnées  d'un  point  de  V,  l'origine  étant  placée  au 
centre  de  gravité  O.  Soient  VX..  les  composantes  en  O  des  forces  translatoires 
qui  agissent  sur  les  points  de  V,  et  VR,-  les  composantes  en  0  des  forces  rota- 
toires;  soit  x  le  temps  nécessaire  pour  la  communication  des  mouvements 
d'un  point  à  un  autre  de  V.  Cela  posé,  l'auteur  établit  les  équations 


^  dt 

^  dt 

que  Hertz  a  données  pour  les  forces  électriques  et  magnétiques,  étant 

I    _  l_ 

X  ~  -z 

et 

R,  =  ZL,. 

CapelU  (A.).  —  Sur  une  extension  du  développement  par  po- 
laires des  formes  algébriques  à  plusieurs  séries  de  variables. 
(161-167). 
L'auteur  établit  la  formule 

F  =  K  AF  -r-^  A';  a',  F, 
i 

OÙ  K  est  une  opération  polaire  ayant  la  propriété  commulative  avec  toute 
autre  opération  polaire,  et  les  A',  F  contiennent  seulement  n  —  i  des  n  séries 
de  variables. 

Volterra  (  F.).  —  Sur  les  équations  fondamentales  de  l'électro- 
dynamique.  (177-188). 
L'auteur  étudie  les  équations  de  Hertz 


dx. 


lo  SECONDE   PARTIE. 

au  point  de  vue  des  questions  de  calcul  des  variations  qui  peuvent  leur  donner 
origine.  Dans  ces  équations  les  X,  |ji,  v  sont  des  fonctions  finies  et  continues 
dans  tout  l'espace  ainsi  que  leurs  dérivées,  et  indépendantes  de  t.  Après  avoir 
examiné  quelques  cas  où  certaines  conditions  sont  imposées  aux  coefficients 
1,  |x,  V,  il  considère  le  cas  général  et  trouve  que  les  équations  de  Hertz  peu- 
vent provenir  de 


étant 


ô  /     V  dt  =  o, 
2Js  L  '    àt     01  '    •'^'•>'  dt     ôt 


~r-,^r,. 

-4-  2,  S,  M 

Ox,^.       dx. 


+1  / 


àK^^,        dk. 


)¥' 


où  les  A^,  B^  sont  supposées  infiniment  petites  du  second  ordre  à  distance  in- 
finie, et  leurs  variations  sont  supposées  nulles  aux  limites  t^  et  /. 

Millosevich  {E.).  —  Découverte  et  observations  d'une  petite  pla- 
nète entre  Mars  et  Jupiter.  (196). 

Padova  {E.).  —  Sur  les  équations  générales  de  la  Dynamique. 

(197-203). 

Soient  q ■  les  coordonnées  qui  déterminent  la  position  d'un  système.  M.  Pa- 
dova appelle  accélération  spontanée  du  système  le  complexe  des  accroissements 
'/idt  que  Ton  doit  donner  dans  le  temps  dt  aux  vitesses  q'^  pour  que  pendant 
cet  instant  la  force  vive  reste  constante,  quel  que  soit  le  système  des  vitesses, 
pourvu  qu'il  soit  conciliable  avec  les  liaisons  imposées  au  système  donné.  Les 
accroissements  effectifs  des  vitesses  étant  q'jdt,  on  pourra  calculer  l'accroisse- 
ment de  la  force  vive  pour  les  accroissements  {q"i—y^i)dt,  et  l'on  aura  une 
expression  différentielle.  Le  coefficient  de  dq ■da.ns  cette  expression  est  \z  force 
suivant  la  coordonnée  q-;  et  voilà  à  la  fois  une  nouvelle  définition  de  force,  et 
une  nouvelle  méthode  pour  établir  les  équations  du  mouvement.  L'auteur  jus- 
tifie cette  méthode  en  montrant  qu'elle  conduit  aux  équations  ordinaires  dans 
tous  les  cas  considérés  jusqu'ici  :  cas  de  «masses  libres;  cas  où  il  y  a  entre  les 
coordonnées  des  points  des  relations  en  termes  finis  ne  contenant  pas  le  temps 
explicitement;  mouvement  d'un  fil  flexible  et  inextensible,  et  d'un  fil  élas- 
tique; mouvement  d'une  surface  flexible  et  inextensible;  cas  d'un  fluide  in- 
compressible; cas  d'un  corps  élastique  non  soumis  à  des  forces  extérieures. 
Après  il  applique  sa  méthode  à  un  cas  nouveau  en  supposant  un  milieu  anélas- 
tique,  mais  capable  de  faire  un  travail  lorsqu'on  change  l'orientation  de  ses 
molécules,  et  trouve  les  équations  d'équilibre,  qui  sont 

V  _  ^  _  ^  \'  J_    ^"''         '^'^  7  _  ^^'^         d^ 

dz        dy  ~~  dx        dz  '  "  dy        dx  ' 
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|)our  le»  puinls  intérieurs,  et 

X„=  |x  cos(«^)  —  V  cos(ny), 
Y„=  V  cos(na7)  —  X  cos(«2), 
Z„=  A  cos (ny)  —  |j.  cos{nx), 

pour  les  points  de  la  surface.  Si  u,  v,  w  sont  les  composantes  d'nn  système  de 
déplacements  arbitraires,  mais  continus,  donnés  aux  points  de  l'espace,  et  si 
l'on  pose 

_  ciw        dv  _  du        dv  _  dv        du 

dy        dz  dz        dx  dx       dy 

la  condition  pour  que  le  principe  de  l'cnergie  soit  vérifié  est  que  \,  u.,  v  soient 
les  dérivées  par  rapport  à  a,  b,  c  d'une  même  fonction  P.  (C'est  celte  fonc- 
tion que  l'auteur  appelle  yjo^en^je/  d'orientation  dans  la  Note  suivante  -.Inter- 
prétation mécanique  des  formules  de  Hertz). 

Padova  {E .).  —  Interprétation  mécanique  des  formules  de  Hertz. 

(204-209). 

L'auteur  reprend  en  examen  le  cas  étudié  en  dernier  lieu  dans  la  Note  pré- 
cédente. C'est-à-dire  qu'il  se  propose  de  voir  quelles  seraient  les  équations  du 
mouvement  d'un  milieu  continu  tel  que  ses  parties  ne  puissent  faire  une  ro- 
tation sans  faire  un  travail.  La  différence  entre  un  tel  milieu  et  un  milieu 
élastique  consiste  en  ce  que  le  milieu  en  question  n'oppose  aucune  résistance 
au  mouvement  tendant  à  éloigner  ou  rapprocher  ses  molécules  les  unes  des 
autres,  mais  l'oppose  toujours  lorsqu'on  lâche  de  changer  l'orientation  des  mo- 
lécules. Les  équations  du  mouvement  ont  la  même  forme  que  celles  de  l'élec- 
trodynamique  et  se  prêtent  ainsi  à  en  donner  une  interprétation  mécanique. 

En  supposant  que  l'éther  ait  la  constitution  attribuée  à  ces  milieux,  les 
forces  électriques  seraient  représentées  par  des  vecteurs  proportionnels  aux 
vitesses,  et  les  forces  magnétiques  par  d'autres  vecteurs,  qui  devraient  être  les 
dérivées  du  potentiel  d'orientation  par  rapport  aux  rotations.  Dans  un  tel 
milieu  les  vibrations  se  transmettraient  transversalement  comme  celles  de  la 
lumière. 

Ciani  (E.).  —  Sur  le  pentaèdre  complet.  (209-216). 

L'auteur  étudie  la  figure  constituée  par  les  cinq  faces,  les  dix  sommets,  et  les 
dix  arêtes  d'un  pentaèdre  complet,  ainsi  que  par  ses  diagonales  et  ses  plans 
diagonaux.  Il  appelle  diagonales  de  première  espèce  les  droites  qui  unissent 
deux  sommets  correspondants  :  ce  sont  deux  sommets  dont  l'un  est  sur 
l'arête  opposée  à  l'autre.  Parmi  les  résultats  obtenus  par  l'auteur  nous  citerons 
les  suivants  : 

Les  diagonales  de  première  espèce  se  rencontrent,  en  dehors  des  sommets, 
en  i5  points,  qui  donnent,  deux  à  deux,  3o  droites  passant  trois  à  trois  par 
les  sommets  du  pentaèdre. 

Ces  i5  points  sont  appelés  par  l'auteur  les  points  de  première  espèce,  et 
comme  il  démontre  ensuite,  ces  lô  points  sont  tous  sur  une  même  surface  du 
second  ordre,  et  six  à  six  sur  dix  coniques. 
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Cianl  {l'^-)-  —  '^iir  la  surface  diagonale  de  Clel)scli.  (■ai'j-'aI\/\). 

L'auloiir  ;ip|ili(jiic  les  r(''siill;ils  de  sa  Noie  prcrérienle  au  ponlaùdre  d'une 
surface  du  troisième  ordre.  Il  examine,  en  particulier,  le  cas  où  la  surface 
passe  par  les  lo  sommets  de  son  pentacdre  (Sur/ace  diaf^'onale  ). 

iMil(oscKnch[E .).  —  Découverte  elobscrvalions  de  la  planète  ^hot; 
entre  Mars    et  Jupiter,  (yyy). 

Millosevlch  {E .).  —  Observations  de  la  nouvelle  comète  Barnard- 
Dcnning  lailcs  à  l'crjuatorial  de  25*^"'  de  l'observatoire  roval  du 
Collège  romain.  (208). 

Favero  (G.-B.).  —  Sur  une  formule  récente  pour  exprimer  les 
racines  de  l'équation  générale  algébrique.  (3y3-3^8). 

L'auteur  donne  une  transformation  de  la  série  trouvée  par  Ileymann  pour 
exprimer  les  puissances  ni'*""  des  racines  (Heymann,  Stuclien  ûber  die  Trans- 
formation und  Intégration  der  Differential  iind  Dijfferenzengleichungen, 
Leipzig,  1891). 

Celte  transformation  a  pour  but  d'ùtcr  toute  amljiguïlé  (|ui  resterait  sans 
cela  dans  la  forniule  à  cause  des  exposants  fractionnaires,  et  principalement 
de  rendre  possible  la  recherche  des  points  singuliers  de  la  fonction  définie  par 
cette  série. 

Pitlarclli  (G.).  —  Sur  les  lignes  asymptotiqucs  dune  classe  de 
surfaces  gauches  de  genre  zéro.  (391-396). 

Les  surfaces  sont  supposées  à  deux  directrices  multiples  distinctes.  M.  Cre- 
mona  a  démontré  que  leurs  asymptotiqucs  sont  algébriques. 

L'auteur  établit  ce  théorème  sans  intégration,  au  mojen  d'un  théorème  de 
M.  Lie,  et  retrouve  par  cette  voie  l'équation  de  l'image  du  faisceau  des  asympto- 
tiques.  Une  quelconque  de  ces  images  donne  une  transformation  involutivede 
Jonquières  dans  le  pian  de  la  représentation,  et  dans  l'espace  à  celte  repré- 
sentation correspond  une  transformation  par  dualité  delà  surface  en  elle-même. 

PittarelU  (G.).  —  Sur  les  lignes  asymptoliques  des  surfaces 
gauches  rationnelles  de  Cajlej.  (482-406). 

Recherche  analogue  à  la  précédente  pour  le  cas  où  les  deux  directrices  mul- 
tiples soient  infiniment  rapprochées. 

Pincherle  {S.).    —   Un   théorème  sur   les   fractions    continues. 

(604-607). 


L'auteur  trouve  la  formule 


Xj 


,{z)z~i^dz 

'If,) 
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1"  semestre. 

Bianchi  {L.).  —  Sur  les  f;roiipes  de  subslitulions  linéaires  et  sur 
les  formes  quadialiques  de  Dirichlet  et  de  Hermite.  (3-i  i). 

Dans  la  subsliliUiori  linéaire  à  coefficients  complexes 

,_  as  -f-P 


ï- 


(aô—  py  =  i), 


supposons  que  a,  |3,  y,  5  puissent  prendre  tous  les  valeurs  entières  complexes 
tlu  champ  quadralique 

(i.  Vd), 

ou  lie  I  autre 


(„^iiM). 


D  étant  réel  et  positif,  et,  dans  le  second  champ,  de  la  forme  4«  +  3.  L'auteur 
donne  les  polyèdres  fondamentaux  pour  D  =  2,  5,  6,  7,  ii,  i5,  et  indique 
quelques  conséquences  relatives  aux  formes  quadratiques  de  Dirichlet  (à  coeffi- 
cients complexes)  et  de  Hermite  (à  variables  conjuguées). 

Del  Re  {A.).  —  Sur  cinq  surfaces  du  cinquième  ordre  ajant  des 
droites  simpJes  et  doubles  et  une  droite  triple,  (i  1-18). 

Ces  surfaces  sont  engendrées  comme  surfaces  fondamentales  dans  un  con- 
nexe (1,2)  de  l'espace.  L'auteur  en  donne  les  équations  et  en  étudie  les  pro- 
priétés et  les  dégénérations. 

Morera  (G.).  —  Sur  les  équations  fondamentales  de  la  Thermo- 
dynamique. (54-58). 

Les  équations  générales  de  la  Thermodynamique  sont  établies  par  l'auteur  en 
prenant  un  système  de  variables  indépendantes  tout  à  fait  quelconque. 

Del  Re  (A.).  —  Sur  les  couples  de  formes  bilinéaires  ternaires. 

(88-94). 

Deux  couples  de  formes  bilinéaires  symétriques  à  variables  cogrédientes 

sont  équivalentes  par  rapport  aux  transformations  du  groupe  linéaire  réel,  si 
cela  a  lieu  pour  les  deux  formes  bilinéaires  à  variables  contregrédientes 

il  y  a  exception  pour  le  cas  où  le  déterminant  caractéristique  de  0  =  o  a  ses 
racines  réelles,  car  il  faut   alors  ajouter  la  condition   que  les  deux   couples  de 
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formes  quudraliqiies 

aient  nombre  égal  de  solutions  réelles  coinniuncs. 

Del  Jie  (yi-)-  —  Sur  une  surface  du  cinquième  ordre  douée  d'une 
droite  triple,  de  droites  doubles  et  droites  simples,  (i  i  i-i  19). 

L'auteur  étudie  ici,  en  particulier,  une  des  cinq  surfaces  trouvées  dans  la 
Note  précédente,  principalcnicnl  au   point  de  vue  de  sa  représentation  plane. 

Alorera  (G.).  —  Sur  les  chaleurs  spécifiques  des  vapeurs.  (119- 

125). 

Cavalli  {E.).  —  Contribution  à  la  théorie  des  turbines  héli- 
coïdales. (i45-i5i). 

Tessari  {D.).  —  Sur  les  engrenages  hjperboloïdiques  à  flancs 
plans.  (192-196). 

Castelnuovo  (G.).  —  Quelques  observations  sur  les  séries  irra- 
tionnelles de  groupes  de  points  sur  une  courbe  algébrique. 
(294-299). 

En  appliquant  une  formule  de  M.  Segre,  l'auteur  donne  une  extension  du 
théorème  de  Riemann-Roch  aux  séries  irrationnelles  (simplement  infinies). 
Puis  il  établit  une  relation  passant  par  les  points  doubles  d'une  série  irration- 
nelle. 

S.  R. 


COMPTES  RENDUS  hebdomadaires  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences. 

Tome  CXV,  1892(1). 

Boussinesq.  —  Des  perturbations  locales  que  produit  au-dessous 
d'elle  une  forte  charge  répartie  uniformément  le  long  d'une 
droite  normale  aux  deux  bords  à  la  surface  supérieure  d'une 
poutre  rectangulaire  :  vérifications  expérimentales.  (5-ii). 

Defforges.  —  De  la  nature  de  la  rotation  du  couteau  d'un  pen- 
dule sur  son  plan  de  suspension.  (28-82). 

(')  Voir  Bulletin,  t.  XVIII,,  p.  71. 


\ 
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Schlcsingcr.  —  Sur  les  formes  primaires  deséquallons  dilTéren- 
tielles  linéaires  du  second  ordre.  (32-34)- 

Boussincsq.  —  Sur  une  légère  correction  addilive  qu'il  peut  y 
avoir  lieu  de  faire  subir  aux  hauteurs  d'eau  indiquées  par  les 
marégraphes  quand  l'agitation  houleuse  ou  clapoteuse  de  la 
mer  atteint  une   grande  intensité;   cas  d'une   mer  houleuse. 

(77-8.). 

On  admet  généralement  que  le  meilleur  moyen  de  connaître  le  niveau  de  la 
mer  tel  qu'il  serait  sans  l'agitation  des  vagues  consiste  à  prendre  ce  niveau 
dans  un  petit  bassin  latéral  communiquant  avec  la  mer.  Toutefois  une  étude 
un  peu  attentive  montre  que  l'eau  tranquille  du  bassin  se  maintient  au-dessus 
du  centre  de  l'orifice  de  communication  à  la  hauteur  précise  pour  laquelle  sa 
pression  hydrostatique  sur  ce  centre  égale  la  moyenne  des  pressions  successives 
qu'y  exerce  le  liquide  agité. 

Or  M.  de  Caligny  a  constaté  que  la  moyenne  en  question  était  inférieure  a 
la  pression  constante  qu'exercerait  le  même  fluide  au  repos.  Il  y  a  donc  lieu 
de  voir  dans  quel  cas  la  correction  correspondante  A  deviendrait  sensible  et 
devrait  être  ajoutée  à  la  hauteur  indiquée  par  le  marégraphe  dans  le  bassin 
latéral,  pour  donner  le  vrai  niveau  de  la  mer  censée  rendue  au  calme. 

Soient  z  la  profondeur  du  centre  de  l'orifice  de  communication  au-dessous 
de  la  surface  horizontale  d'équilibre  actuel;  H  la  profondeur  moyenne  totale 
de  la  mer  non  loin  du  bassin;  2L  la  longueur  des  vagues;  ir,  leur  hauteur. 

La  correction  A  est  donnée,  suivant  M.  Boussinesq,  par  la  formule 


2713  (        -"■^-rrr) 

=  — -  p.        ^ r, 


2L 


•Elle  est  maximum,  dans  le  cas  d'une  mer  de   profondeur  infinie,  et  alors 
elle  prend  la  forme  simple 


^=^ 


Boussinesq.  -  Sur  une  légère  correction  additive  qu'il  peut  y 
avoir  lieu  de  faire  subir  aux  hauteurs  d'eau  indiquées  par  les 
marégraphes  quand  l'agitation  houleuse  ou  clapoteuse  de  la  mer 
atteint  une  grande  intensité;  cas  d'une  mer  clapoteuse.  (i49- 

l52). 

S'il  s'agit  d'un  clapotis  produit  par  la  superposition  d'un  système  d'ondes 
directes  propagées  vers  la  côte  et  du  système  des  ondes  réfléchies  correspon- 
dantes en  s'éloignant;  il  ne  suffit  plus,  comme  dans  le  cas  de  la  houle,  déva- 
luer, pour  toute  la  partie  du  plan  z  =  const.  que  recouvre  une  vague,  la  valeur 
moyenne  de  ce  qu'est  aux  divers  points  la  dépression  moyenne  A  prise  pendant 
la  duré-  d'une  période,  car  celle  dépression  n'est  plus  la  même  sur  tout  le 


ii6  SECONDE   PAiniE. 

plan   z  =  consl.  Il  faiil  délcnnirK  r  A  pour  une  abscisse  parliculièic,  savoir  au 
ventre  des  oscillations  verticales  constitué  par  la  côte. 

M.  Boussinesq  trouve  pour  la  dépression  produite  dans  le  rnarégraplic 
au-dessous  du  niveau  moyen  de  la  surface  clapotcuse 

n  —  z  ,      II-: 

21tc  ,    —271—^ —411—; — 

I  —  e         I' 

La  dépression  maxinia  correspondant  à  II  =:  x,  savoir 

A  =  — e    "^ 
-jL 

est  la  moitié  de  ce  qu'elle  serait  pour  une  houle  de  même  hauteur  cl  de  même 
longueur  d'onde  que  le  clapotis  considéré. 

Demoulin.  —  Sur  les  courbes   létraédrales   sjmélriques.  (280- 
282). 

M.  Jamet  a  énoncé  la  proposition  suivante  : 

Un  point  M  étant  pris  arbitrairement  sur  une  courbe  létraédrale  (T),  con- 
sidérons la  cubique  gauche  (C)  tangente  en  M  à  la  courbe  tétraédrale  et  passant 
par  les  sommets  du  tétraèdre  de  symétrie. 

ï°  La  courbe  tétraédrale  et  la  cubique  gauche  ont  au  point  M  même  plan 
osculateur; 

2°  Lorsque  le  point  M  se  meut  sur  la  courbe  tétraédrale,  le  rapport  des 
courbures  en  M  de  la  cubique  gauche  et  de  la  courbe  tétraédrale  demeure 
constant. 

M.  Demoulin  complète  ce  théorème  en  démontrant  que  : 

3°  Au  point  M,  la  courbe  tétraédrale  et  la  cubique  gauche  ont  des  torsions 
égales. 

Liouville  (/?•)•  —  Sur  un  problème  d'analjse  qui  se  rattache  aux 
équations  de  la  Dynamique.  (4o3-4o6). 

L'auteur  s'est  occupé  antérieurement  des  cas  où  les  équations  différentielles 
d'un  système  de  points  en  mouvement  jouissent  des  propriétés  suivantes  :  1°  il 
existe  une  intégrale  des  forces  vives;  2"  à  chaque  système  il  en  correspond  au 
moins  un  autre  ayant  en  commun  avec  le  premier  les  équations  des  tra- 
jectoires. 

Les  résultats  obtenus  par  l'auteur  correspondaient  aux  cas  où  les  forces  sont 
nulles  et  conséquemment  à  tous  ceux  où,  les  forces  étant  dérivées  d'un  poten- 
tiel, la  constante  des  forces  vives  est  regardée  comme  donnée. 

Quand  le  nombre  des  variables  est  supérieur  à  deux,  on  ne  connaît,  suivant 
M.  Liouville,  hormis  un  cas  très  spécial  étudié  par  lui-même,  aucune  solution 
du  problème  dont  il  s'agit.  Il  en  indique  actuellement  plusieurs  qui  conviennent 
pour  un  nombre  quelconque  de  variables  et  qui  sont  intéressantes  en  raison  de 
leur  étendue. 
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Serret  (/''•)•  —  Sur  une  série  récurrente  de  pentagones  inscrij)- 
libles  à  une  même  courbe  générale  clu  troisième  ordre,  et  que 
l'on  peut  construire  par  le  simple  emploi  de  la  règle.  (4o6- 
408). 

Si  l'on  imagine  dans  le  plan  une  suite  indéfinie  de  pentagones  dérivés 
linéairement  les  uns  des  autres  de  telle  façon  que  chacun  d'eux  soit  double- 
ment inscrit  à  celui  qui  le  précède  et  au  pentagone  étoile  de  mêmes  sommets 
que  celui-là,  tous  ces  pentagones  se  trouveront  inscrits  à  une  seule  et  même 
cubique. 

De  plus,  ces  pentagones,  pris  de  trois  en  trois,  se  trouveront  deux  à  deux  en 
perspective  suivant  autant  de  centres  d'homologie  distincts  situés  encore  sur 
la  courbe  et  déterminant  sur  celle-ci  une  série  tangentielle,  de  sorte  que 
chaque  nouveau  centre  d'homologie  représente  le  tangentiel  du  précédent. 

Enfin,  les  pentagones  successifs  forment,  à  leur  tour,  une  série  tangentielle, 
les  sommets  de  l'un  quelconque  d'entre  eux  ayant  pour  tangentiels  les  sommets 
homologues  du  pentagone  suivant.  Ils  peuvent,  d'ailleurs,  quoique  séparés  les 
uns  des  autres  par  des  intervalles  finis,  être  conçus  comme  appartenant  à  une 
série  continue  dépendant  d'un  seul  paramètre  X.  Dès  lors,  les  abscisses 
de  leurs  sommets  pouvant  être  considérées  comme  racines  d'une  résolvante  du 
cinquième  degré,  dont  les  coefficients  sont  fonctions  de  \,  il  résulte  de  la  con- 
struction linéaire  des  pentagones  considérés,  qu'il  existe  une  infinité  de  va- 
leurs du  paramètre,  pour  lesquelles  toutes  les  racines  de  la  résolvante  sont 
commensu  râbles. 

Serret  [P-)-  —  Sur  une  série  récurrente  de  pentagones  inscrits 
à  une  courbe  générale  du  troisième  ordre.  (436-438). 

Painlevé.  —  Sur  les  transformations  des  équations  de  Lagrange. 

(495-498)- 

Suite  de  la  discussion  engagée  entre  l'auteur  et  M.  R.  Liouville,  à  propos  de 
la  démonstration  du  théorème  de  Mécanique  établi  par  M.  Painlevé. 

Pellet.  —  Sur  une  classe  de  courbes  et  de  surfaces.  (498-499). 

Le  théorème  de  M.  Jamet  sur  les  courbes  triangulaires  symétriques  peut 
s'étendre  aux  courbes  plus  générales 

AX'"+BY"'+  CZ"'=  o, 

où  X,  Y,  Z  sont  des  fonctions  quelconques  des  coordonnées  courantes. 

Pour  une  valeur  donnée  de  m,  il  y  a  une  seule  de  ces  courbes  C^  tangente 
à  une  droite  D  en  un  point  M  (  non  situé  sur  l'une  des  courbes  X  =  o,  Y  =  o, 
Z  =  0). 

Si  l'on  connaît,  pour  deux  valeurs  de  /?«,  le  rayon  de  courbure  de  C,„  au 
point  M,  on  pourra,  par  des  équations  du  premier  degré,  en  déduire  le  rayon 
de  courbure  en  M,  point  de  contact  commun  de  la  courbe  C„,,  pour  toute  va- 
leur de  m. 

Les  surfaces 

AX"'H-  A,Xî"  +  A.,  \'P  -+-  A 3X5"  =  o 
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jouissenl  de  propriélés  analogues.  Pour  une  valeur  de  m,  il  y  a  une  seule 
surface  S„,  tangente  en  un  point  M  à  un  plan  P,  pourvu  que  le  point  M  ne  soit 
pas  situé  snr  une  des  surfaces  X  =  o,  X,  =  o,  X,  =  o,  X,  =  o. 

Si  l'on  connaît  les  éléments  du  second  ordre  pour  deux  surfaces  S„,,  on  en 
déduira,  par  des  équations  du  premier  degré,  les  éléments  du  second  ordre 
en  M  de  la  surface  S,„  pour  toute  valeur  de  l'exposant  m. 

Lorsque  les  fonctions  X^.  sont  entières  et  du  premier  degré,  les  indicatrices 
des  surfaces  S„,  sont  homothétiques  au  point  de  contact  M. 

Lorsque  les  surfaces  X^  =  o  sont  des  sphères,  toutes  les  surfaces  S„,  ont 
mêmes  sections  principales  au  point  M. 

Floquet.  —  Sur  le  mouvement  d'un  (il  clans  l'espace.  (499-5o2). 

L'auteur  donne  aux  è([uations  du  mouvement  d'un  fil  une  forme  qui  en  faci- 
lite l'étude  dans  plusieurs  cas  importants. 

Soit  5  l'abscisse  curviligne  d'un  point  INI  du  fil  (lexible  et  inextensible, 
comptée  sur  le  fil  à  partir  d'un  point  déterminé.  Soient,  au  temps  t,  />,  q,  r, 
\,  'fl,  Ç  les  projections,  sur  la  tangente,  la  normale  principale  et  la  binormale 
en  M,  de  la  rotation  instantanée  du  trièdre  formé  par  ces  trois  droites  et  de  la 
vitesse  du  point  M;  /?,,  ç,,  r,,  ?,,  t,,,  Ç^,  les  projections  analogues  de  la  rotation 
du  trièdre  et  de  la  vitesse  de  M,  lorsque  s,  variant  seul,  est  assimilé  au  temps. 

La  Cinématique  fournit,  entre  les  rotations  et  les  translations,  les  six 
relations 

I    dp        dp,  _      _  ^"^  __ 

i  "(/s  ~  "(>r  ~  ''" "  ds  ~  ^'^" 

(0  ^J  =  '■/>, -/>'•,-      ^  =  .•-?/-.  +  !;/.., 

f  dr        dr,  fK 

La  Dynamique  fournit  les  trois  autres  équations 

(2)  ]m(^~^+rl-g^^  =  Tr^-^m^; 


où  m  est  le  produit  de  Tépaisseur  du  fil  en  M  par  sa  densité,  et  <ï>,  W,  X  les 
projections  sur  la  tangente,  la  normale  principale  et  la  binormale  de  la  force 
extérieure  rapportée  à  l'unité  de  masse,  et  T  la  torsion. 

Les  équations  (i)  et  (2  ),  dans  le  cas  du  mouvement  plan,  se  réduisent  à  celles 
que  M.  Resal  a  données  dans  son  Traité  de  Mécanique  générale  (t.  I,  p.  821 
et  suiv.). 

Picard.  —  Sur  l'application  aux  équations  différentielles  ordi- 
naires   de    certaines    méthodes    d'approximations    successives. 

(543-549). 


UliVUK   DES   PUBLICATIONS.  .19 

l/aïUeur  coinmence  par  rappeler  la  inélliode  d'approximation  qui  lui  a  servi 
{Journal  de  Mathématiques,  1890)  à  démontrer  l'existence  des  intégrales  des 
équations  différentielles  ordinaires. 

Soit  le  système  de  quatre  équations  du  premier  ordre 

<^"         -.  ,  ,  dv 

^=/.(.r,  «,  P,...),         -^-=Mx,u,. ,...),        .... 

Pour  avoir  les  intégrales  u,  v,  . . .  prenant  respectivement  pour  x  —  x^  les 
valeurs  u^,  v^,  . . .,  on  considère  d'abord  le  système 

du.         .  ,  ^  dv 

dx  =-^'('''  "»'  ^<"  •••^'         dÉ  =-^'(^'  "»'  "-  •••)'        •••• 

On  en  tire,  par  quadrature,  les  fonctions  u^,  v,,  ...  en  les  déterminant  de 
manière  qu'elles  prennent  pour  x^  les  valeurs  données.  On  forme  ensuite  les 
équations 

^=/,(^,    «.,.„...),  -^:./^(^,    „,,,„...),  ..., 

et  l'on  détermine  w^,  v^,  ...  par  les  mêmes  conditions  initiales.  On  continue 
ainsi  indéfiniment  et  l'on  montre  que  î<„,,  v„,,  ...  ont  des  limites  qui  donnent 
le  système  cherché  d'intégrales  si  x  est  suffisamment  voisin  de  x^^. 

M.  Picard  indique  ([uelques  applications  intéressantes  à  des  classes  particu- 
lières d'équations. 

Il  suppose  d'abord  que,  x  restant  positif,  les  fonctions  /  sont  positives  et 
croissent  avec  u,  v,  ...;  que,  de  plus,  les  dérivées  partielles  du  premier  ordre 
de  /par  rapport  à  u,  v,  . . .  vont  en  décroissant  quand  u,  v,  ...  augmentent. 
Dans  ces  conditions,  on  a  un  système  d'intégrales  m,  v,  ...  s'annulant  pour 
.r  =  0  et  restant  finies  pour  toute  valeur  positive  de  x.  Peut-on,  à  l'aide  des 
approximations  successives,  obtenir  un  développement  en  série  de  ces  intégrales 
valable  pour  toute  valeur  positive  de  x2  II  en  est  bien  ainsi;  mais  la  démon- 
stration est  délicate,  parce  que,  de  ce  que  u^,  t»^  ont  des  limites,  il  ne  s'ensuit 
pas  que  ces  limites  doivent  nécessairement  représenter  les  intégrales. 

Mais  tout  autres  sont  les  circonstances  quand  les  fonctions/,  toujours  posi- 
tives, vont  en  décroissant  lorsque  u,  v,  ...  augmentent  à  partir  de  zéro.  Si  l'on 
fait  les  approximations  successives,  les  termes  à  indices  pairs  ont  une  limite,  les 
termes  à  indices  impairs  en  ont,  en  général,  une  autre. 

M.  Picard  passe  ensuite  à  une  seconde  méthode  d'approximation  qui  corres- 
pond à  des  problèmes  tout  différents.  Soit  le  système 

d' II.  _      /  du     dv        \       d'v  _      /  du     dv        \ 

dx^  \    '     '    '     ''rfvc'rfjr'      /'     dx'         ^\    '     '    ^   "^  dx^  dx^      /' 

les  fonctions  /  étant  supposées  continues  lorsque  leurs  arguments  restent 
compris  entre  certaines  limites,  et  notamment  x  entre  a  tlb;  il  s'agit  d'obtenir 
les  intégrales  qui  pour  x  =a  prennent  les  valeurs  données  A,,  A^,  ...,  A„  et 
pour  X  =  b  les  valeurs  B,,  B^,  . . . ,  B^. 

La  méthode  d'approximation  consiste  à  partir  d'un  système  arbitraire  de 
fonctions  satisfaisant  aux  conditions  initiales  et  finales.  On  mettra  ces  fonctions 
<lans  les  seconds  membres  des  équations  données  et  l'on  déterminera,  par  des 
quadratures,  les  fonctions  ?/,,  f,,  ...   satisfaisant  aux  équations  ainsi   obtenues 
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et  aux  équalions  aux  liniilcs;  on  subslilucra  alors  les  fonctions  z/,,  i\,  ...  dans 
les  seconds  membres,  et  ainsi  tic  suite.  Les  expressions  it^,  v„,,  . . .  convergeront 
certainement  vers  le  système  d'intégrales  clicrcliécs  dans  rinlervalle  (a,  b), 
si  b  satisfait  à  certaines  inégalités  que  M.  Picard  enseigne  à  forincr. 

Ces  inégalités  restreignent  souvent  plus  qu'il  n'est  nécessaire  le  champ  de 
convergence.  Il  est  facile  de  l'agrandir  dans  des  cas  très  étendus,  notamment 
dans  le  cas  où  les  fonctions  sont  périodiques  par  rapport  à  a;.  M.  Picard  donne 
des  critérium  d'une  application  facile  pour  reconnaître  si,  dans  certains  de  ces 
cas,  les  solutions  sont  périodiques  elles-mêmes. 

La  méthode  d'approximation  imaginée  par  M.  Picard  intéresse  les  solutions 
des  problèmes  de  Mécanique  et  spécialement  les  solutions  périodiques  dans  le 
voisinage  d'une  position  d'équilibre. 

Autonne.  —  Sur  les  intégrales  algébriques  de  l'équîilion  difréren- 
Lielle  du  premier  ordre.  (58--589). 

M.  Autonne  présente  une  théorie  des  intégrales  algébriques  de  l'équation 
différentielle  du  premier  ordre,  ou,  ce  qui  revient  au  môme,  des  intégrantes 
algébriques  G  tracées  sur  la  surface  F  qui  représente  l'équation. 

I/auteur  appelle  nœud  tout  point  nodal  dont  l'exposant  est  égal  an  quotient 
de  deux  entiers  positifs;  tout  nodal  qui  n'est  point  un  nœud  sera  un  col.  La 
surface  Fia  plus  générale  de  son  degré  N  a  N(N"—  2N  +  2)  cols  tous  distincts. 

Dès  lors  on  peut  énoncer  le  théorème  suivant  qui  ramène  la  recherche  de 
toutes  les  intégrantes  algébriques  tracées  sur  F  à  des  calculs  élémentaires  : 

Le  degré  de  ces  intégrantes  G  ne  peut  dépasser  le  plus  grand  entier  [N]  con- 
tenu dans  la  fraction 

>i(N^+6N  +ii). 
3(N-h2)        ' 

G  n'a  d'autres  points  multiples  que  les  points  doubles  à  tangentes  distinctes; 
ces  points  sont  tous  des  cols  de  F;  les  deux  tangentes  sont  les  asymptotes  de 
l'indicatrice. 

Malheureusement,  ce  théorème  ne  résout  pas  dans  tous  les  cas  possibles  le 
problème  de  la  recherche  des  intégrales  algébriques  :  1°  parce  que  la  surface  F 
la  plus  générale  de  son  degré  ne  représente  pas  l'équation  la  plus  générale  du 
premier  ordre:  2°  parce  que  l'existence  sur  F  d'intégrantes  algébriques  n'entraîne 
pas  toujours  celle  de  nœuds. 

Toutefois  la  méthode  réussit  pleinement  dans  le  cas  de  la  surface  cubatique  F 
[N  =  3,  (N)  =  7].  Il  n'existe  alors  sur  F  que  treize  intégrantes  algébriques, 
que  M.  Autonne  énumère.  Ce  résultat  fournit  toutes  les  intégrales  algébriques 
d'une  équation  du  premier  ordre,  du  premier  degré,  de  dimension  quatre, 
réglementaire  et  pourvue  des  six  points  dicritiques. 

Caroniiet.  — Sur  les  centres  de  courbure  géodésique.  (SSg-Sga). 

1°  Pour  que  les  droites  qui  joignent  les  centres  de  courbure  géodésique  d'un 
système  orthogonal  quelconque  engendrent  une  congruence  de  normales,  il 
faut  et  il  suffit  que  les  courbures  géodésiques  correspondantes  soient  fonctions 
l'une  de  l'autre; 

2°  Pour  qu'une  droite  qui  joint  un  centre  de  première  courbure  principale 
.     au  centre  de  seconde  courbure  géodésique  engendre  une   congruence  de  nor- 
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malcs,  il  faut  cl  il  suffit  que  les  courbures  considéi-écs  soient  fonctions  l'une 
de  l'aulic. 

L'auteur  fait  une  application  de  ces  deux  tliéorèmcs  aux  surfaces  à  lignes  de 
courbure  circulaires  dans  un  système. 

Stodolkievitz.  —  Sur  le  problème  de  PfafT,  (092-595). 

L'auteur  fait  connaître  une  méthode  pour  arriver  aux  conditions  d'intégra- 
bilité  de  l'équation  aux  dilVérentielIcs  liUalcs 

X,  dx^  -+-  X^  dx^  -+-...+  X„  dx^  =  o, 

lorsqu'elle  n'a  que  deux  intégrales,  et  ensuite,  ces  conditions  étant  supposées 
remplies,  pour  former  ces  deux  intégrales. 

Poincaré.  —  Sur  VAnalysis  situs.  (633-636). 

Désireux  de  généraliser  ses  belles  recherches  sur  la  connexion  des  surfaces 
de  l'espace  ordinaire,  Riemann  s'était  appliqué  à  l'étude  des  hyperespaces  au 
point  de  vue  de  VAnalysis  situs.  Les  fragments  qu'il  a  laissés  sur  ce  sujet 
sont  très  incomplets.  Betti  a  retrouvé  et  complété  les  résultats  de  Riemann. 
Considérant  une  surface  à  «dimensions  dans  l'espace  À  n  +  i  dimensions,  il 
a  défini  n  —  i  nombres  qu'il  appelle  les  n  —  i  ordres  de  connexion  de  la  sur- 
face. 

Mais  les  nombres  de  Betti  suffisent-ils  pour  déterminer  une  surface  fermée 
au  point  de  vue  de  VAnalysis  situs'?  Étant  données  deux  surfaces  fermées  qui 
possèdent  les  mêmes  nombres  de  Beiti,  peut-on  toujours  passer  de  l'un  à 
l'autre  par  déformation  continue?  Cela  est  vrai  dans  l'espace  à  trois  dimen- 
sions-, mais  cela  ne  l'est  plus  dans  un  espace  quelconque. 

Pour  le  faire  voir,  M.  Poincaré  envisage  p  fonctions  quelconques 

FF  F 

des  n  -+- 1  coordonnées  .r,,  x.^,  . . .,  x  d'un  point  de  la  surface.  Quand  le  point 
décrit  sur  la  surface  un  contour  fermé  Jini,  il  pourra  se  faire  que  ces  p  fonc- 
tions ne  reviennent  pas  à  leurs  valeurs  initiales,  mais  subissent  une  substitu- 
tion. Toutes  les  substitutions  correspondant  aux  divers  contours  fermés  sur 
la  surface  forment  un  groupe  discontinu.  Ce  groupe  G  dépend  du  choix  des 
fonctions  F.  Un  groupe  G  correspondant  à  un  autre  choix  de  ces  fonctions  sei'a 
isomorphe  à  G. 

Si  deux  surfaces  peuvent  se  transformer  l'une  dans  l'autre  par  déformation 
continue,  leurs  groupes  sont  isomorphes,  et  réciproquement.  Donc  ce  qui  dé- 
finit une  surface  fermée  au  point  de  vue  de  VAnalysis  situs,  c'est  son  groupe. 

On  est  donc  ramené  au  problème  suivant  :  Deux  surfaces  fermées  qui  ont 
mêmes  nombres  de  Betti  ont-elles  toujours  des  groupes  isomorphes?  M.  Poin- 
caré répond  à  cette  question  par  la  négative. 

Liouvitle{R.).  —  Sur  les  équations  de  la  Dynamique.  (646-648). 

Suite  de  la  discussion  engagée  entre  l'auteur  et  M.  Painlevé. 
Bull,  des  Sciences  mathéni.,  2"  série,  t.  XVIIL  (Juin  iSq'i.)  R.io 
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Vallier.   —  Siii-  la  soliilion  du   prohlùnic  halisl  i(|iie.   (()/|8-()j  i  ). 

L'auteur  indique  une  iik'LIkjcIc  piausijjle  pour  l'cvaluiilioii  du  paraiuèlrc 
auxiliaire  ni  qu'on  introduit  dans  le  problème  balistique  afin  do  rendre  possililc 
l'intégration  des  équations  du  mouvement. 

On  remplace  l'expression  f{v)  qui  représente  la  résistance  de  l'air  par  une 
autre  fonction  V{x,Tn),  où  x  est  l'abscisse  horizontale  du  projectile,  et  la 
question  est  de  déterminer  m  dans  chaque  cas  particulier  de  manière  à  rendre 
aussi  faible  que  possible  l'erreur  commise  sur  l'ordonnée  par  cette  substitution 
de  V{x,m)  kf{v). 

En  s'aidant  delà  théorie  des  fractions  continues  algébriques  et  d'un  théorème 
de  M.  Markoiï  sur  le  calcul  approché  des  intégrales,  RI.  \allicr  parvient  à  la 
règle  suivante  : 

1°  Calculer  par  les  formules  approchées  usuelles  les  éléments  du  sommet  et 
ceux  du  point  dont  l'abscisse  est  o,225a;,  {x^  abscisse  du  sommet); 
2°  Avec  les  éléments  ainsi  déterminés  former  et  résoudre  l'équation  en  m 

^/(.v,)-P{^„m)    ,   ^^f{v,)-F(x„m) 
v\  cos'Ô,  V* 

0,  est  l'inclinaison  sur  l'horizontale  de  la  tangente  au  point  dont  labscisse 
est  X,  =  o,22bx,. 

Painlevé.  —  Sur  la   transformation  des  équations  de  ]a  Dyna- 
mique. (- 14"7  i^)- 

L'auteur  précise  les  points  sur  lesquels  la  discussion  s'est  engagée  entre 
M.  R.  Liouville  et  lui. 

Le  problème  que  s'est  proposé  M.  Painlevé  est  le  suivant  :  Étant  donné  un 
système  (S)  d'équations  de  Lagrange  à  A^  variables  q-,  où  T  est  homogène  par 
rapport  aux  vitesses  et  ne  renferme  pas  le  temps  et  où  les  forces  ne  dépendent 
ni  des  vitesses  ni  du  temps,  existe-t-il  un  autre  système  (S')  analogue,  tel  que 
les  relations  entre  les  q-  définies  par  (S)  et  par  (S')  coïncident? 

M.  Painlevé  a  démontré  à  ce  sujet  un  théorème  dont  une  conséquence  géné- 
rale est  que  les  géodésiques  i-elatives  à  T  admettent  une  intégrale  du  second 
degré,  s"il  existe  un  système  (S')  correspondant  à  (S). 

M.  Liouville  a  ensuite  démontré  une  proposition  qui  complète  ce  lliéorème 
dans  le  cas  particulier  où  les  forces  sont  nulles  dans  les  deux  systèmes  : 
«  Quand  les  géodésiques  relatives  à  T  et  à  T'  coïncident,  leurs  équations 
admettent  non  seulement  une  intégrale,  mais  en  général  un  système  complet 
d'intégrales  du  second  degré.  » 

Mais  il  ne  semble  pas  à  M.  Painlevé  que  1\I.  Liouville  ait  réussi  par  la  mé- 
thode qu'il  emploie  à  donner  une  démonstration  correcte  de  son  théorème 
général  même  dans  le  cas  où  les  deux  systèmes  (S)  et  (S')  sont  sollicités  par 
des  forces  admettant  un  potentiel. 

D'ailleurs,  M.  Painlevé  fait  remarquer  que,  quand  un  système  S  à  potentiel 
admet  un  correspondant  S',  S'  n'est  pas  en  général  une  système  à  potentiel. 

Goursal.  —  Sur  l'inversion  des  intcj;rales  aLcIicnncs.  ("87-790)- 


RHVUE   niLS   PUBLICATIONS.  ,23 

Soil  /{x,  y)  =0  une  équation  algcbri(]uc  de  genre/?.  Soient 

"''Hx,y),     n'»{x,y),     ...,     u(i-}{x,y) 
les  p  intégrales  normales  de  première  espèce,  et 

(v('){x,y),     iv('){x,y),     ...,     ivW{x,  y) 

q  intégrales  abéliennes  quelconques  relatives  à  la  courbe/. 

On  suppose  que  les  p -h  q  intégrales  m('),  «.0)  sont  distinctes  et  l'on  forme  le 
sj'Stème  d'équations 

u^'Kx„y,)+...+  ui^){x^,y^)  =  u^  {i  =  i,2,  ...,p) 

«vW(^„r,)+---+<v'(^,,rJ  =  »'.         (j=i,2,...,q)         "=/'  +  '/' 

qui  définissent  les  n  points  analytiques  {x„  y,),  ...,(a;,„yj  en  fonction  de 
n  variables  indépendantes  u-,  n> . 

Le  problème  de  l'inversion,  ainsi  généralisé,  se  ramène,  comme  le  montre 
M.  Goursat,  au  problème  ordinaire  de  l'inversion  des  intégrales  de  première 
espèce  et  à  la  résolution  d'un  certain  nombre  d'équations,  en  général  transcen- 
dantes, d'une  forme  simple. 

Il  faut  observer  qu'en  général,  à  cause  de  la  transcendance  des  équations  dont 
il  s'agit,  l'inversion  ne  peut  se  faire  d'une  manière  uniforme.  Si  l'on  cherche 
les  conditions  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  on  retombe  sur  le  cas  traité  par 
M.  Appell  {Journal  de  Mathématiques,  i885). 

D'Ocagne.  —  Sur  la  sommation  d'une  certaine  classe  de  séries. 
(790-792). 

Soit  S  une  série 

U„+U,+  U,-t-...+  U„-t-..., 

définie  par  la  valeur  du  premier  terme  U„  et  l'échelle  de  récurrence  variable 

U„=U„_,/(o)  +  U„_^/(,)+...+  U,/(n-i), 

où  f{x)  est  un  polynôme  de  degré  p  en  x. 
Si  l'on  pose 

A,  =  /(i-i) -+- c;,+,/(i- 2) +...+  (-.).-' c/,f,/(o)  +  (-0'(- c;;+,) 

et  que  l'on  forme  le  polynôme 

F(x)  =  .rP+'  + A,a;?'-t-...-t- Apa;  + Ap_^„ 

I"  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  série  S  soit  convergente 
est  que  toutes  les  racines  de  l'équation  F(a7)  =  o  aient  un  module  inférieur  à  i; 

2°  Cette  condition  étant  remplie,  la  somme  de  la  série  S  est  nécessairement 
zéro. 

La  démonstration  de  ces  deux  théorèmes  repose  sur  un  cas  particulier  d'une 
proposition  très  générale  relative  aux  séries  que  M.  d'Ocagne  expose  en  ter- 
minant sa  Communication. 
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Liouvillc  {Ji.}-  —  Sur  les  équations  de  la  Dynamique.  (79'^-79^)- 
lU'jionsc  à  la  Noie  prcccdcnlc  tic  M.  Painlevé. 

André  {!)•)•  —  Sur  le  partage  en  quatre  groupes  des  permuta- 
tions des  II  premiers  nombres.  (872-87^). 

On  sait  que  les  permutations  des  n  premiers  nombres  sont  de  la  première 
ou  de  la  seconde  classe  selon  qu'elles  présentent  un  nombre  pair  ou  impair  de 
dérangements;  de  la  première  ou  de  la  seconde  espèce,  selon  qu'elles  pré- 
sentent un  nombre  pair  ou  impair  de  séquences.  De  là  résulte  que  les  per- 
mutations des  n  premiers  nombres  se  partagent  en  quatre  groupes,  savoir  : 
1°  les  permutations  de  la  première  espèce  et  de  la  première  classe;  2°  celles  de 
la  première  espèce  et  de  la  seconde  classe,  etc. 

L'étude  de  ces  quatre  groupes  a  conduit  l'auteur,  touclianl  la  structure  de 
ces  permutations,  à  divers  résultats  qu'il  expose  sous  forme  de  théorèmes. 

Paiiile^'é.   —  Rectification  d'une  faute   d'impression   dans   une 
Communication  sur  les  équations  de  la  Dynamique.  (874-875). 

Poincaré.  —  Note  accompagnant  la  présentation  d'un  Ouvrage 
relatif  aux  méthodes  nouvelles  de  la  Mécanique  céleste.  (906- 

907)- 

]\I.  Newcombest  parvenu  à  faire  disparaître  dans  le  développement  des  coor- 
données des  astres  les  ternies  séculaires.  Voici  quelle  est  la  forme  que  prennent 
les  développements  de  M.  Newcomb  (semi-convergents  à  la  façon  de  la  série 
de  Slirling)  après  les  modifications  qu'y  a  introduites  M.  Poincaré. 

Les  coordonnées  des  trois  corps  sont  développées  suivant  les  puissances  des 
masses  et  de  quatre  constantes  d'intégration  a,,  a,,  «3,  a^  qui  jouent  le  rôle  des 
excentricités  et  des  inclinaisons.  Chacun  de  ces  développements  est  une  fonc- 

tion    périodique    de   six   arguments   lo^,    w^,   w,,  w.,  0)3,   0)4.  Les  dérivées  —j^ 
(moyens  mouvements)  et  -— ^  sont  des  constantes  elles-mêmes  développables 

suivant  les  puissances  des  masses  et  des  a^. 

En  outi-e,  les  coordonnées  des  trois  corps  dépendent  des  a^  et  des  to^  d'une 
manière  particulière  :  elles  sont  développables  suivant  les  puissances  des 
a  cos(i>'  et  des  a^siniO;.  Si  l'on  annule  tous  les  a,,  on  retombe  sur  des  séries 
convergentes  qui  représentent  une  solution  particulière  remarquable  {solution 
périodique  de  la  première  sorte). 

Mais,  avant  d'effectuer  tous  ces  développements  en  parlant  des  équations  du 
mouvement,  il  faut  démontrer  qu'ils  sont  légitimes.  C'est  ce  qu'on  peut  faire 
en  effet  par  l'emploi  de  la  méthode  de  Jacobi  (  Vorlesungeii  ûber  Dynamik). 

Toutefois  ce  mode  d'exposition  n'est  pas  sans  inconvénient.  On  peut  le  rem- 
placer par  l'emploi  d'une  méthode  un  peu  diflërente,  qui  a  l'avantage  d'abréger 
le  calcul  et  qui  fait  l'objet  de  la  dernière  partie  de  la  Communication  de 
M.  I^oiucaré. 
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lidbid .  —  Sur  les  in\arianls  universels.  (926-9^9). 

L"aiileiir  appelle  invariant  universel  toiile  combinaison  des  élémcnls  d'une 
figure  qui  se  reproduisent  par  une  Iransfornialion.  Un  tel  invariant  est  une 
fonction  des  coordonnées  et  coefficients  diflérenticls  d'une  multiplicité  d'élé- 
ments infinitésimaux  de  lignes  ou  de  surfaces,  dislril)uées  arbitrairement  dans 
lespace.  La  transformation  se  réduit  aussi  à  des  relations  entre  les  coordonnées 
et  coefficients  dillerentiels  d'une  multiplicité  d'éléments  analogues  a|)partenant 
les  uns  à  la  figure  primitive,  les  autres  à  la  figure  transformée.  Dans  l'espace  à 
deux  dimensions,  si  un  élément  unique  de  la  première  figure  est  lié  à  un 
élément  de  la  seconde,  ces  relations  sont  de  la  forme 

f{x,  y,y,y",  ...,y",  X,  Y,  Y',  Y",  ...,  Yn)  =  o; 

l'invariant  est  fonction  des  x-,  y-,  y'.,  y".,  ...  d'une  multiplicité  d'éléments 
courbes.  Tout  groupe  fini  admet  des  invariants  universels  distincts  des  inva- 
riants différentiels  ordinaires;  en  outre,  des  groupes  infinis  dépourvus  d'inva- 
riants ordinaires  ont  des  invariants  universels. 

L'auteur  fait  suivre  ces  généralités  d'une  étude  détaillée  des  invariants 
ponctuels  et  des  invariants  de  contact. 

Cosserat.  —  Sur  les  congruences  de  droites.  (929-98 1). 

L'auteur  envisage  la  congruence  la  plus  générale  comme  engendrée  de  la 
manière  suivante  :  le  sommet  M  d'un  trièdre  trirectangle  ^\xyz  décrit  une 
surface  (M)  normale  à.  Mz;  x  eX.  y  étant  deux  fonctions  des  paramètres  u,  f, 
on  fait  correspondre  à  chaque  position  du  trièdre  une  droite  D  parallèle 
à  Me,  les  coordonnées  du  pied  de  cette  droite  sur  le  plan  des  xy  étant  les 
valeurs  des  fonctions  x,  y;  l'ensemble  des  droites  D  constitue  la  congruence 
la  plus  générale. 

En  traduisant  analytiquement  cette  conception  géométrique  et  en  faisant 
usage  des  symboles  de  M.  Christoffel,  construits  avec  l'élément  linéaire  de  la 
représentation  sphérique  des  développables  de  la  congruence,  RL  Cosserat 
obtient  des  équations  d'une  forme  simple,  qui  permettent  d'aborder  les  pro- 
blèmes relatifs  aux  congruences  de  droites. 

Parmi  les  résultats  auxquels  il  parvient,  signalons  ceux-ci  : 

1°  Le  problème  de  la  détermination  des  surfaces  découpées  suivant  un  réseau 
conjugué  par  les  développables  d'une  congruence  (D)  équivaut  à  celui  de  la 
recherche  des  congruences  admettant  même  représentation  sphérique  de  leurs 
développables  que  (D); 

2°  L'équation  de  M.  Guichard 

ôudv        ^  du       ^  '  dv       \()u        âv       •' /  ' 
est  caractérisée  par  cette  propriété  de  son  adjointe 


f)u  ()ç       "du  dv 

d'admettre  trois  solutions  distinctes  ayant  la  somme  de  leurs  carres  égale  à  i; 
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3"  Si  l'on  considère  les  congruences  admeltanl  une  rcpréscnlalion  sphérique 
donnée  de  leurs  développables,  à  toute  solution  de  cette  équation  adjointe 
correspondent,  pour  chacune  de  ces  congruences,  une  infinité  de  surfaces  dé- 
coupées par  les  développables  de  cette  congruence  suivant  un  réseau  conjugué; 
deux  quelconques  de  ces  surfaces,  appartenant  soit  à  une  congruence,  soit  à 
deux  congruences  différentes,  ont  aux  points  correspondants  leurs  plans  tan- 
gents parallèles; 

4°  Si  les  congruences  constituées  par  les  axes  optiques  d'une  surface  (M) 
sont  formées  de  normales  à  ces  surfaces,  cette  surface  (M)  est  à  courbure 
totale  constante. 

Tresse.  —  Sur  les  groupes  infinis  de  transformations.  (ioo3- 
ioo6). 

On  sait  que,  dans  ses  travaux  sur  la  théorie  des  groupes,  M.  Lie  considère 
des  groupes  de  transformations  qui  jouissent  de  cette  propriété  :  si  les  équations 

définissent  la  transformation  la  plus  générale  du  groupe,  les  x',  fonctions  des  x, 
sont  solutions  d'un  système  d'équations  aux  dérivées  partielles 

M.  Tresse  montre  que  l'on  peut  donner  à  ces  équations  la  forme 

La  connaissance  des  invariants  V  permet,  quelle  que  soit  la  nature  de  la 
multiplicité  sur  laquelle  on  en"ectue  les  transformations  du  groupe,  d'obtenir, 
par  de  simples  différentiations  et  éliminations,  les  invariants  de  la  multi- 
plicité ainsi  transformée. 

L'étude  d'un  pareil  système  d'invariants  différentiels  se  rattache  à  celle  d'un 
système  d'équations  aux  dérivées  partielles.  Etant  donné  un  tel  système  d'équa- 
tions auxquelles  satisfait  une  multiplicité  dépendant  de  constantes  ou  fonctions 
arbitraires,  il  existe  un  ordre  limite  tel  que  toutes  les  équations  d'ordre  supé- 
rieur auxquelles  satisfait  la  multiplicité  se  déduisent  des  équations  de  cet  ordre 
limite  ou  d'ordre  inférieur  par  de  simples  différentiations. 

De  là  résulte  qu'il  existe,  pour  un  système  d'invariants  différentiels  consi- 
déré ci-dessus,  un  ordre  limite,  tous  les  invariants  d'ordre  supérieur  se  dédui- 
sant de  ceux  de  cet  ordre  limite  ou  d'ordre  inférieur,  en  formant  le  quotient 
de  deux  déterminants  fonctionnels. 

Les  invariants  de  l'ordre  limite  et  d'ordre  inférieur  fournissent  les  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  pour  que  deux  multiplicités  données  puissent  se 
ramener  l'une  à  l'autre  par  une  transformation  du  groupe. 

Le  Vavasseur.  —  Sur  un  problème  d'analvse  indéterminée  qui  se 
rattache  à  l'étude  des  fonctions  hyperfuchsiennes  provenant 
des   séries  hjpergéométriques  à  deux   \ariables.  (i  006-1 009). 
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Trouver    tous    les    systèmes   de    quatre    nombres    a,   h,   c,  cl,    tels    (|uo    les 
dix  nombres 

a  -k-  b  —  I,     a  -\-  c  —  I,     a  -\-  cl  —  i,     b  -\-  c  —  r,     b  +  cl  —  i,     c  -{-  cl  —  i, 
3  —  b  —  c  —  rf,     2  —  c  —  d  —  f7,     1  —  cl  —  a  —  b,     i  —  a  —  b  —  c 

soient  les  inverses  de  nombres  entiers. 

M.  Le  Vavasseur  résout  complètement  ce  problème  qu'il  ramène  à  la  résolu- 
tion en  nombres  entiers  d'un  système  de  six  équations  simultanées. 

Picard.  —  Sur  certaines  solutions  asymplotiques  des  équations 
différentielles.  (io3o-io.'3i). 

Soit  un  système  d'équations  du  premier  ordre 

(S)  -^^  =  X.(a7,,  ;r,,  ...,  a:,.,  O        (f  =  r,  a,  . . .,  n), 

où  les  X  sont  des  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  de  x^,  x,^,  . . .,  x„;  et 
convergentes  quand  ces  modules  des  a;  restent,  quel  que  soit  <  dans  l'invariable 
de  0  à  +  co,  inférieurs  à  un  certain  nombre;  ces  séries  ne  renferment  pas  de 
termes  indépendants  des  x,  et  chacun  de  leurs  coefficients  est  une  fonction 
de  t  dont  la  valeur  absolue  ne  dépasse  jamais  une  limite  fixe. 

M.  Picard  se  place  dans  le  cas  où  le  système  d'équations  linéaires  obtenu  en 
ne  couservant  dans  les  équations  (S)  que  les  termes  du  premier  degré  en  x^, 
x^,  ...,  x^  admet  une  intégrale  générale  de  la  forme 

.r,  =  C,  e-'-.'/„  (  O  +•  •  •  +  C„e-''"'/,„  (  O, 

les  a  étant  des  constantes  positives  et  les  f  des  fonctions  dont  la  valeur  absolue 
est  inférieure  à  un  nombre  fixe. 

Dans  ces  conditions,  les  intégrales  du  système  (S)  qui,  pour  i  =  o,  pren- 
dront des  valeurs  suffisamment  petites,  tendront  vers  zéro  lorsque  t  augmentera 
indéfiniment.  Ces  intégrales  sont  donc  asymptotiques  à  zéro. 

Foiiret.  —  Sur  le  lieu  du  centre  des  moyennes  distances  d'un 
point  d'une  épicycloïde  ordinaire  et  des  centres  de  courbure 
successifs  ([ui  lui  correspondent.  (io55-io5(3). 

Lorsqu'un  point  décrit  une  épicycloïde  ordinaire,  le  centre  des  moyennes 
distances  de  ce  point  et  des  centres  de  courbure  successifs,  en  nombre  quel- 
conque, qui  lui  correspondent,  engendre  une  épicycloïde  ordinaire,  allongée 
ou  raccourcie,  du  même  genre  que  la  première. 

Ccls.   —   Sur  les   équations    différentielles   linéaires    ordinaires. 

(10.57-1059). 

Etant  donnée  une  équation  différentielle  ordinaire 

f{z)  =  z-\-a^z'-ha.^z"  +  ..  .-|-a„5(")  =  0, 

où  a,,  a^,  ....  a„  sont  des  fond  ions  quelconques  de  x,  V adjointe  de  la  première 
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ligne  csl  l'cqualion 

cl  fZ"  ' 

?(r)  =y~a,y+  ^  (a,  j') +...+  (_  ,)"-^__(a„y)=o. 

M.  Cels  définit  celle  adjoinlc  d'une  manière  nouvelle,  savoir  par  la  propriclé 
des  fondions /el  9  de  satisfaire  à  l'équation 

/[r7(-)  +  ~'9(r)]û?^  =  4'(^,r). 

•^iz,  y)  étant  une  fonction  où  figurent  z,  y  et  leurs  n  —  i  premières  dérivées 

'\'{z.y)=zy  +  z']ay-  ~(^a,y')+...\ 

+  ^"\ay-  ~(a,:K')  -+-...!+... +  i;<"-"a„y'. 

Les  équations  qui  sont  équivalentes  à  leur  adjoinlc  sont  nécessairement  de 
degré  pair  et  l'on  a 

fz\f{z)clx^\'l^{z,z). 

Uéciproqucment,  si  le  premier  membre  d'une  équation  différentielle /(^) —  0 
devient  une  dérivée  exacte  quand  on  le  multiplie  par  la  dérivée  de  la  fonction 
inconnue,  l'équalion  est  nécessairement  de  degré  pair  et  équivalente  à  son 
adjointe. 

Lorsqu'une  équation  d'ordre  211  est  équivalente  à  son  adjointe  de  la  première 
ligne,  il  existe  une  relation  quadratique  entre  in  intégrales  formant  un 
système  fondamental  ou  les  dérivées  de  ces  intégrales. 

Petot.  —  Sur  les  systèmes  conjugués  et  les  couples  de  surfaces 
applicables.  (i25o-i252). 

Quand  les  points  M  et  M,  de  deux  surfaces  S  et  S,  se  correspondent  d'après 
une  loi  quelconque,  il  existe  sur  S  un  réseau  conjugué  {u,  v)  auquel  corres- 
pond un  réseau  conjugué  sur  S,. 

Il  existe  aussi  sur  S  un  seul  réseau  de  courbes  (A,  B)  dont  les  tangentes 
sont  perpendiculaires  aux  conjuguées  des  tangentes  aux  courbes  correspon- 
dantes (A,,  B,)  ;  et  de  même  il  existe  sur  S,  un  réseau  (  C,,  D,  ),  jouant  le  même 
rôle  par  rapport  à  son  correspondant  (C,  D).  Les  réseaux  (A,  B),  (A,,  B,), 
(C,  D),  (C,,  D,)  sont  les  images  principales  sur  S  et  S,  des  congruences  H 
et  H,  engendrées  par  les  perpendiculaires  abaissées  de  M  et  M,  sur  les  plans 
tangents  en  M,  et  M. 

M.  Petot  fait  voir  que,  quand  la  congruencc  H  a  ses  images  principales  con- 
juguées sur  S  et  S,,  il  en  est  de  même  pour  la  congruence  H,;  les  deux  con- 
gruences ont  alors  pour  image  commune  sur  chaque  surface  le  réseau  {u,v); 
de  plus,  la  tangente  à  la  ligne  {v)  sur  chaque  surface  est  perpendiculaire  à  la 
tangente  à  la  ligne  (m)  de  l'autre. 

Réciproquement,  si,  sur  chaque  surface,  la  tangente  à  la  ligne  (p)  est  per- 
pendiculaire à  la  tangente  à  la  ligne  {u)  de  l'autre,  les  congruences  H  et  H, 
admettent  comme  image  commune,  sur  chaque  surface,  le  réseau  conjugué 
{u,  V). 

L'auteur  s'occupe  ensuite  des  équations  linéaires  F  et  F,  que  vérifient  les 
éléments  des  plans  tangents  aux  surfaces  S  el  S,  rapportées  au  réseau  [u.  v). 
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Il  éliidic  en  parlicnlicr  les  cas  où,  moyennant  certaines  hypothèses  faites  sur 
les  réseaux  (u,  v'),ou  (A,  B),  on  peut  déduire,  par  des  difTérentiations  ou  des 
quadratures,  de  chaque  solution  de  l'une  des  équations  F  et  F,  une  solution  à 
l'adjointe  de  l'autre.  De  cette  étude  il  tire  une  méthode  pour  former  des  équa- 
tions de  Laplace  qui  admettent  des  transformations  infinitésimales;  et  parmi 
les  résultats  que  lui  fournit  cette  méthode,  il  indique  ceux  qui  sont  utiles  dans 
la  détermination  des  couples  de  surfaces  applicables. 

Cosserat.  —  Sur  la  déformation  infinitésimale  et  sur  les  surfaces 
associées  de  M.  Bianchi.  (i 20  1-1255). 

L'auteur  développe  une  méthode  qui  lui  permet  de  retrouver  très  simplement 
diverses  propriétés  dues  à  M.  Bianchi  et  à  M.  Ribaucour. 

Parmi  les  résultats  nouveaux  auxquels  il  parvient,  signalons  celui-ci  : 

Soit  (A)  la  surface  du  milieu  A  du  segment  qui  joint  les  points  correspon- 
dants de  deux  surfaces  applicables.  Pour  que  deux  surfaces  (A)  et  (A,)  se 
correspondant  point  par  point  avec  parallélisme  des  plans  tangents  soient 
associées,  il  faut  et  il  suffit  que,  si  l'on  considère  la  congruence  des  droites  A, 
V,,  les  développables  déterminent  sur  (A)  et  (A,)  des  réseaux  conjugués  à 
invariants  égaux,  ou  encore  que  les  points  focaux  de  AA,  soient  conjugués 
harmoniques  par  rapport  à  A  et  A,. 

En  particulier,  les  surfaces  isothermiques  qui  se  correspondent  dans  le  pro- 
blème de  M.  Christoffel  sont  associées. 

M.  Cosserat  fait  remarquer  que  le  problème  de  la  déformation  infinitésimale 
d'une  surface  (A)  revient  à  la  détermination  des  réseaux  conjugués  tracés  sur 
cette  surface  et  qui  ont  soit  leurs  invariants  égaux,  soit  une  représentation 
sphérique  identique  à  celles  des  asymptotiques  d'une  surface  étudiée  par 
M.  Dini  :  dès  que  l'un  de  ces  réseaux  conjugués  est  donné,  la  déformation  infi- 
nitésimale de  (A)  se  détermine  à  l'aide  de  quadratures. 

Le  Vavasseur.  —  Sur  les  fonctions  contiguës  relatives  à  la  série 
hypergéométrique  de  deux  variables,  (i 255-1 258). 

Entre  la  fonction  hypergéométrique  F,  (a,  p,  P',  y  ;  :r,  jk)  et  trois  quelconques 
des  huit  fonctions  contiguës  F,(a±i),  F,(P±i),  F,(fl'ihi),  F,(y  ±i)  existe 
une  relation  linéaire  et  homogène  dont  les  coefficients  sont  des  polynômes 
entiers  en  x  et  en  y. 

L'énoncé  de  ce  théorème  peut  être  modifié  comme  il  suit  : 

Les  huit  fonctions  contiguës  sont  des  fonctions  linéaires  et  homogènes  de  F, 

de  — 1  et  de  —  )  les  coefficients  étant  des  fonctions  rationnelles  de  x  et  de  y. 

dx  Oy 

La    méthode    indiquée   par   M.    Le    Vavasseur    pour  obtenir    ces    relations 

s'applique  sans  difficulté  aux  fonctions  contiguës  suivantes,  et  l'on  peut  dire 

que  toute  fonction  contiguë  F,  (a±/«,  ?  ±  «,  ?'±«',  ï±/?;  x,  y)   est  une 

fonction  linéaire  et  homogène  de  F,,  -— ^  et  de  ~,  les  coefficients  étant  des 
°  '    (Jx  ay 

fonctions  rationnelles  de  x  et  dey. 

L'auteur  montre  encore  comment  les  dérivées  partielles  d'ordre  supérieur  de 

,-    .   •  .  .         ,     r-     ^F,    àF^ 

la  fonction  F,  s'expriment  en  fonction  linéaire  et  homogène  "^  •'i'  "^'  ■^» 

les  coefficients  étant  des  fonctions  rationnelles  de  x  et  (U:  y. 
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On  pourra  iiinsi  l'ormer  les  trois  équations  aux  dcrivres  partielles  iJu  second 
ordre  auxquelles  satisfait  la  fonction  l<\.' 

On    sait    que   ce   système    de   trois   équations   admet   di\    intégrales   de    la 

forme  /      U  du,  où  g  et  A  désignent  deux   des  cinq  quantités  o,  i,  ce,  — »  —  • 

^  a  ^  y 

En  clicrchant  les  relations  linéaires  entre  trois  ou  quatre  de  ces  intégrales 
supposées  non  distinctes,  l'auteur  a  reconnu  que  ces  relations  ne  subsistent 
pas  pour  toutes  les  positions  de  a:  et  y  dans  le  plan.  Il  y  a  quatorze  tableaux 
distincts  de  relations  entre  les  dix  intégrales. 

De  Saint-Gerinain.  —  Caractère   de   convergence  des    séries. 

(1258-1209). 

Soit  cp(«)  une  fonction  positive  pour  de  grandes  valeurs  de  n  et  assujettie  à 
la  seule  condition  que,  pour  n  infini,  <s{n)  log«  tende  vers  zéro  :  une  série 
u^-\-  u^-\- . . .  à  ternies  positifs  sera  convergente  ou  divergente  suivant  que 
lima;/"'  sera  <i  ou  >i. 

En  second  lieu,  si  l'on  a,  E„  étant  nul  pour  n  inlini, 

E 

la  série  sera  convergente  ou  divergente  suivant  que  lini  ; sera  >i 

9(j;)log/i 
ou  <  I. 

La  seconde  proposition  entraîne  d'ailleurs  la  première. 

Foulés.  —  Critérium  de  divisibilité  par  un  nombre  quelconque. 
(1259-1261). 

Pour  reconnaître  si  un  entier  N  est  divisible  par  un  autre  I\I,  M.  Perrin  a 
donné  une  méthode  {Association  française,  9  août  1889)  qui  paraîtrait,  dit 
M.  Fontes,  être  le  dernier  mot  des  recherches  de  ce  genre,  si  elle  fournissait 
directement  le  résidu  minimum  de  N(modM)  qui  exige  un  calcul  à  part 
indiqué  d'ailleurs  par  M.  Perrin.  Mais,  parmi  les  nombres  qui  peuvent  être 
aisément  déduits  de  N,  qui  ont  même  résidu  minimum  suivant  le  module  M 
et  qui,  par  suite,  peuvent  fournir  des  caractères  de  divisibilité  par  M,  il  en 
existe  de  remarquables,  dont  le  calcul  est  d'une  grande  simplicité.  C'est  l'emploi 
de  ces  nombres  qui  fait  l'objet  de  la  Note  de  M.  Fontes. 

Elliot.  —  Sur  le  mouvement  d'un  point  matériel  dans  le  cas  d'une 
résistance  proportionnelle  à  la  vitesse,  (i  262-1 264). 

Un  point  de  masse  égale  à  l'unité  étant  sollicité  par  des  forces  dérivant  d'un 
potentiel  U,  les  équations  du  mouvement  sont 

cl-x-  dX;        d\}  ,  .  , 

—7— r-   A"  — T—    =   -T 1  (i=l2,0). 

dt'  dt         ôxi  >     '     / 

Si    Ton    fait    la    substitution    t^^=e^^',    ces   cquiitions     prennent    la    forme 


REVUE  DES   PUBLICATIONS.  i3i 

ordinaire 

d'x-  _  ô\J,  U 

dt-         Ox-  '  "  /,"  t' 

De  lu  rcsullc  pour  la  forme  canonique  des  équations  du  niouvcnicnl,  dans  le 
cas  considéré  d'une  résistance  proportionnelle  ù  la  vitesse, 

dt  dp,^  dt  ôq,, 

Par  conséquent,  si  l'on  considère  l'équation  aux  dérivées  partielles 

(.)  _  +e*<(T-U)  =  o, 

où  les  q'i^  ont  été  remplacés  en  fonction  des  /?,,  et  où  les  p,^  eux-mêmes  sont 

remplacés  par  -— ^S  la  connaissance  d'une  intégrale  complète  de  l'équation  (i) 

permet   de    trouver    les    équations    finies   du    mouvement    par  la  méthode   de 
Jacobi. 

M.  Elliot  étudie  cette  équation  dans  diverses  hypothèses  faites  sur  le  poten- 
tiel U.  Quand,  par  exemple,  le  mouvement  a  lieu  sur  une  courbe,  l'arc  étant 
pris  comme  variable,  l'équation  (i)  se  ramène  aux  quadratures  si  la  force  est 
en  raison  directe  ou  inverse  de  la  distance,  à  une  équation  de  Riccati  si  la 
force  est  en  raison  inverse  du  carré  ou  de  la  racine  carrée  de  la  distance. 


ANNALES  DE  LA  FACULTÉ  DES  SCIENCES  DE  TOULOUSE. 
T.  V,  année  1891  (•). 

De  Tannenberg  (  IV.).  —  Sur  les  équations  aux  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre,  à  deux  variables  indépendantes,  qui 
admettent  un  groupe  continu  de  transformations.  (B,  1-148). 

Première  Partie. 

Chapitre  I.  —  On  appelle  élément  d'une  ligne  (C)  l'ensemble  formé  par  un 
point  de  cette  ligne  et  la  tangente  en  ce  point.  L'ensemble  {m,  d)  d'un  point  m 
et  d'une  droite  d  passant  par  ce  point  s'appellera  un  élément  linéaire.  Plu- 
sieurs éléments  de  ligne  sont  unis  suivant  une  courbe  si  chacun  d'eux  est  un 
élément  de  la  courbe. 

Si  l'on  elTectue  une  transformation  ponctuelle,  les  courbes  qui  admettent  un 
élément  commun  (m,  d)  se  transforment  en  courbes  ayant  un  élément  com- 
mun {m',  d')  qui  est  le  correspondant  de  l'élément  (to,  d). 

(')  Voir  Bullelin,  t.  XVIII^,  p.  5. 
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A  (les  (■l(''mcnls  linéaires  unis  suivant  une  courbe  (  C  )  rorrcspondcnl  les  clé- 
ments linéaires  unis  suivant  la  courl)c  transformée  (C). 

D'un  groupe  de  transformations  ponctuelles  à  /•  paraniètrcs,  on  peut  déduire 
un  groupe  prolongé  indiquant  la  loi  suivant  laquelle  le  f;roupe  donné  échange 
entre  eux  les  éléments  linéaires  de  l'espace. 

On  appelle  élément  d'une  surface  S  l'ensemble  {m,  V)  formé  par  un 
point  m  de  cette  surface  et  le  plan  P  tangent  en  un  point  :  l'élénicnt  (//;,  V) 
est  Tcnsemble  des  éléments  linéaires  de  S  issus  de  m. 

L'ensemble  formé  par  un  point  et  un  plan  passant  par  ce  point  s'appellera 
un  élément  de  surface.  Plusieurs  éléments  de  surface  sont  dits  unis  suivant 
la  surface  S,  si  chacun  d'eux  est  un  élément  de  cette  surface. 

Si  l'on  eiïectue  une  transformation  ponctuelle,  si  plusieurs  surfaces  ont  un 
élément  commun  (m,  P),  leurs  transformées  ont  un  élément  commun  {m',  P'), 
celui  qui  correspond  à  l'élément  (m,  P).  Des  éléments  de  surface  unis  suivant 
une  surface  S  se  transforment  on  éléments  de  surface  unis  sui\ant  la  surface  S' 
transformée  de  S. 

D'un  groupe  de  transformations  ponctuelles  à  /•  paramètres,  on  peut  déduire 
un  groupe /?/-o/o/?g^e' qui  indique  la  loi  suivant  laquelle  les  transformations  du 
groupe  donné  échangent  entre  eux  les  éléments  de  surface  de  l'espace. 

Une  infinité  simple  et  continue  des  éléments  de  ligne  unis  en  un  point  quel- 
conque s  de  l'espace  constitue  un  cône  élémentaire  C.  Le  cône  élémentaire  C 
transformé  de  C  par  une  transformation  ponctuelle  quelconque  est  l'enveloppe 
des  éléments  de  surface  correspondant  aux  éléments  de  surface  du  cône  C.  Les 
génératrices  de  contact  de  deux  éléments  de  surface  correspondants  appar- 
tiennent à  deux  éléments  linéaires  correspondants. 

L'équation 

<^{x,  y,  z,  dx,  dy,  dz)  =  o, 

où  tf  est  homogène  en  dx,  dy,  dz,  fait  correspondre  à  chaque  point  de  l'espace 
un  cône  élémentaire  C,  et  s'appellera  Véquation  du  système  des  cônes  élémen- 
taires C,  ou  encore  l'équation  aux  différentielles  totales  associée  à  une  cer- 
taine équation  aux  dérivées  partielles  ¥{x,  y,  z,  p,  g)  =  o,  telle  que  4>  =  o 
se  déduise  de  F  ^  o,  en  éliminant  p  et  g  entre  les  équations  F  =  o, 

dx         dv  dz 


dV  ,)V  (W  OV 

—-  —        p \-  g  ,-^ 

dp  ûg  dp  oq 

Chapitre  II.  —  Pour  qu'une  famille  de  coui'bes  à  trois  paramètres  repré- 
sentée par  les  équations 


(0 


f  {x,y,  z,  a,  b,  c)  =  o, 
g(x,  y,  z,  a,  b,  c)  =  o 


soit  l'ensemble  des  caractéristiques  d'une  équation  aux  dérivées  partielles,  il 
faut  et  il  suffit  qu'en  éliminant  x,y,  z  entre  les  équations  (i)  et  les  suivantes 

'J/   ,  àf    ,,        ()f    ,  dg   ,  àg   ,,        ôg   , 

(  2  )         -f  da-h  -:r  db  -\-  ^^dc  =  o,         -^  da  -^  -^  db  +  ^  de  =  o, 
ùa  db  Oc  da  db  de 

on  obtienne  une  équation  non  intégrable,  linéaire  en  da,  db,  de. 

On  peut  alors,  dans  les  équations  (i)  choisir  les  paramètres  a,  b,  c  de  façon 
que  l'équation   db  —  c  da  —  i>  soit   une  conséquence  des  équations  (i)  et  (a), 
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puis  nicllre  les  éiiualions  (i)  sous  la  forme  normale 

(3)  \{x,y,z,a,b)^o,        \   =  —  +  c  ^  =  o. 

Il  y  a  une  infinilé  de  formes  normales.  On  peut  les  déduire  toutes  de  l'une 
d'entre  elles,  la  forme  (3)  par  exemple,  par  la  règle  suivante  :  on  ctlcctue  sur 
les  quantités  a,  b,  c  la   transformation  de  contact  la  plus   générale  définie  par 

l'identité 

dO'  —  c'  da'  =■  ^{db  —  c  da  ). 

Le  système  (i)  devient 

o{x,  y,  z,  a,  b' ,  c')  =  o, 
'^/{a:,  y,  z,  a\  b',  c')  =  o. 

On  résout  l'une  de  ces  deux  équations  par  rapport  à  c',  on  porte  la  valeur 
trouvée  dans  l'autre,  et  l'on  a  la  forme  normale  la  plus  générale 

\J(x,  y,  z;  a  ,  b  )  =  0,         -— ;  +  c  -rr-,  =  o. 
^       -^  ûa  db 

Supposons  les  caractéristiques  de  l'équation 

F(-2^,  r.  ^>  P'  7)  =  o> 
définies  par  les  équations 

(3)  \ (x,  y.  z^  a,  b)  =  o, t-c-r-^o, 

si  l'on  donne  à  x,  y,  z  des  valeurs  déterminées,  et  si  l'on  considère  (a,  b,  c) 
comme  les  coordonnées  d'un  élément  linéaire  du  plan,  ces  équations  définissent 
un  système  d'éléments  linéaires  unis  suivant  une  courbe  C  à  trois  paramètres 
{x,  y  elz).  L'équation  difi"érentielle  du  troisième  ordre 

„/      ,    db     d'b    d'b\ 

dont  les  courbes  intégrales  constituent  la  famille  des  courbes  C,  correspond 
à  la  forme  normale  (3). 

On  obtient  les  diverses  équations  dill'érentielles  du  troisième  ordre  correspon- 
dant aux  diverses  formes  normales  en  appliquant  à  l'une  d'elles  toutes  les 
transformations  de  contact  du  plan. 

Inversement  l'ensemble  des  éléments  linéaires  des  courbes  intégrales  de  (4) 
est  défini  par  les  équations  (3),  lesciuclles,  en  considérant  a,  b,  c  comme  des 
paramètres,  et  x,  y,  z  comme  les  coordonnées  d'un  point  de  l'espace,  défi- 
nissent la   famille   de  caractéristiques  d'une  certaine  équation  aux  dérivées 

partielles, 

F{x,  y,  z,  p,  q)  =  o, 

qui  correspond  à  V  =  o.  A  chaque  équation  telle  que  V  =  o  i-eprésentant  les 
courbes  intégrales  de  (4)  correspond  une  écjuation  aux  dérivées  partielles  dé- 
terminées. L'ensemble  (E)  de  ces  équations  aux  dérivées  partielles  s'obtient  en 
appli([uant  à  l'une  d'elles  toutes  les  transformations  ponctuelles  de  l'espace. 
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Si  l'on  considère  l'équalion  aux  dérivées  parliclles  qui  correspond  à  l'inié- 
grale  générale  V(a:,  y,  z,  a,  b)  —  o  de  l'équalion  II  =  o,  elle  a  pour  associée 
l'équalion 

a>(:r,  y,  z,  dx,  dy,  dz)  =  o, 

qui  exprime  que  la  courbe  V  =  o  est  tangenle  à  la  courbe  infiniment  voisine 

d\   .  d\    ,         dY   . 

-—dx-{-  —-  dy  -h  ^—  dz  =  o. 

dx  dy    •'        dz 

L'auleur  termine  le  Chapitre  par  la  remarque  suivante  :  lorsque  l'on  applique 

à  tous  les  points  de  l'espace  une  Irunsfomiation  ponctuelle  quelconque, 

x'  =y^{x,y,  z),        y  =\{x,y,z),        z'=^{x,y,  z), 
ces  caractéristiques  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 

^{x,y,z,p,q)  =  o 
deviennent  les  caractéristiques  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 

F'(^',  y\  -s',  p\  q)  =  0. 

Chapitre  III.  —  On  dit  que  l'équation 
(i)  F(^,  y,  z,  p,  q)-o 

admet  la  transformation  ponctuelle 
(2)  x'=\{x,  y,  z),       y'^\{x,  y,  z),        z'=Z{x,y,  z), 

si  l'équation  (i)  admet  la  transformation  prolongée  de  (2). 

Si  l'équation  (i)  admet  une  transformation  ponctuelle,  l'ensemble  des  carac- 
téristiques admet  aussi  cette  transformation,  et  réciproquement. 

Pour  reconnaître  si  l'équation  (i)  admet  un  groupe  de  transformations,  on 
forme  l'équation  associée 

<ï>(a7,  y,  z,  dx,  dy,  dz)  =  o, 

et  l'on  cherche  les  transformations  ponctuelles  qui  laissent  invariante  la  mul- 
tiplicité des  points  (x,y,  z,  dx,  dy,  dz)  définie  par  l'équation  <ï>  =  o. 

Une  équation  linéaire  Pp  -f-  Qq  =  R  admet  un  groupe  infini,  savoir  le  groupe 
engendré  par  les  transformations  infinitésimales 


P(--=)(''g-'5|-''g> 


où  p  désigne  une  fonction  arbitraire. 

Imaginons  une  équation  aux  dérivées  partielles,  non  linéaire,  telle  que  (1) 
admettant  une  transformation  ponctuelle,  telle  que  (2).  Soient 

(3)  \{x,y,z,a,b)  =  o,        V  =  — -f-c—  =0 

les  équations  des  caractéristiques. 
La  multiplicité  de  points  {x,y,  z,  a,  b,  c)  définie  par  les  équations  (3)  admet 
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une  Iransforiualion  ponclucllo  do  la  forme 

(i)  a:'=\{x,  y,z),        y' =  \  {x,  y,  z),        z'^Z{x,y,z), 

Cl)  a'=  \{a,b,c),  0'=B(a,b,c),  c'=C(rt,6,c). 

La  transformation  (4)  est  dite  conjuguée  de  la  transformation  (2). 
C'est  une  transformation  de  contact. 
De  là  résulte  le  théorème  qui  suit  : 

«  Si  ré(juati()n  (1)  admet  un  groupe  à  /•  paramètres  essentiels,  cliacune  des 
équations  d i lié re  11  ti elles 

, . ,  ..  (      ,    db     d'b    d^b 

\  da    da^    da^ 

qui  lui  correspondent  admet  un  groupe  de  transformations  de  contact  à  ;•  pa- 
ramètres; réciproquement,  si  une  équation  de  la  forme  (5)  admet  un  groupe 
de  transformations  de  contact  à  r  paramètres,  chacune  des  équations  (i)  qui 
lui  correspondent  admet  un  groupe  de  transformations  ponctuelles  à  r  para- 
mètres. » 

Nous  sommes  donc  ramené  à  la  recherche  des  équations  difTérentielles  (5) 
qui  admettent  un  groupe  fini  de  transformations  de  contact.  L'auteur  se  borne 
à  déterminer  les  équations  qui  admettent  un  groupe  à  plus  de  trois  paramètres. 

Chapitre  IV.  —  Le  groupe  des  transformations  de  contact  qu'admet  une 
équation  dilTérentielle  du  troisième  ordre  est  nécessairement yî/i«.  D'autre  part, 
les  groupes  de  transformations  de  contact  du  plan,  en  nombre  infini,  dérivent 
tous,  par  une  transformation  de  contact,  d'un  petit  nombre  de  groupes  cano- 
ni<Jues  en  sorte  que  l'on  est  ramené  à  déterminer  les  équations  invariantes  du 
troisième  ordre  qui  correspondent  à  ces  groupes  canoniques. 

Les  groupes  canoniques  se  partagent  en  groupes  irréductibles  et  groupes 
ponctuels  prolongés. 

Il  y  a  trois  groupes  irréductibles,  à  10,  7  et  6  paramètres. 

Les  groupes  ponctuels  du  plan  se  partagent  en  deux  classes  :  la  première 
comprend  tous  les  groupes  qui  ne  laissent  invariante  aucune  famille  de  courbes 
à  un  paramètre.  La  seconde  classe,  qui  comprend  tous  les  autres  groupes,  se 
partage  en  quatre  catégories,  suivant  le  nombre  de  pai-amètres  du  groupe  co«- 
jugué  An  groupe  donné. 

Les  groupes  ponctuels  de  la  première  classe  sont  des  groupes  homographiques, 
à  5,  6  et  8  paramètres. 

L'auteur  énumére  ensuite,  d'après  AL  Sophus  Lie,  les  formes  canoniques  des 
groupes  de  la  seconde  classe. 

Les  groupes  de  la  première  classe  ne  laissent  invariante  aucune  équation 
difTérentielle  du  troisième  ordre.  Dans  la  seconde  classe,  il  n'y  a  que  quatre 
groupes  contenant  plus  de  5  paramètres,  qui  laissent  une  équation  du  troisième 
ordre  invariante,  savoir,  pour  les  trois  premiers  groupes  jk'"—  o,  et  pour  le 
dernier  2 J'y'" — ay'-=o.  Il  existe  d'ailleurs  une  transformation  de  contact 
qui  permet  de  déduire  cette  seconde  équation  de  la  première. 

Les  équations  invariantes  qui  correspondent  aux  groupes  canoniques  à  ô  pa- 


i36  SECONDE  PARTIIÎ. 

ramùlrcs  sont,  outre  les  deux  précédcnLes,  les  deux  équalions 

xy'" —  (/;  —  2  )y"  =  o         (  inlégraic  générale  y  =  a  -^  bx  -t-  ex"  ), 
y"'  —  y"—o  (inlégraic  ^énC-vd\e  y  —  a  -{-  bx  -h  cC). 

Les  équations  suivantes 

y"(f" (x)  —y"(f"'{x)  =  <>        (  intégrale  générale  y  —  a  -\-  bx  -h  Cf  (a;), 

y"'=A-y"i', 

y"'ey"^i, 

y'y"'=my"'  (A-^o), 

yy'"  +  y  y' y"  =  i^y'  y"'- 

admettent  un  groupe  ponctuel  à  4  paramètres. 

La  (]uatricme  éijualion  admet  un  groupe  à  5  paramètres. 

La  deuxième  équation  admet  un  groupe  à  plus  de  4  paramètres  si  /?  =  o,  i,  2,  3. 


Deuxième  Partie. 

Chapitre  I.  —  A  l'équation  y'"  =  o  correspond  i  +  p--\-  cj-—  o,  dont  l'équa- 
tion associée  est  dx^  +  dy^ -^  dz- =  o.  Le  groupe  de  cette  équation  est  le 
groupe  des  transformations  conformes.  Cette  même  équation  i -t- /?'+</'=  o 
correspond  aussi  à  'iy' y'" —  'iy"^=  O;  en  sorte  que  toute  équation  aux  dérivées 
partielles  qui  admet  un  groupe  de  transformations  à  plus  de  5  paramètres 
dérive,  par  une  transformation  ponctuelle,  de  l'équation  i  + /j^ -+- ^' =  o,  et 
admet  par  conséquent  un  groupe  de  transformations  de  lo  paramètres.  De  même 
toute  équation  diOercntielle  qui  admet  un  groupe  de  transformations  de  con- 
tact à  plus  de  5  paramètres  admet  également  un  groupe  de  transformations  à 
10  paramètres,  et  dérive  de  l'équation  y"=  o  par  une  transformation  de  con- 
tact. RL  de  Tannenberg  termine  le  Chapitre  en  cherchant  les  transformations 
de  contact  par  lesquelles  les  coniques  ayant  deux  points  communs  se  changent 
en  coniques  tangentes  à  une  droite  donnée  en  un  point  donné. 

Chapitre  II.  —  A  l'équation  xy'" —  {n  —  2)y"=  o  correspondent  les  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  semblables  à  celle  dont  la   forme  associée  est 

dz        fdy\"        .      .  ,  ,  ,  ,    . 

-r—  =  I  -—-  1  )  qui  admet,  pour  n  ^ —  i,  o,  ô,  i,  2  le  groupe  a  5  paramètres 

défini  par  les  transformations  infinitésimales 

ôf       df       df  ôf  df  df  df  ôf 

dx       dy       dz  dx       -^  ôy  Oz       -^  dy  Oz 

Ses  transformations  finies  sont 

x' ^  ax  -f-c,, 
y'  =■  aby  -h  c,, 
z'  =  ab''z  -+-  Cj. 

En   les   appliquant  à  la   droite  x  ■=  y  =  z,    on    obtient    toutes    les    caracté- 


^'''  ?Jr. 
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ristiqucs  de  réiinalion 

dz  _  fc)y\" 


dx       \ ôx I 


Pour  n  —  o,  I,  celle  tleriiièie  éqiialioii  devienl  linéaire,  cl  par  suite  admet 
un  groupe  inlini;  pour  //  =  —  i,^,  2,  elle  peut  se  transformer  en  l'équation 

dx^  +  dy-  +  dz^  —  o, 

et  admet  par  suite  un  groupe  à  10  paramétres. 

A  l'équation  y'"  —  y" ^  o  correspondent  les  équations  aux  dérivées  partielles 
semblables  à  celle  qui  a  pour  associée  l'équation 


— .  grf.r 

dx 


dz 


qui  admet  le  seul  groupe  déliai  par  les  5  transfoniuitious  infinitésimales 

ùf       f)f       ôf  df  df  i)f  ôf  df 

ôx       <)y       f)z  dx       '    ()y       "  dz  ôy  Oz 

Ses  transformations  finies  sont 

x'  =  ax  +  c,, 

y'  =  abx  -+-  ay  +  c,, 

z'  =  ae''z  -+-  C3. 

En  les  appliquant  à  la  droite  y  —  o,  z  —  x,  on  oblicnt  toutes  les  caracté- 
ristiques de  l'équation 

dz         ^ 
dx 

Chapitre  III.  —  Avec  l'équation  y'y'"  =  my"^  on  n'obtient  pas  d'équation 
canonique  nouvelle;  on  retombe  sur  celles  du  Chapitre  précédent.  On  pourra 
passer  de  l'équation  y'y"'  =  y"-  à  l'équation  y'"  —  y'[  =  o  par  la  transformation 
de  contact 

x^  =  —Ly',        y\—y^  =  —  x,        y,  =  — — . 

Pour  passer  de  l'équation  y' y'" ^  2y"-  à  y'"  —  y"  =  o,  il  faudra  effectuer  la 
transformation  de  contact 

X,  =  Ly' ,        jK,  —  y;  =  y,        y\  =  —  xy'. 

Enfin  la  transformation  de  contact 

a  y  —  xv'  , 

ramène  Téquation  j''j-"'=  my"-  à  la  forme  canonique 
^.r"'—  (»i  — 3  )>-;'=  o. 

Chapitre  IV.  —  Il  y  a  quatre  classes  de  transformations  homogi-apbiques 
Bull,  des  Sciences  niathém.,  2«  série,  t.  XYIII.  (Juillet  iSfj'î.)  R.ii 
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Les  courbes  (|ui  iHliiictlciil  une  tr;msforiii;il  ion  inliii  ili'-iiiiiilc  de  l'une  de  ces 
classes  sont  des  dérivées  liomograj)lii(iues  rl(;s  roiirl)es  y  —  x'",  y  =  e'.  l-;ilcs  se 
décomposent  en  trois  classes. 

Les  courbes  V  de  la  première  classe  {y  =  e^,y  =  x"',  m  ^-  o,  i,  — i,  J,  2) 
n'admettent  qu'une  transformation  homographique  infinitésimale.  Les  coniques 
(qui  forment  la  deuxième  classe)  en  admettent  trois. 

Les  droites  (troisième  classe)  en  admettent  six. 

Toute  équation  aux  dérivées  partielles  admettant  un  groupe  de  transforma- 
tions à  5  paramétres  est  une  transformée  ponctuelle  d'une  équation  aux  dérivées 
partielles  pour  laquelle  les  tangentes  aux  courbes  intégrales  forment  un  com- 
plexe détei-miné  par  les  droites  qui  rencontrent  une  courbe  V  de  la  première 
classe.  Si  le  groupe  a  10  paramètres,  les  droites  du  complexe  devront  rencontrer 
une  conique  non  décomposable. 

Chapitre  V.  —  Les  équations  aux  dérivées  partielles  qui  correspondent  à 
l'équation  canonique  j'"''f"(.r) — y" ^'"{x)  =  0  s(jnt  semblables  à  celle  qui  a 
pour  associée 

dx  \ dx 1 

<I»  désignant  une  fonction  arbitraire.  Le  seul  f,'rou[)e  que  cette  dernière  équa- 
tion admette  est  le  groupe  à  4  paramètres  défini  par  les  transformations  in(i- 
nitésimales 

dx       (Jy       ():■  ox  Oy  oz 

Les  équations  aux  dérivées  partielles  considérées  dérivent,  par  une  transfor- 
mation ponctuelle  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  pour  laquelle  les 
tangentes  aux  courbes  intégrales  rencontrent  une  certaine  courbe  plane. 

Chapitre  VI.  —  Admettent  encore  un  groupe  à  4  paramètres  : 
1°  Les  équations  semblables  à  celle  qui  a  pour  associée 


dz  +  X  dy  — y  dx  _  Idy 
dx  "  \  dx 


n  j^  —  I,  0,  I,  2, 


àf  df       ôf       df  df 

g,oupe--y^,     ^,     ^+^^. 

ôx 


— l^-l)-(^l-g)]^ 


2°  Les  équations  semblables  à  celle  qui  a  pour  associée 

dz  ^  X  dy  —  y  dx  _  ^-£. 
dx 


r  àf  df       ôf       df  df  àf       ,  df  dfl, 

groupe -^^ --f->     -^■>     -^^x^i     a7-f-  -I- (a^-f-jK)  i^  -t- 2^-f-    • 

Les  premières  correspondent  à  l'équation  canonique  jk"'=  ky"v  et  les  secondes 
à  l'équation  canonique  y'" e^"  —  \. 

Chapitre  VII.  —  Nous  arrivons  à  l'équation  canonique 

i      3 

yy"'+^y'y"-  f'y'y"'- 
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Son  intégrale  générale  sera 

bx  +  c    l  X  +  a\" 

y 


\Jc  —  ab  \bx  +  c , 
avec 

(  2«  —  I)  \,/lr-  —  I  =  A-        si        k'  ^  I 
ou 

bx  +  C     7 — -- 
r  =  -^z=z  e''"^  -t-  '         SI         A-^  =  I . 
\/c  —  ab 

Les  deux  groupes  conjugués  seront  l'un  (l(-lerrniné  par  les  quatre  transfor- 
mations iiilinitésiinales 

'■'        da  de  '  oa  de 

XJ=a''^-^(ab-e)'^+ae'^,         X.f=b%+c%, 
'•'  ()a  ()b  de  ''  àb  de 

le  second  par  les  quatre  transformations  A,/,  A^/,  A,/  et 

rV/  (^i/  de 

Les  équations  aux  dérivées  partielles  correspondantes  se  partagent  en 
deux  classes.  Celles  de  la  première  sont  semblables  à  l'équation  qui  a  pour 
associée 

{dz  +  X  dy  —  y  dxy+  [\  h  {y  dz  —  z  dy)  dx  =  o        (/t  ^  o,  i), 

celles  de  la  seconde  sont  semblables  à  l'équation  qui  a  pour  associée 

{dz  -h  X  dy  —  y  dx)-  -h  li{dx  -h  y  dz  —  z  dy  )  { y  dz  —  z  dy  )  —  o. 

La  première  admet  le  groupe  défini  par 

'•^       dx      -^  dz  ^"^  dx  dz 

XJ^x^f+ixy  +  z)f-^xzf,         X,/=^f  +.^. 
^'  dx  -^  dy  dz  ^j       j  f)y  f)- 

La  seconde  admet  le  groupe  défini  par  X,/,  X^/,  \^f  et 

XJ=ixy^z)f-^rf+yz%. 
^*'  '  '  dx  dy  dz 

Elles  n'admettent  pas  de  groupe  d'ordre  plus  élevé. 

Chapitre  VIII.  —  Considérons  dans  le  plan  des  {x,  y)  les  transformations 
homologiques  ayant  pour  centre  d'homologie  le  point  O  et  pour  axe  d'Iiomo- 
logie  une  droite  passant  par  le  point  O.  Ces  transformations  forment  un  groupe 
à  deux  paramètres,  défini  par  les  équations 

^'  ;:r ■  j  y   =    ^ 

ax  -i-  by  -h  1  ■  ax  -^  by  -h  i 


t4o  seconde  partie. 

On  appelle  ce  groupe  groupe  Iioniologifjue  spccial  G  rchilil'  ;iu  point  O. 

Soit  (C)  une  courbe  quelconciue  du  plan,  D  une  droite  ne  passant  pas  par 
l'origine,  S  une  substitution  quelconque  du  groupe  G,  faisons  correspondre  la 
courbe  G'  et  la  droite  D'  transformée  de  C  et  de  D  par  S.  On  a  ainsi  une  cor- 
respondance univoque  entre  une  famille  de  courbes  à  deux  paramétres  et  les 
droites  du  plan  ne  passant  pas  par  l'origine. 

Considérons  maintenant  un  complexe  linéaire  tel  fjue  le  pôle  du  plan  des 
{x,  y)  soit  le  point  O,  et  remplaçons  les  droites  D  par  leurs  conjuguées  d 
par  rapport  au  complexe  :  la  droite  d  et  la  courbe  C  correspondante  seront 
dites  lignes  associées.  Les  droites  rencontrant  à  la  fois  deux  lignes  associées 
forment  un  complexe  K. 

Si  la  courbe  C  est  une  courbe  V  {voir  Cliap.  IV)  relative  au  triangle  formé 
par  la  droite  D  et  deux  droites  Ox,  Oy,  on  dira  que  le  complexe  K  est  de 
première  espèce.  Si  dans  l'équation  canonique; 


dz  -Jr  X  dy  —  y  dx  _  / dy'V' 
dx 


(d_y\ 
\dx) 


on  effectue  la  transformation  homograpliique  la  plus  générale,  les  tangentes 
aux  courbes  intégrales  formeront  un  complexe  K  de  première  espèce.  Suppo- 
sons dans  le  triangle  précédent  les  côtés  Ox  et  Oy  confondus,  on  aura  un 
complexe  K  de  seconde  espèce  :  ils  dérivent  tous  par  une  transformation  homo- 
grapliique  du  complexe  déterminé  par  les  tangentes  aux  courbes  intégrales  de 
l'équation 

dz  +  X  dy  —  y  dx  _  ^, 
dx 

Imaginons  une  surface  quelconque  du  second  degré,  et  supposons  qu'on  ait 
établi  entre  les  génératrices  d'un  même  système  une  correspondance  honio- 
graphique  quelconque.  Les  droites  qui  rencontrent  à  la  fois  deux  génératrices 
homologues  forment  un  complexe  H.  Suivant  que  les  génératrices  doubles  de 
l'homographie  seront  distinctes,  ou  confondues,  le  complexe  H  sera  dit  de 
première  ou  de  seconde  espèce. 

Les  complexes  H  de  première  espèce  qui  correspondent  au  même  rapport 
anharmonique  caractérisant  l'homographie  dérivent  tous  par  une  transforma- 
tion homographique  de  l'un  quelconque  d'entre  eux,  par  exemple  du  complexe 
déterminé  par  les  tangentes  aux  courbes  intégrales  de  l'équation 

{dz  +  X  dy  —  y  clx)'-h  l\h{y  dz  —  z  dy  )  dx  —  o. 

Les  complexes  H  de  seconde  espèce  dérivent  par  une  transformation  homo- 
graphique du  complexe  défini  par  l'équation 

{dz  -{-  X  dy  —  y  dxY  +  l\{dx  +  y  dz  —  z  dy)  dx  =  o. 

Chapitre  LY.  —  Une  transformation  homographique,  dans  l'espace  à  trois  di- 
mensions, est  définie  par  le  symbole 


HEVUli   DES   PUBLICATIONS. 


'4« 


Soil 


.I.(X)  = 


1 

Il  ~  ^'  '''12  '^n 


«. 


« 


a 


>> 


ICcârlons  le  c.ns  où  l'une  des  l'acines  de  Téqualion  <!»()»)  =0  annulerait  tous 
les  premiers  mineurs  du  déterminant  <I>(X)  :  dans  ce  cas,  chacune  des  courbes 
([ui  admettent  la  transformation  infinitésimale  X/ est  une  courbe  plane.  Alors 
on  a  cinq  types  de  transformations  liomographiques  correspondant  aux  cinq 
transformations  infinitésimales  qui  suivent  (écrites  en  coordonnées  non 
homogènes), 


(■) 

X,/  = 

df                      df             df 
dx              ^      dy       '^     dz 

(2) 

x./  = 

df                       df        df 

dx              -^       dy       dz 

(3) 

\f  = 

'V       ,            .àf       df 

(4) 

\f  = 

dx          dy          ôz 

(5) 

Xs/  = 

ôf           ôf          ôf 
dx          dy       -^  dz 

m  ^  p  ^  1, 

ni  ;z£  o,  I, 


mp  ^  0, 


Les  courbes  admettant  l'une  de  ces  transformations  ont  pour  équations  : 

Dans  le  i"  cas y  =  x"',  z  =  xf,          m  ^  p  ^  1,        mp  ^  o 

»         2"     »   JK  =  x"",  z  =  Lx,         ni  =i  o,  1 

n         3"     »   J>'  =  ~--^!  ^  =  ^") 

»      4    " •   y  ^  ~  ^  !  -=  =  6  ) 

I  I 

»         D"     »   y=  -X-,  z  =  -x^. 


Il  y  a  quatre  catégories  de  courbes  de  la  première  classe  {y  =  x"',  z  =  xi') 
pouvant  être  placées  sur  une  surface  du  second  degré  : 

La  première  comprend  les  cubiques  gauches. 

La  deuxième  les  biquadratiques  à  point  de  rebroussemcnt. 

La  troisième  (type  y  =z  x\  z  :^  xi')  les  courbes  tracées  sur  une  seule  surface 
conique  du  second  ordre. 

La  quatrième  {type  y  =  x"',  z  —  x"^-^')  les  courbes  tracées  sur  une  seule 
quadrique  non  dégénérée. 

Les  courbes  de  la  première  et  de  la  quatrième  catégorie  constituent  la 
famille  des  transformées  liomographiques  des  loxodromies  de  l'espace. 

Revenons  aux  courbes  de  la  première  classe;  elles  n'admettent  qu'une 
transformation  iiomographi([ue,  (i),  X,/,  sauf  les  cubiques,  qui   en  admettent 
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trois,  savoir 

^    .       àf  ôf  df 

'•^        oj;  4^       -^  r)z 

'•^  \    àx      -"  Oy  ôz  )       '-^  (^j;  Oy 

Les  courbes  de  la  deuxième  classe  n'admellenl  qu'une  Iransforirialion  lioino- 
graphiquc  (2);  parmi  elles  se  trouvent  les  transformées  honiograpiiiques  des 
hélices  de  l'espace  (tracées  sur  un  cylindre  de  révolution). 

Les  autres  courbes  n'admettent  aussi  qu'une  transformation  homographique. 

Les  caractéristiques  de  l'équation 

dz  +  œ  dv  — y  d.v  _  /dy  \" 
dx  ~  \dx , 

sont,  si  n  ^  -,  — 1,0,  'i,  2,  des  courbes  de  la  i)remiérc  classe,  et  du  type 

n  n 

r  hl 

y  =  X'^  —  ' ,  -C  =  X>^  —  '  ; 

on  aura  des  cubiques  gauches  pour  «=;;,-;  si  «  =->  on  aura  des  courbes 

3     o  2 

de  la  deuxième  classe. 

Les  caractéristiques  de  l'équation 

dz  -^  X  dv  —  y  dx         -±- 
dx 

sont  des  transformées  homographiques  d'une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  de 
révolution. 

Les  caractéristiques  de  l'équation  canonique 

(dz  +  X  dy  —  y  dxy-\-  !\h{y  dz  —  z  dy)  dy  =  o        /i  7^  o,  i 

3 
sont    des  cubiques    gauches  pour  /t  =  y,  — 3,  ou,  dans    les    autres   cas,  des 

4 
courbes  de  la  première  classe,  quatrième  catégorie. 
Enfin  les  caractéristiques    de  l'équation  canonique 

{dz  +  X  dy  ~  y  dxY-\-  '-\{dx  -\-  y  dz  —  z  dy)  dx  =  o, 

sont  des  courbes  de  la  troisième  classe. 

Dans  une  Note  qui  termine  ce  travail,  l'auteur  montre  que  l'équation  aux 
dérivées  partielles  de  Monge 

{z  -  px  -  qyy=  {1+  p"-+  q'){x"--^  y'+  z'+i), 

dérive  par  une  transformation  ponctuelle  de  l'équation  canonique 

I  -f-/)'+  q-—  o. 

De  même,  toute  équation  aux  dérivées  partielles,  pour  laquelle  les  tangentes 
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aux  courbes  intégrales  délermincnl  un  complexe  lélracdial  csl  une  liansformée 
ponctuelle  de  celle  même  équation 

I  +  /j'+  (7'=  o. 

On  y  ramène  encore  l'équation  aux  dérivées  partielles  dont  l'associée  est 

ax'  -4-  dy^  -h  dz^  +{ydz-z  dy  )-+  {zdx-xdzy+{x  dy  -  y  dx  Y  =  o. 

Inci.lcuiinent  laulcur  donne  une  Iransformalion  qui  fait  correspondre  aux 
tangentes  d'une  surface  du  second  ordre  S  les  droites  rencontrant  une  section 
plane  C  de  cette  surface. 

Stoi(J/{.Y.).  —  Sur  des  fonctions  voisines  des  fondions  modu- 
laires. (C,   i-i()). 

I.  Les  substitutions  dont  l'expression  générale  est 

/     [  g,  (./  +  ./■)  +  «,(y^+./')1  -  +  ^rr,  U  +./')  +  tJ./'+./'^)1  V 

oùl'onay^=i,s^-i,  a?+al-3a,a,+  A(T;+T^-3y,Tj=^.  et  o^^  dé- 
signe un  entier  positif  fixe,  forment  dans  leur  ensemble  un  groupe  fuchsien  O^. 

Si  A  peut  être  représenté  par  la  forme  x^-^xy-hy'-,  le  groupe  G,  est  un 
transformé  du  groupe  appelé  G,  dans  le  précédent  Mémoire.  On  étudiera  ic.  les 
groupes  dont  le  A  ne  satisfait  pas  à  celte  condition. 

M  Slouff  examine  à  quelles  conditions  la  substitution  S  sera  de  période  2, 
puis  de  période  3.  Pour  que  le  groupe  présente  des  subslilulions  paraboliques, 
il  faut  et  il  suffit  que  A  soit  de  la  forme  x'-^y'—  ixy. 

II.  M.  Sloutr  montre  la  manière  de  former  les  fonctions  fuchsiennes  en- 
gendrées par  le  groupe  G^. 

Les  subslilulions  génératrices  du  groupe  sont 

A=[o,  0,1,1],        B  =  (o,  o,  I,  o),        C=  (-2, -2,  -I,  i). 

Le  groupe  engendré  par  BA  et  CA  correspond  à  un  certain  système  de  fonc- 
tions elliptiques  dont  on  calcule  le  module. 

Soit  a=  ~  ^  ^  ^^ ,  k'=  ^~^^,  x  =  acn'u.   La    surface   de   Riemann   de 

genre   i    corrrespondant    au   polygone  générateur  sera    définie   par  la  relation 

y  =:  \/x^~-  {i-{-  a)x'-h  ax. 
Les  invariants  g^  et  g^  sont 

a  _  (  I  -f-  «  )  (  2  a'  —  T  rt  +  a  ) 

Prenons  pour  variable  ^  =  acn=i^;  l'équation  fuchsienne  relative  au  polygone 
O'  Q  O",  [Q  étant  le  quadrilatère  curviligne  dont  les  côtés  sont  conjugues  par  BA 
e\  CÂ,  Q'   et  Q"  se  déduisant   de  Q  par  les  substitutions  BA  et  AB]  est  de  la 


lU 

forme 

d'v 

dx" 

A„  =  - 

3 
-76' 
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\„x'-+  .\,a;'+  \^x*-h  A,.r'H-  \,x'+  A,.r  +  A„ 
x'{x  —  îy{x  —  ay(x—  ^  ) 
3H  — 3rt  .         —  i53  +  3a  ,         37  — i-iflt 


80  '80  '80 

M.  StoufT  dcmonU'c  ensuite  qu'aucune  substitution  impaire  du  groupe  G.  ne 
se  transforme  en  une  sul)stilution  de  ce  groupe. 

III.  Le  groupe  G^  ne  contient  pas  de  substitutions  paraboliques.  Convenons 
de  représenter  la  substitution  S  i)ar  (a,,  a^,  y,,  yj  ou  [a,,  a^,  y,,  yj,  suivant  que 
e  =  +  I,  ou  e  =  —  I. 

Les  substitutions  génératrices  de  G|  sont 

A=:(—  I,   — I,    I,  o),  l$=[i,   o.   — I,— 1], 

C  =  [o,  I,  —I,  — i],         I)  =  (1,  I,  1,  o). 

Les  substitutions  A  et  D  sont  de  période  ■>,  B  et  C  de  période  3.  On  a 

ABCD  =  1. 

La  substitution  B  =(;,  —  •;  )  transforme  respectivement  l'une  dans  l'autre  A 

et  D,  Bel  C;  G;  est  donc  un  sous-groupe  d'indice  2,  d'un  groupe  F,  admettant 
comme  substitutions  génératrices  D,  C  et  6.  Les  congruences 

a, +  a,— y,-t- yj=  o,         (mod3"), 
a,— a^-f- y,  +  yj=  o,         (modS) 

séparent  dans  le  groupe  G^  un  groupe  r'  d'indice  4,  qui  admet  pour  substitu- 
tions génératrices 

A,     C,     B-AB,     BCB,     BACB-,     BC-'B-CB-. 

Les  cycles  de  A  et  de  BCAB-',  de  B-AB  et  de  BDB"'  s'échangent  respecti- 
vement. 

Soit  X  la  variable  qui  représente  conformément  sur  un  plan  le  polygone  gé- 
nérateur du  groupe  G],  en  lui  imposant  de  prendre  les  valeurs,  0,  ce  respecti- 
vement aux  points  doubles  de  B  et  de  C,  et  par  y  celle  qui  représente  sur  le 
plan  le  polygone  générateur  du  gi'oupe  T'.  On  a 

r'  —  >'' 


Soit  y,  —  v/'3  —  I,  y,  =  — \/3  —  i;  l'équation  fuchsienne  de  G;  a   pourpoints 

singuliers  o,  c», ^'  —  ^• 

IV.  En  général,  toute  substitution  qui,  prise  comme  substitution  transfor- 
mante, engendre  un  groupe  fuchsien  correspondant  à  une  racine  /?'*°'=  de  l'unité, 
doit  avoir  un  carré  parfait  pour  norme  de  son  déterminant.  Pour  que  le  groupe 
ainsi  formé  ne  soit  pas  réductible  à  des  coefficients  entiers,  il  faut  et  il  suffit 
que  la  racine  carrée  de  cette  norme  ne  puisse  être  considérée  comme  la  norme 
d'un  nombre  abélicn. 
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Toul  noniltre  qui  peut  cire  représenté  par  une  norme  abélienne  en  prenant 

pour   clcmenls  les  racines  p''^^""  de  l'unité  est  reste  de  puissance de  p, 

lorsque  p  est  de  la  forme  (4»  +  3  ). 

Kobb  {Guslaf).  —  Sur  le  principe  de  la  moindre  action.  (D,  i,  3). 

L'auteur  démontre  (juc  l'intégrale  i  =  f  \J ■>{  u -\- h)  ds  c?<l  un  minimum  cl 
non  pas  un  maximum  dans  le  cas  du  mouvement  naturel. 

De  même,  considérons  l'intégrale  f  f{x,  y,  z)ds.  Si  /  change  de  signe 
entre  les  limites  de  l'intégration,  il  n'y  a  jamais  ni  maximum  ni  minimum  ;  si  / 
reste  constamment  positive,  il  n'y  a  jamais  un  maximum;  si  /reste  constam- 
ment négative,  jamais  minimum. 

Goursat  {E.).  —  Sur  un  théorème  de  M.  Weingarlen  et  sur  la 
théorie  des  surfaces  applicables.  (E,  i,  34). 

\.  1.  Considérons  une  surface  £  dont  le  carré  de  l'élément  linéaire  ait  la 
forme 

ds'  =  du'  -r-  dv  f/fv. 

boil  w  ^  2'h(u,  v),  posons  p  =  -^  ,  n  =  ~  • 

Ou     ^        ov 

ç,  T,.  Ç  étant  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  de  S,  posons  x  =  —^ 

âv 

y  =  -r--'  z  =  -^>  et  regardons  x,  y  et  z  comme  les  coordonnées  rectangulaires 

d'un  point  d'une  surface  S,  que  nous  faisons  ainsi  correspondi-e  à  S,  p  est  la 
distance  de  l'origine  au  plan  tangent  à  S  en  (x,  y,  z)  et  q  =  jix--+-  y--\-  z-). 
2.  La  construction  précédente  appliquée  à  toutes  les  surfaces  H  dont  le  carré 
de  l'élément  linéaire  possède  la  forme 

ds-  =  du-  +  -ip  du  dv  -^  iq  dv- 

donne  une  famille  de  surfaces  S.   Toutes  ces  surfaces  S  vérifient   une  même 
équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre. 

Si,  en  elTet,  o'  et  p"  désignent  les  deux  rayons  de  courbure  principaux  au 
point  {x^  y,  z),  on  & 

au"  '   '^        du  dv  âv^ 

et   comme    u   et    v  s'expriment  eu  fonction  de  p  et  de  q,  on  a   une  relation 
entre/?,  q,  o'  et  p".  D'ailleurs  elle  ne  dépend  que  de  '^{u,  v). 

Posons  »(/?,  q)  =^ pu  +qv — >^,  et  prenons/?  et  q  comme  variables  indépen- 
dantes, l'équation  devient 

à- 'SI        ,    ,        „  ^     à-  a  ,   „  d-  es 

dp-  '         '       ùp  Oq        '    ^    dq^ 

qui  ne  diffère  qu'en  apparence  de  l'équation  (2)  de  M.  Weingarlen  (  Comptes 
rendus,  t.  CXfl.  p.  fio-). 
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L'cIciiicnL  liiicairc  de  lu  surface  S  deviciiL 

\    <>pI  <)jj     <J(j  '\    ()<j 

3.  Rcciprnqncrnenl,  de  toute  surface  satisfaisant  à  l'équation  (a),  on  déduira 
par  des  quadratures  une  surface  dont  l'élément  linéaire  peut  être  ramené  à  la 
forme  (jj).  Les  coordonnées  d'un  jjoint  de  celte  surface  seront  données  par  les 
formules 

\         J         ()t/  l)p 

c,  c',  c"  étant  les  cosinus  directeurs  de  la    normale  en  {x,  y,  z)  à  la  surface  S. 


4.  Étant  données  une  courbe  C  et  une  surface  développabic  D  contenant  cette 
courbe,  on  peut  se  proposer  de  déterminer  une  surface  intégrale  de  l'équa- 
tion (a)  passant  par  la  courbe  C  et  tangente  à  la  développable  D  tout  le  long 
de  C. 

A  la  courbe  C  les  formules  (y)  font  correspondre  une  courbe  C,.  Soit  -,  une 
surface  connue  admettant  l'élément  linéaire  (^).  La  relation  qui  lie  les  va- 
riables /?  et  <7  le  long  de  C  ou  de  C,  détermine  sur  S^  une  courbe  C„,  de  sorte 
que  le  problème  proposé  revient  à  déterminer  une  surface  2,  applicable  sur  S^,, 
de  façon  que  C^  vienne  s'appliquer  sur  C,.  Inversement,  si  l'on  se  donne  €„  et 
C,,  la  courbe  C  et  la  développable  D  sont  déterminées  pourvu  que  l'on  se 
donne  le  point  de  C,  qui  correspond  à  un  point  choisi  sur  C^. 

Or,  si  la  courbe  C  et  la  développable  D  forment  une  caractéristique  de  l'é- 
quation (a),  la  surface  intégrale  S  tangente  à  D  le  long  de  C  n'est  plus  déter- 
minée. De  même,  si  l'on  se  propose  de  déformer  une  surface -,  de  façon  qu'une 
courbe  C^,  de  cette  surface  vienne  coïncider  avec  une  courbe  donnée  C,,  le  pro- 
blème n'est  impossible  ou  indéterminé  que  si  C,  devient  une  asymptotique  de  'Z^ 
après  la  déformation.  Donc,  étant  données  une  surface  intégrale  (S)  de  l'é- 
quation (oi)  et  la  surface  -  correspondante,  les  caractéristiques  de  S  corres- 
pondent aux  asyniptotiques  de  Z. 

M.  Goui'sat  vérifie  cette  conclusion  dans  le  cas  particulier  où  •^{u,  v)  =  uv+\ , 
V  étant  une  fonction  de  v.  Dans  ce  cas  les  caractéristiques  correspondent  aux 
lignes  de  longueur  nulle  de  la  sphère. 

5.  Une  forme  quadratique  de  dilTérentielles 

E  du^  -T-  2  F  du  dv  -)-  G  dv'^, 

où  E,  F,  G  sont  des  fonctions  quelconques  de  u  et  de  v,  peut  toujours  se  ra- 
mener à  la  forme  da''-\-  dv'  dw' ,  quand  on  connaît  déjà  une  surface  admettant 
l'élément  linéaire 

ds-  =  E  rf«'-H  2  F  du  dv  ^-  G  dv^. 

La  recherche  des  surfaces  applicables  sur  une  surface  donnée  quelconque  se 
ramène  à  l'intégration  d'une  é(iuation  de  la  forme  (x). 


(0 
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Si  l'on  sait  l'iiUcgrcr,  ou  pourra  en  déduire  l'inlégralc  générale  d'une  iiilinilé 
d'équalions  de  nicine  forme,  puisqu'il  y  a  une  inlinitc  de  manières  de  mcllrc 
l'élément  linéaire  d'une  surface  sous  la  forme  diû+  dv  dw. 

II.  6.  Les  coordonnées  c,  c',  (;"  d'un  point  de  la  sphère  de  rayon  i  étant  ex- 
primées en  fonction  de  deux  paramètres  a  cl  [î  par  les  formules 


aii 


I  -i-  a'i 


P 


? 


l'éiiualion  du  [)lan  tangent  à  une  surface  étant  écrite  sous  la  forme 

(  I  —  a.3  )  07  +  i  ( I  -h  a;i  ) y  +  (  a  +  p  )  ^  +  ç  =  o, 

introduisons  la  distance/;  de  l'origine  au  plan  tangent,  en  posant  ;  =  (a— jj)/>. 
Puis,  considérons  une  famille  de  surfaces  définies  par  une  relation  entre  la 
somme  des  rayons  de  courbure  principaux  et  la  distance  de  l'origine  au  plan 
tangent 

P'-l-p"  =   2/y  +';'(/;), 

on  trouve  alors  que  p  d(jit  vérifier  l'équation  aux  dérivées  partielles 
d' p 


{") 


fH  dl 


Soit/>  une  intégrale  de  cette  é(iuation.  Les  coordonnées  d'un  point  de  la  sur- 
face il  seront  données  par  les  formules 


2  '^{n) 


-[(?-'- 1)  (/a +  (.-a^)rfl-i] 


4A!'-->(S""" 


<-?''(|)>-(^ 


'^(.p) 


(i  +  a-')  d}  —  {i+'^')  d%\ 


■i'HP)^ 


==/K^)"--KIP'-(^<"'-'''"J 


P'+  i^  — 


L;  posons  rj  = 1-  7 (/>)  +  «,  p  =  v^  le  carre 


7.  Soit  cj  —  

de  l'élément  linéaire  de  -  aura  pour  expression 

(  (V  )  rfs^  =  diû  +  2  [  j<  H-  '^  (  i'  )]  dv-. 

On  en  conclut  que  toutes  les  surfaces  dont  le  carré  de  Vêlement  linéaire 
peut  être  ramené  à  la  forme  {w)  sont  représentées  par  les  formules  (v), 
où  p  est  une  intégrale  de  l'équation  (u). 

En   posant  s  =  a,  s„=  —  7^)  les  formules  (  (/ )  donnent   ';.  t,  ni   '1  sous  forme 
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réelle.  Il  siiKiry  alors  do  prendre  pour />  une  inlcgrale  de  l'équalion 

<)s  t)s^      (i  -f-  ss^y 

qui  soil  réelle  lorsque  s  et  s^^  sonl  imaginaires  conjuguées,  pour  obtenir  des  sur- 
faces réelles. 

8.  Soit />  une  intégrale  de  l'équation 

à'p    _      <^'(p) 

l)élerniiiions  une  intégrale  commune  w  des  deux  équations  comiiatiLlcs 


le  plan  ([ui  a  pour  équation 

X  (  s  +  s„  )  -T-  /  Y  (  A-„  —  s  )  -h  Z  (  is ,  —  1  )  —  w  =  o 

enveloppe   une    surface   £,.   dont  un  des  systèmes    de   lignes  de    courbure  est 
donné  par  l'équation  p  =  consl. 

La  développée  de  S,,  formée  par  les  développées  des  lignes  de  courbure  de  ce 
système,  est  une  surface  1,  dont  le  carré  de  l'élément  linéaire  peut  être  ramené 

à  la  forme 

du'  -f-  2  [  «  +  -i/  (  t^  )]  dv\ 

Les  lignes  geodésiques  de  paramètre  v  sont  les  développées  des  lignes  de 
courbe  de  i:,.  On  obtient  ainsi  toutes  surfaces  Z,  dont  l'élément  linéaire  a  la 
forme  précédente. 

9.  Si  une  surface  est  telle  que  la  somme  des  rayons  de  courbure  principaux 
conserve  une  valeur  constante  le  long  d'une  ligne  de  courbure  de  l'un  des 
systèmes,  en  variant  une  loi  quelconque,  quand  on  passe  d'une  ligne  de  cour- 
bure à  une  autre  du  même  système,  le  carré  de  l'élément  linéaire  de  l'une  des 
nappes  de  la  développée  (celle  qui  correspond  à  ce  système  de  lignes  de  cour- 
bure) aura  la  forme 

du''  -+-  2  [  «<  -H  1^  (  t-"  )]  dv-. 

Toutes  les  surfaces  S,  jouissant  de  la  propriété  précédente,  satisfont  à  une 
même  équation  aux  dérivées  partielles  du  troisième  ordre. 

En  généralisant,  on  a  la  proposition  suivante  :  «  Si  une  sux'face  est  telle  que, 
le  long  d'une  ligne  de  courbure  de  l'un  des  systèmes,  les  rayons  de  courbure 
principaux  sont  liés  par  une  relation  d'involution,  dont  les  coefficients  varient 
suivant  une  loi  quelconque  quand  on  passe  d'une  ligne  de  courbure  à  une  autre 
du  même  système,  la  nappe  de  la  développée  qui  correspond  à  ce  système  de 
lignes  de  courbure  est  applicable  sur  une  surface  réglée,  de  telle  façon  que  les 
développées  des  lignes  de  courbure  précédentes  correspondent  aux  génératrices 
de  la  surface  réglée  ». 

Les  surfaces  dont  les  lignes  de  courbure  satisfont  à  la  condition  précédente 
vérifient  une  équation  au\  dérivées  partielles  du  quatrième  ordre. 
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Itl.  On    coniiiiil    seulement    (inel(|ues    eus    011    l'inLéi;r;il  i(ui    de   ré(|u;iliiiii   du 
deuxième  ordre 

O'-p  ^    -Vip) 

ds  às^        (  I  -)-  S5^,  j^ 

est  possible  :  si  <}(/')  =  o,  />  =f(s)  -i-  f„{sj,  les  surfaces  S,  sont  des  surfaces 
minima  ;  les  deux  nappes  de  la  développée  sont  applicables  l'une  sur  l'autre. 
Si  t^  (/>)=/;,  on  a 

/,  =  J^(i-(-55j+/(5)+/„(5j; 

les  surfaces  £  correspondantes  sont  applicables  sur  le  paraboloïdc  de  révolu- 
lion. 

■2J, 

Si  '^{p)  =  ap  -H  be"  ,  {"élément  linéaire  des  surfaces  £  peut  se  ramener  à  la 
fiirme  de  Liouville 

cIg-  =  du^ -h  2X11  -i-  av  -\-  be"  )  clv^ 
=  (  a  -  ?  )  (  "^  dx^  -  '^  d'y 


Si    ({y(^)  =  —  (  A- +  j)/''  et  qu'on    pose  aA' +  2  =  «î  (/« — i),  on  tombe   sur 
l'équation 

à'p    _  m(i—  m)p 
d:Ld^  (a—  fl)^      ^   '' 

Dans  ce  cas,  on  peut  obtenir,  par  des  quadratures,  toutes  les  surfaces  pour 
lesquelles  le  carré  de  l'élément  linéaire  possède  la  forme 


rfj-  =  chû-Jr m  {tu  —  i)    f/i% 


toutes  les  fois  que  m  est  entier.  Les  surfaces  £  correspondantes  (pour  /?i^3) 
ne  paraissent  pas  avoir  été  traitées  jusqu'à  présent. 

11.  Si  l'on  cherche  les  lignes  géodésiques  des  surfaces  précédentes  (qui  sont 
des  surfaces  spirales),  on  arrive  au  résultat  suivant. 
Les  lignes  géodésiques  de  l'élément  linéaire 

du-+ 2[u  —  {k +  ï)v-]dv- 

sont  représentées  par  les  formules 

z  désignant  une  variable  auxiliaire,  et  ^{z)  l'intégrale  générale  de  l'équation 

C'est  un  cas  particulier  de  l'équation  de  la  série  hypergéoniétrique;  on  sait 
trouver  l'intégrale  générale. 

(')   Voir  G.  Darboux,  Théorie  des  surfaces,  t.  II.  p.  54- 
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12.  TdiiIc  siir(;iro  spirille  iiy;iiil  (*z  pour  ;ixe  csl  cyraclcriséc  par  cclto  pro- 
priélé  :  Si  l'on  fait  lourncr  celle  surface  d'un  angle  (juclconque  autour  de  O:;, 
la  nouvelle  surface  est  liomolliélique  à  sa  position  primitive  par  rapport  à  un 
point  (le  l'axe  O^.  Si  l'on  choisit  ce  point  pour  origine,  on  obtient  lonlcs  les 
suifaccs  spirales,  considérées  comme  enveloppes  du  plan  mobile 

(I  —  a;"i),r  4-/(i-l-5i?).r-f-  (a  -f-  ?)-  -4-  (a  —  ?)/>  =  o, 

en  prenant  pour  p  une  fuiiclion  homogène  qucler)nque  de  a  et  de  [ï.  Si  le  degré 
d'homogénéité  est  zéro,  on  a  une  surface  de  révolution. 

Appliquons  ceci  aux  surfaces  S  définies  par  les  valeurs  de  p  satisfaisant  à 
{■(■■(]\ialion 

<)'P      ,    (2A--l-a)/7  _  ^ 

3 
Posons  -  =  t,  p  =  a'"'^(^).  on  est  conduit,  pour  (h-lcrmincr  9(/)  à  l'i-qua- 
a 

tion 

^i-0^'/{0  -(/•-i)('-0"?'(0-(2/.--»-^)?{0  =  '>, 

qui  n'est  encore  qu'un  cas  particulier  de  l'équation  de  Gauss. 

Supposons  qu'on  ait  obtenu  pour/?  une  solution  homogène  et  de  degré/'  en  a 
et  p,  les  équations  (a)  (n°  8)  déterminent  une  fonction  m,  homogène  et  de 
degré  2/-,  en  a  cl  ,3.  de  la  forme 

(.)  =  .«^''  V  (  ss^  ) , 

et  cette  solution  w  peut  cire  obtenue  sans  aucune  quadrature.  Le  plan 

X(s  +  sj  +  iY(5„—  s)  +  Z(5S„+  c)  —  w  =  o 

enveloppe  une  surface  spirale  l,,dont  la  développées  sera  également  une  sur- 
face spirale.  Les  surfaces  obtenues  dépendent  de  deux  constantes  arbitraires. 
Si  nous  faisons  'f(^)  =  (^  —  i)'"s  et  aA-f-  i  =  m{m —  i),  l'équation  diiïéren- 
lielle  précédente  devient 

^  (  I  —  t)z"  -^  [  I  —  /•  —  {->.  m  —  /■-!-  0  <]  ='  —  m  {m  —  r)z  =  o  ; 

une  des  intégrales  sera  ^  =  (i  —t)-"^  f('«.  i  —  /«,  i  —  r, j  et  se  réduit  à 

une  fraction  rationnelle^  quand  m  est  entier  quel  que  soit  /•. 

On  peut  donc  obtenir,  sous  forme  finie,  les  équations  d'une  infinité  simple 
de  surfaces  spirales  admettant  l'élément  linéaire 

fZs-  =  du'  + m  {m  —  i  )    dt-, 

toutes  les  fois  que  ni  est  entier. 

13.  Faisons  dans  les  équations  (a)  (n°  8)  le  changement  de  variables  5  =  a, 

s^  =  —  -,  (ù  =  ~,  puis  posons  (en  supposant  p  homogène  en  a  et  ,3) 

i  |j 


ûoi 


(àpV. 
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t)ii  Iromc  alors 

o/  on  ^^àu, 

2  /■  (  'i  /•  H-  I  )    "^    o  /•(■>/•_,)(  2  /•  4-  I  )  ' 

Tome  VI  ;  année  1892. 

S/oifJ/'  (A^.).  —  Sur  une  dusse  de  surfaces  niiniina.  (A,  1-12). 

I.  Soil  z  =  c,  IÏ'(iiiiitioii  (lu  [ilan  d'un  cercle  de  ra^on  R,  tî(^)  eL  ^{^)  étant 
<li'ii\  fonctions  satisfaisant  à  rc(iualion 


les  fornuiles 


-■>■=  /si)  -/*■<■'■'"■'■• 


-  =  ?+'. 

définissent   les  coordonnées   d'un    point  d'une   surface   mininia  passant  par  le 
cercle  considéré. 
En  posant 

'■?(s)  =  V</'  ^"^^        '-r'(''i)  =  V^^^'  sn'f,, 

on  a   ainsi  une  surface  cerclée  niiuinia,  duc  à   Riemann  {Œuvres  complètes, 

p.  3ii). 

II."  iM.   Stouff  cherche   à  satisfaire   à    l'équation  (i)   par  des  fonctions  plus 
simples  que  celles  de  Riemann. 
Soit 

,  —  o  '  T|  —  b 

k  aura  une  valeur  réelle,  extérieure  à  l'intervalle  /—  -i  H )•  W  est  déter- 
minée par  l'éfination 

2  A-  R  =  11'  e^"  +  rr-,  <?-'''. 
hl 

Elle  est  réelle.  S  étant  une  quantité  réelle  arbitraire,  on  aura 

c  ilVe^'^'R 

Cl  — ^^-7 — r +  fo, 

2  aO/'C'^'-— I 

c  oXT.'e^'^R 


a 


6  = 
b 


2        l-l''e-'"' — I 
c        2Vl''e''"'R 


2        X'X'-e'*--! 
,      c        aVV^e^KR 
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La  surface  niinima  pcul  se  rciircsciiler  par  les  équations 

A^    C  —  2«  +  è     ,-.  I       r,  —  ib' -h  a'       , 

X  -h  ly  =  —       — ;    = ; e"*' r-r-; ! C'"'', 

I       Ç  —  a  6  H-  a       .V       >>'^    T,  —  9.  a' -h  b'     ., 
•^  2 /.A-'  î;  —  «  -^A-  f.  —  b 

Le  plan  z  =  a  +  b'  =  a' -h  b  cou[)c  la  surface  sous  un  angle  constant. 
En  second  lieu,  posons 

G  (a  —  b)  <s(c  —  a  —  b) 
)J<3{c  —  b  —  b')  j(c  —  a  —  a') 

y  G' {a  — h)  fj'ia'  —  o') 

^U;-'>^(Ç_^)  e  ,        VU)  -  A  ^(,_^,^e 

a  —  b  —  a!  —  b' , 


y  G{c  —  a  —  a')  '  y  <s{c  —  a  —  a') 

où  \x  désigne  une  constante  arbitraire. 

La  surface  minima  est  alors  définie  par  les  formules 

•     __^    -'(a-b)^r,~-2a-^b)    ^-'-."rla-hl 
x  +  iy-      h-      ç(2a-26)c(î;  — 6)     ^ 


^  G'{a'—b')<s{-t\—-îb'-hn')    -ifï  '^,'",_^', 

>>"       C7(2a'— 2&')  cj(t,  —  rt') 

>>=      (T(2a  —  26)(t(!5  —  a) 

_  -ij.  ^Ha'-b')G(r^-2a'-^b')  J^ n  ^^J^^^ 
a(2a' — 26')ff(7i  —  b')  ' 


Le  plan  ^  =  c  coupe  la  surface  suivant  un  cercle;  il  n'en  est  pas  de  même, 
en  général,  des  autres  plans  parallèles  au  plan  des  xy,  mais  il  existe  entre 
leur  courbure  proprement  dite  et  leur  courbure  géodésique  une  relation 
linéaire. 

Le  plan  z  —  a  +  b' ^^  a' +  b  coupe  la  surface  sous  un  angle  constant,  et  il 
existe  des  plans  qui  donnent  des  sections  dont  le  rayon  de  courbure  géodésique 
est  constant. 

Legoux  {A.).  —  Sur  les  courbes  synchrones.  (B,  1-16). 

Soient 

X  =  f,{u,  a), 

y  =  /,(«',«) 

les  équations   d'une  famille  de  courbes,  u  désignant  le  paramètre  variable,  a 
une  constante  arbiti-aire.  Soit  es  la  fonction  des  forces,  on  a 

v==  'î-i{x,  y)  =  -î  r  (»,«)• 
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On  sti|i|)()SLMu  V  —  I)  |imir  x  =  y  =  o.  On  en  conclut 


"v/(f)Wf)' 


«^  V? 

l'oui-  ohionir  la  conihc  synchrone,  il  laiiilra  éliminer  a  el  u  entre  les  équa- 
tions 

r  =  /.(«,«), 

(^f    ,  (^>^    , 

—  du  -+-  -—  f/a  =  o. 

vu  0(1 

Exemple  I.  -  La  force  est  la  pesanteur,  l'axe  kx  est  dirigé  suivant  la  ver- 
ticale; les  lignes  A.M  sont  des  droites  passant  par  lorigine  (  Euleu,  Mécanique, 
l.  II,  p.  47) 

X  =  "%      y  =  «"',       »  =  v'^g'-i'- 

La  courbe  synchrone  est  x' -r  y'-'  =  - —  x 
■^  }. 

Exemple  II.  —  La  force  est  la  pesanteur,  les  courbes  AM  sont  des  cercles 
dont  récjualion  est 

J^-  -^  y-  —  2  a  y  =  o         (  Eulcr  ). 

Posons    V{u)  =—  /   —  — -;  les  équations  de  la  courbe  synchrone  sont 
J    ycosM 

^  ^    Igt'COSU  ^    2g-i;^(l  —  COSM) 

V'{u)     '         -^  F-(») 

Exemple  III.  —  La  force  est  encore  la  pesanteur  et  les  courbes  (AM)  sont 
lies  cycloïdes 

X  =    rt(l  —  COSit), 

y  =  a{u—  sin«). 
Les  équations  de  la  courbe  synchrone  sont 

I  —  cos«.  u  —  s,\nu 

On  a,  en  faisant  varier  t,  un  système  de  courbes  orthogonales  aux  cycloïdes. 
Dans  le  cas  des  forces  centrales,  supposons  ([ue  les  courbes  soient  des  cercles 
représentés  parles  équations 

X  ^  a  cos  u, 

y  z=  a(i  —  siuM). 

Soit  R  la  force  centrale  et  posons  H  =  A^/-. 

La  courbe  synchrone  est  alors  une  droite  passant  par  l'origine 

1'                 ,  ~         Il  . 
-    -=  lani;(  , ^   I  («  =  const.). 

Jiull.  des  Sciences  iiuilliém.,  ■>'  série,  t.  WIIL  (Août  i!^ii'|.)  K.i  • 
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Soit  H  =  A'r'",  alors 

m-i        .      />  "  du 


a 


A    f"  '-i^ ■ 


pour  m  =  —  I,  les  cqualions  des  courbes  synchrones  sont 

X  = _.   ces  M,        y  =  — ^~  (1  —  sm  m)- 

Al'  ' 


("-^)  A(a-f) 


r)'une  façon  générale  supposons  les  équations  des  courbes  (AM)  écrites  sous 
(il  fciriiie 

y  =  a/A")- 
Supposons  le  théorème  des  fonctions  exprimé  par  réi|nalion 

v^=.a"'//"r(j-)- 
Soit  enfin 


J  m^ 


La  courbe  synchrone  sera  dérmie  par  les  équations 

2 

L  <V2  J 

Cherchons  maintenant  les  courbes  synchrones  sur  les  surfaces.  Supposons 
chaque  point  de  la  surface  défini  par  l'intersection  de  deux  courbes  appartenant 
à  des  systèmes  orthogonaux  de  paramétres  7-  et  '!^. 

Soit  F(r,  t}/,  a)  =  o  une  équation  définissant  une  famille  de  courbes  tracées 
sur  la  surface  et  partant  d'un  point  de  la  surface;  supposons  que  ces  courbes 
soient  les  trajectoires  dun  point  matériel  soumis  à  des  forces  telles  qu'il  existe 
une  fonction  potentielle  -i. 

L'équation  des  courbes  synchrones  s'obtiendra  par  l'éliminalion  de  a  entre 

dt    ,         et    , 
!•  (/•,  6,  rt)  =  o  et  -—  dr  +  — -  da  =  o. 
^   '  '       '  dr  Oa 

Comme  application,  cherchons  les  courbes  synchrones  correspondant  à  «ne 
famille  de  courbes  géodésiques  tracées  sur  une  surface  de  révolution  à  partir 
d'un  point  donné,  parcourues  par  un  point  matériel  soumis  à  l'action  d'une 
force  donnée. 

Ici,  le  carré  de  rélémcut  linéaire  est  donné  par  la  formule 

ds-  =  du-  -1-  r-  f/i-. 
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/•  est  le  rayon  du  parallèle,  4'  l'angle  d'un  méridien  quelconque  avec  un  méri- 
dien pris  pour  origine,  u  la  longueur  d'arc  du   méridien,  w  étant  lié  à  r  par 
l'éciualion  u=/(r)  qui  défmit  la  inciiclicnne. 
L'équation  des  courbes  géodésiques  peut  s'écrire 

r^  r'—  a' 
Soit 


/rdu 


Les  courbes  synchrones  sont  délinics  par  une  équation   rcsultanl  de  l'élimina 

lion  de  a  entre  (  i)  et 

dt    ,         ùi 


-T-  dr  +  — -  da  =  o. 
or  Oa 


Exemple.  —  Soit 


A'r"' 
r' —  i<^=  /i%  ?  =  — T-j  ( /i  et  A  constant). 

La  surface  est  l'alysséide  de  Bour. 
Soit 

En  éliminant  a,  on  aura  l'équation  des  courbes  synchrones. 

Le  cas  m  =  i  n'est  pas  compris  dans  les  formules  générales;  t  est  alors  indé- 
pendant de  a,  9  une  constante. 

Les  formules  précédentes  s'appliquent  à  des  trajectoires  tracées  sur  toutes 
les  surfaces  applicables  sur  les  surfaces  de  révolution. 

Appell  [Paul).  —  Siii^  certaines  propriétés  d'une  position  d'équi- 
libre d'un  système.  (C,  i,6). 

Considérons  un  système  de  n  points  matériels  M,,  (j;,,  j',,^,), ...,  M,,,  {-c„,;)'„,^„), 
assujettis  à  des  liaisons  indépendantes  du  temps  et  sollicités,  M,  par  la  force 
P,,  (X,,  Y,,  Z,  )  ...,  M„  par  la  force  P„,  (X„,  Y„,Z„).  Supposons  qu'il  existe  pour 
ce  système  une  position  d'équilibi'c,  dans  laquelle  les  points  M,,  ...,  M„, 
occupent  les  positions  /n, (a,,  6,,  c,),  . . .,  m^,  {a„,  6„,  c„),  les  forces  correspon- 
dantes étant  />,,  (A,,  B,,  C,),  . . .,  /»„,  (  A„,  B„,  C„). 

I.  Marquons/?  points  fixes,  0,  sur  y?,,  ...,  0„  sur  p^^,  la  fonction 
S  = /?,  (  M,  O,  ) -h . . . -H /^„ (  M„  O  J , 

est  maximum  ou  minimum  dans  la  position  d'équilibre  considérée.  La  réci- 
proque n'est  pas  exacte  (^). 


(  '  )  Voir  Darboux,  Théorie  des  surfaces. 

(^)    Voir  Lagrange,  Mécanique  analytique.  Statique,  Section  I,  n°  18,  Sec- 
lion  III,  §  V]. 
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II.  IiiKigiiiuns  les  puinls  O,,   ...,  O,^  éloignés  indéliiiiiiiciiL  stir /;,,  ...,  /»,^,  la 
l'onclioa 


S  =  y  i(.V,.r,.-4-  l{,y.H-C,-,) 


sera,  cii   général,   iiuixiiiimn    ou  iiiiiiinuiiii   <laiis    la    posiliuii   d'équililirc  consi- 
dérée ('  ). 

III.  Prenons  sur  />,,  (/»,  O,)  =  -j^,   ...,  sur  /;„,  («'„0„)  =  ^' ?  /.    ('-lanl  une 

constanle  diirérenlc  de  zéro. 

Ici,  la  position  d"é(juilibri'  rciRJra  iiiaxiniuni  ou  iiiiniiiiuiii  la  (onclion 

T=-/.[(.M,0,)^  +  ...-^(M„Oj^]  (^). 

IV.  Si 

1  1 

(m,o,)  =  (-^y,    ...,    (,„„o,.)  =  (^"y, 

V  étant  une  constante,  la  fonction  qui  passe  par  un  maximum  ou  un  minimum  est 

R=-  -^  [(  M,  0,  )•'•*-■ -f-...-i-  (.M„0„  )■'+■]. 

Si  V  =  —  I,  il  faut  remplacer  R  par 

R  =  — A-log(M,0,)...(lM„0„). 

V.  Toutes  les  propositions  précédentes  sont  des  cas  particuliers  de  la  sui- 
vante :  formons  une  fonction  U  de  x^,  y^,  z^,   ....  a:„,  }\,  -„,  telle  que 

-—  =  A;,         — -  =  B„  --  =  C,  («  =  J, n). 

da-  '  ôb-  ôc- 

Le  même  système  sollicité  par  des  forces  P',,  ...,  P„  dérivant  de  la  fonction 
des  forces  U  sera  encore  en  équilibre  dans  la  position  /»,,  ...,  /?«„,  puis- 
qu'alors  F'  et  y>,,  ...,  P'ft  et /?„  coïncident.  Donc  la  variation  de  U  s'annule 
pour  la  position  d'équilibre. 

Des  remarques  analogues  peuvent  être  faites  au  sujet  du  principe  de  la 
moindre  action,  et  du  principe  d'Hamilton,  pour  un  mouvement  déterminé  du 
système,  correspondant  à  des  conditions  initiales  déterminées.  On  obtient  alors 
des  intégrales  définies  devenant  maxima  ou  minima  pour  ce  mouvement  déter- 
miné. 

Kœnigs  [G.).  —  La  Géométrie  réglée  et  ses  a|)|»lications.  Elude 
bibliographique  [siiile)  (•'). 

Chapitre  III.  —  Soit  u  un   paramètre    fixant   la  position  d'un   point  AI  sur 


(  ')  IMoBins,  Trailé  de  Statique. 

(')  \q>\v  Mécanique  analytique  de  Lai^range,  3"  édition,  par  M.  J.  Bi;t!TU.\ND, 
t.  II,  Note  IX. 

(')   Voir  le  Bulletin,  2'  série,  t.  XV'II,  septembre  i^y>,  p.   ijo. 
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la  (huile  .r  tl'iinc  taçon  ti-llc  qu'à  cliaqiic  point  M  réponde  une  seule  valeur 
(le  M,  et  inversement.  Soit  de  même  t  un  païamclic  fixant  la  position  d'un 
plan  Tc  mené  par  x.  Une  relation  entre  u  et  t 

fait  se  correspondre  suivant  une  certaine  loi  les  points  et  les  plans  de  x.Si  f 
est  de  degré  m  en  u,  [a  en  t,  on  dira  que  celte  correspondance  est  de  la  classe  [x, 
et  du  degré  m;  pour  m  =  [x  =  i,  on  retrouve  les  corrélations  dont  il  a  parlé 
déjà  (•). 

Appelons  couple  d'une  correspondance  le  système  d'un  point  M  et  du  plan  -k 
correspondant  :  deux  correspondances  de  degrés  ni  et  m',  et  de  classes  jj.  et  \i.' 
ont,  en  général,  ^ni'-^ni\i.'  couples  communs. 

Étant  donnés,  sur  une  droite  deux  couples  (M,  it),  (M',  tc')  les  couples 
(M,  -'),  (M',!:)  s'appelleront  couples  inverses  des  premiers. 

Considérons  sur  une  droite  x  deux  corrélations  homographiques,  II  et  IF, 
ayant  pour  couples  communs  (F,  ^),  (F',  4>'). 

Si  un  plan  Tt  tourne  autour  de  x^  les  homologues  0  et  O'  de  x  dans  ces  deux 
corrélations  se  coi-respondcnt  liomograpliiquement  et  F  et  F'  sont  les  points 
doubles  de  cette  homographie. 

Le  rapport  anharmonique  (0,  O',  F,  F')  =  k  est  constant. 

De  même,  si  un  point  O  se  meut  sur  x,  ses  plans  correspondants  t:  et  ir'  dé- 
crivent deux  faisceaux  homographiques  dont  <t>  et  <I>'  sont  les  plans  doubles. 
Le  rapport  anharmonique  (z,  -',  4>,  <P')  =  A^  est  constant.  De  plus,  on  a  k^  =  k. 
k  s'appellera   le  rapport  anharmonique  des  deux  corrélations.  Si  l'on  pose 

V  = hk,  V  s'appellera  l'angle  des  deux  corrélations. 

2  \J —  I 

Comme  application  immédiate,  deux  surfaces  réglées  telles  que  les  plans 
tangents  communs  passant  par  une  génératrice  commune  soient  les  plans  iso- 
tropes issus  de  cette  droite  se  couperont  sous  un  angle  constant  en  tous  les 
points  de  cette  génératrice  commune. 

Si  l'on  a  k=  —  i,  on  dira  que  les  deux  corrélations  sont  en  involution. 
Soient  (M,  -)  et  (M',  tt')  deux  couples  de  II.  Si  H'  et  H  sont  en  involution,  les 
couples  inverses  (M,  tt'),  (M',  x)  appartiennent  à  H'.  Inversement,  si  H'  admet 
les  deux  couples  inverses  de  deux  couples  de  H,  H  et  H'  sont  en  involution. 

Soit 

aut  -\-  bu  -\-  et  +  e  =  o 
l'équation  de  H; 

a'  ut  -h  b'  u  -r-  c'  t  -i-  e'  =  o 
celle  de  H'. 

Posons  6  (a,  b,  c,e)  —  bc  —  ae,  la  condition  d'involution  est 

(99        ,,d^         ,  (96         ,  c)6 

a'  -, 1-6-7  -t-  c-^  +  e  —  =  o. 

da  ôb  oc  de 

Les  corrélations  pour  lesquelles  on  a  bc  —  ae  =  o  sei'ont  dites  singulières. 
Leur  équation  s'écrit  {at  -\-  b)  {au  +  c)  =  o. 

Il  existe  dans  une  corrélation  singulière  un  couple  particulier,  le  couple 
(0,7:),  dit  couple  singulier  jouissant  de  la  propriété  suivante  :  les  couples  de 


(  ')  Voir  loc.  cit.,  p.   i5j 
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la  cori't'liilion  s'oluicnncnt  on  associant  au  point  O  un  jilan  (juclroiiipic  rie  la 
droite,  ou  en  associant  au  plan  tt  un  point  quelconque  de  la  môme  droite. 

Une  corrélation  homoi;rapliique  H  est  en  involution  avec  un  autre  Jl',  H' 
étant  singulière,  lorsque  le  couple  singulier  de  II'  appartient  à  H. 

Deux  corrélations  singulières  seront  dites  en  involution  si  leurs  couples  sin- 
guliers ont  en  commun  soit  le  point,  soit  le  plan. 

Si  deux  corrélations  H  et  II,  ont  en  commun  deux  couples,  toute  corréla- 
tion II',  en  involution  a^ec  II  et  H„  contient  les  couples  inverses  des  deux  pre- 
miers, et  réciproquement,  toute  corrélation  qui  contient  ces  couples  inverses 
est  en  involution  avec  H  et  II,. 

Le  fait  suivant  domine  la  théorie  des  systèmes  décomplexes  linéaires  :  Deux 
complexes  linéaires  ont  généralement  en  commun  un  couple  de  droites  con- 
juguées. 

Soient 

A  =  Sa-x,  =  o, 

B  =  26,;r,  =o 

les  équations  des  deux  complexes.  Posons  c,  =  aa,-f-  ^i,,  C  =  -c,.r,  =  o,  enfin 

a=  a(a)  -+-  2a;5  fl(«,  6)  4-  ?'  a  (6;  =  o. 

On  a  ainsi  deux  complexes  spéciaux  C  dont  les  axes  forment  le  couple  des 
dioites  conjuguées  commun  à  A  et  à  B. 

Considérons  tous  les  complexes  linéaires  compris  dans  l'équation 

>L  A  -t-  (iB  =0. 

Nous  dirons  qu'ils  forment  un  système  à  deux  termes.  Tous  les  complexes 
d'un  système  à  deux  termes  (A,  B)  ont  en  commun  un  couple  de  droites  con- 
juguées, qui  sont  les  axes  des  deux  complexes  spéciaux  du  système. 

On  appelle  congruence  linéaire  l'ensemble  des  droites  communes  à  deux 
complexes  linéaires.  Elle  est  composée  des  droites  qui  rencontrent  les  droites 
du  couple  conjugué  commun  aux  deux  complexes.  Ces  droites  s'appellent  les 
directrices  de  la  congruence.  Une  congruence  linéaire  est  du  premier  ordre  et 
de  la  première  classe.  Deux  complexes  linéaires  ont  en  outre  en  commun  une 
infinité  de  faisceaux  plans  que  l'on  engendre  en  associant  à  un  plan  II,  mené 
ar  une  directrice  de  la  congruence,  le  point  F  où  ce  plan  coupe  l'autre  direc- 
trice. 

Lorsque  l'équation 

a=a(a)-l-2a3a(a,  6)-(-?-2(<5')  =  o 

a  une  racine  double,  et  n'est  pas  une  identité,  le  système  (  A,  B)  à  deux  termes 
contient  un  complexe  spécial  unique  et  la  directrice  de  ce  complexe  spécial 
est  une  droite  commune  à  tous  les  complexes  du  système. 

Tous  les  complexes  du  système  (A,  B)  déterminent  sur  cette  droite  qui  leur 
est  commune  la  même  corrélation  normale.  La  congruence  linéaire  des 
droites  communes  aux  deux  complexes  A  et  B  est  définie  comme  il  suit:  pour 
qu'une  droite  A  fasse  partie  de  la  congruence,  il  faut  et  il  suffit  :  i"  qu'elle 
coupe  la  directi'ice  z;  2°  que  le  plan  (^,  A)  et  le  point  (.s,  A)  soient  deux  élé- 
ments correspondants  d'une  corrélation  homographique  connue,  a  priori,  sur 
la  droite  z. 
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C'est  l;i  cimf;riicnre  (|iic  l'on  ol)licnl  en  prenant  les  Uingenlcs  à  imo  iUKulnque 
au\  dillY-icnls  poinls  d'une  génératrice  de  cette  quadriquc. 

Lorsque  tous  les  complexes  d'un  système  à  deux  termes  sont  spéciaux,  leurs 
directrices  forment  un  faisceau  plan.  La  congrnence  commune  à  ces  complexes 
se  décompose  en  deux  hyperfaisccaux  :  l'un  est  l'ensemble  des  droites  du  plan  des 
directrices,  l'autre  est  la  gerbe  des  droites  issues  du  point  de  rencontre  des 
directrices.  Celte  congruence  dégénérée  a  une  infinité  de  directrices  formant 
un  faisceau  (A,  a).  La  corrélation  définie  sur  chaque  droite  de  ce  faisceau  sera 
singulière,  (A,  a)  en  sera  le  couple  singulier. 

L'expression  *(a|6)  =  Q(a)  a  (6)  —  [Û(al6)]'  est  un  invariant  et  un 
combinant;  un  invariant,  parce  que,  si  l'on  efTectue  une  transformation  linéaire 
des  variables  x-,  il  se  reproduit  multiplié  par  une  certaine  puissance  (la  4°)  d» 
déterminant  de  la  substitution;  un  combinant  parce  que,  si  l'on  remplace  les 
deux  équations  A  =  o,  B  =  o  par  XA  +  [xB  =  o,  V \  +  !x'B  =  o,  il  se  reproduit 
multiplié  par  ()>ijl' — JJ-X' )^ 

Soient  quatre  complexes  du  système  A  +  AB  =  o,  obtenus  en  prenant 
A=a,  p,Y,  0,  et  A  une  droite  quelconque  de  la  congruence  commune,  les  pôles 
dans  les  quatre  complexes  d'un  plan  passant  par  A  ont  un  rapport  anharmo- 
nique  égal  à  (a,  p,  y,  S),  constant,  par  conséquent,  quand  le  plan  tourne  autour 
de  A,  et  quand  A  se  déplace  dans  la  congruence;  de  même  les  plans  polaires 
d'un  point  quelconque  pris  sur  A  dans  les  quatre  complexes  forment  un  faisceau 
dont  le  rapport  anharmonique  est  (a,  p,  y,  ô). 

Ces  deux  théorèmes  subsistent  si  les  deux  directrices  de  la  congruence 
viennent  à  coïncider,  ou  si  tous  les  complexes  du  système  deviennent  spéciaux, 
le  rapport  anharmonique  étant  alors  égal  à  celui  des  quatre  directrices  des 
quatre  complexes  a,  j3,  y,  6. 

Revenons  à  l'hypothèse  où  les  deux  directrices  de  la  congruence  sont 
distinctes.  Deux  complexes  A  -f-pB=  o,  A-H  p'B  =  o  étant  donnés,  adjoignons- 
leur  les  complexes  spéciaux  du  système,  A  +  AB  =  o,  A  +  A'B  =  o. 

Soit  A  une  droite  de  la  congruence;  elle  coupe  en  deux  points  F  et  F'  les 
directrices  *  et  z' ,  et  détermine  avec  z  et  z'  deux  plans  4>  et  fp'.  Un  plan  n 
passant  par  A  a  pour  pôles  P.,  P,y,  F  et  F'  dans  les  quatre  complexes  et  l'on  a 

(P,,  F,.,  F,  F')=(?,  p',A-,A'). 
Un  point  P  sur  A  a  pour  plans  polaires  11^,  II,/,  <I>  et  <!>',  et 

(11,^,  ll/,<l>,  <!>')  =  (p,  p'.  A,  A')  =  ô; 
de  plus 

£+1  _  pp'Q(^)-r-(p  -i-  p')n(a,6)  +  Q(«). 

£  —  1  (p'—  p)  v'—  *(«,  ^) 

Si  nous  faisons  p  =  o.  p' =  x, 


î  est  le  rapport  anharmonique  des  deux  corrélations  normales  des  com- 
idexes  A  et  B  suivant  une  quelconque  de  leurs  droites  communes.  M.  Klein 
appelle  angle  des  deux  complexes  l'angle  de  ces  deux  corrélations  normales. 
Q.(a,b) 
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Si  V=  -»  les  corréhilidiis  normales  sont  en  involuiion,  el  les  deux  com- 
plexes sonl  (lits  en  i/wn/ii/ion ,  ou  orthngonaux ;  iiims  il(a,  b)  =  o. 

L'équation  il{a,  b)^=  o  sera  la  condition  pour  que  deux  complexes  A  et  B 
soient  en  involuiion,  même  si  l'un  est  spécial  ou  tous  les  deux.  Un  complexe 
spécial  est  en  involuiion  avec  tous  les  complexes  qui  contiennent  sa  directrice, 
el  réciproquement.  Pour  que  deux  complexes  spéciaux  soient  en  involuiion, 
il  faut  et  il  suffit  que  leurs  directrices  se  renconlrcnl. 

Lorsque  deux  complexes  linéaires  sonl  en  involuiion,  chacun  d'eux  est  son 
propre  polaire  réciproque  par  rapport  à  l'autre. 

X.V-h  ;j.n  =  0  étant  l'équation  d'un  système  à  deux  termes,  on  conçoit  de 
même  rexistcncc  de  systèmes  à  3,  4  el  5  termes  définis  par  les  équations 

X  A  -I-  ]JL  B  -I-  V  C  =  o, 

).  A  +  |i  B  -I-  V  C  -4-  p  D  =  o, 

X  A  +  ]x  ii  -(-  V  C  -4-  p  D  +  a  E  =  o. 

Si  les  six  complexes  linéaires  A,  B,  C,  D,  E,  F  ne  font  pas  partie  d'un  système 
à  I,  2,  3,  4  ou  5  termes,  l'équation  de  tout  complexe  linéaire  peut  recevoir  la 
forme 

■X  A  -t-  ij.  B  -f-  V  C  -f-  pT)  -+-  a  E  4-  T I-"  =  o. 

Les  complexes  linéaires  qui  sont  en  involuiion  avec  tous  ceux  d'un  système 
à  p  termes  forment  eux-mêmes  un  système  à  6 — p  termes;  ces  deux  systèmes 
seront  dits  complémentaires.  En  particulier,  les  complexes  d'un  système  à 
5  termes  sont  orthogonaux  à  un  complexe  linéaire  fixe. 

Soient  S  et  2„  deux  systèmes  complémenlaires  à  /5  et  à  6~p  termes 
(i  </>  <  6)  :  les  directrices  des  complexes  spéciaux  de  l'un  des  deux  systèmes 
sont  les  droites  communes  aux  complexes  du  système  complémentaire;  et  les 
droites  communes  aux  complexes  de  l'un  des  sy^stèuies  coupent  toutes  les  droites 
communes  aux  complexes  de  l'autre  système. 

Soient  A,  B,  C  trois  complexes  ne  faisant  pas  partie  d'un  système  à  2  termes. 

Posons 

£l{a)       9.{a,b)     Q{a,c)  \ 

n-{a,b,c)=      Q{b,a)       Çi(b)       9.{b,c)l 

Q(c,a)     9.(c,  b)       Q(c)     | 

W  est  un  invariant  et  un  combinant  (comme  <ï>). 

Si  W  n'est  pas  nul,  les  droites  communes  à  tous  les  complexes  du  système 
à  3  termes  S, 

À  A  +  [xB  -I-  vC  =  o, 

forment  l'un  des  systèmes  Q„  de  génératrices  d'une  quadrique  dont  l'autre 
système  Q  est  formé,  des  directrices  des  complexes  spéciaux  de  ce  système  à 
3  termes. 

On  peut  dire  que  Q^,  el  Q  forment  deux  demi-quadrigues  complémentaires. 

Le  système  à  3  termes  S^  complémentaire  de  2  admet  la  denii-quadrique  Q„ 
comme  lieu  des  directrices  de  ses  complexes  spéciaux,  tandis  que  les  droites 
communes  à  tous  ses  complexes  forment  la  demi-quadrique  Q. 

Si  le  déterminant  W  est  nul,  sans  que  tous  ses  premiers  mineurs  soient  nuls, 
les  complexes  A,  B  et  C  peuvent  être  considérés  comme  spéciaux  tous  les  trois; 
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la  dircclricc  Af.  de  C  coupe  les  deux  diieeirices  A.\,  Ah,  celles-ci  ne  se  coupent 

pas. 

Soient 

I'  et  1"  les  points  (  Ac,  A.v),  (  Ac..  Aii), 

<l>  et  •!>'  les  plans    (Ac,  Aa),  (Ac,  An). 

Les  droites  communes  à  tous  les  complexes  du  système  à  trois  termes 
(A,B,C)  sont  celles  des  deu.v  faisceaux  plans  (F,4>'),  (F',*)-  On  a  ainsi  un 
nouveau  mode  de  dégénérescence  d'une  quadrique  digne  de  remarque. 

Si  tous  les  premiers  mineurs  de  ^"  sont  nuls,  on  peut  regarder  les  com- 
plexes A  et  B  comme  spéciaux,  C  n'étant  pas  spécial,  mais  contenant  les  direc- 
trices de  .\  et  de  B,  qui  se  rencontrent  en  F  et  déterminent  un  plan  *.  Les 
droites  communes  aux  trois  complexes  A,  B,  C  sont  celles  du  faisceau  (F,  <t>), 
les  droites  du  faisceau  (  F,  4>)  sont  aussi  les  directrices  des  complexes  spéciaux 
du  système  (A,  B,  C),ou  du  système  complémentaire,  ou  les  droites  communes 
aux  complexes  du  système  complémentaire. 

Si  ^"  est  identiquement  nul,  tous  les  complexes  du  système  S,  (A,  B,  C)  sont 
spéciaux,  leurs  directrices  forment  un  hyperfaisceau.  Les  droites  de  cet  hyper- 
faisceau  sont  les  seules  qui  soient  communes  à  tous  les  complexes  du  système, 
S  coïncide  avec  son  complémentaire.  On  voit  que  les  complexes  d'un  système 
à  3  tei-mes  peuvent  avoir  en  commun  une  congruence  de  droites,  sans  que 
pourtant  il  existe  entre  trois  quelconques  de  ces  complexes  une  relation  linéaire. 

Soit  maintenant  £  un  système  à  4  termes  (A,  B,  C,  D);  le  système  complé- 
mentaire £,  est  à  deux  termes. 

Le  discriminant  D  de  la  forme  a{al -h  bix  +  cp -h  d^.i)  est  un  invariant  et 
un  combinant.  S'il  est  différent  de  zéro,  tous  les  complexes  de  S  ont  deux  droites 
communes,  savoir  les  directrices  de  la  congruence  formée  par  les  axes  des 
complexes  spéciaux  de  S.  Si  D  est  nul  sans  que  tous  ses  premiers  mineurs  le 
soient,  la  congruence  des  directrices  des  complexes  spéciaux  est  singulière. 

Sr  tous  les  premiers  mineurs  de  D  sont  nuls,  les  complexes  de  S  ont  en 
commun  un  faisceau  de  droites.  La  forme  Q.  ne  peut  ni  se  réduire  à  un  carré 
parfait,  ni  s'évanouir  identiquement. 

En  général  cinq  complexes  n'ont  pas  de  droites  communes,  à  moins  que  le 
complexe  complémentaire  ne  soit  spécial,  auquel  cas  sa  directrice  est  commune 
aux  cinq  complexes. 

Il  y  a  encore  pour  les  systèmes  à  5  termes  un  invariant  combinant,  qui  s'an- 
nule lorsque  le  complexe  complémentaire  est  spécial. 

Tout  complexe  qui  contient  le",  droites  de  p  complexes  A,,  . . .,  A  d'un  sys- 
tème à  p  termes  fait  partie  du  système  à  p  termes 

Chapitre  IV.  —  Supposons  qu'une  droite  x  dépende  d'un  paramètre  t  et  en- 
gendre une  surface  gauche.  L'ensemble  des  tangentes  à  la  surface  en  tous  les 
points  de  la  génératrice  x  constitue  une  congruence  linéaire  singulière  :  tous 
les  complexes  linéaires  qui  la  contiennent  définissent  sur  x  la  même  corréla- 
tion normale,  la  corrélation  de  Chaslcs.  Ils  forment  un  système  à  deux  termes 
représenté  par  l'équation 

tji{\x  -+-  \i-x' ,  y)  =  u, 

dr 

où  .r'=       -,  vêtant  la  droite  courante.  Ce  système  à  fleux  termes  ne  contient 

dt     -^ 

qu'un  conipicxc  spécial,  coriespondaiit  à  a  =  o. 
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La  conp;tMicnr.o  linéiiirc  allaclicc  à  la  fn'-nérnl.\\c.c  x,  ol  celle  allacliée  à  la  g(5- 
néralvice  inlinimenl  voisine,  ont  en  coiiiiiuiii  mie  (leirii-<|iia(lriqiic  O,  dd-fiiiic 
par  les  équations 


Vdh){x)                              X^  l)h)  (  .T  )  x^  i)(>>(x   ) 

— ; y.  =  0,  > y:=n,  >    — ^„  — 

^^        (IX.  Jkmà  OX,         -^   '  i,^         UX  : 


Une  droite  quelconque  y  de  celle  demi-quadrique  coupe  3  droites  consécu- 
tives de  la  surface  ijauchc;  cette  dcmi-quadi-ique  est  donc  constituée  par  un 
système  de  génératrices  de  l'Iiyperboloïde  oscillateur  de  la  surface. 

On  dit  qu'un  complexe  linéaire  a  un  contact  du  y)'*">"  ordre  avec  une  sur- 
face réglée  donnée  s'il  contient  { p  +  i)  génératrices  consécutives  de  la  surface. 
Les  complexes  tangents  constituent  un  système  à  4  termes  complémentaires  du 
système  à  2  termes  représenté  par  l'équation 

(ij  (  X  J7  -f-  ;j.  x',  y)  =0. 

Les  complexes  qui  ont  avec  la  surface  un  contact  du  second  ordre  consti- 
tuent un  système  à  3  termes  et  ont  en  commun  la  demi-quadrique  Q„  complé- 
mentaire de  la  demi-quadrique  Q,  c'est-à  dire  les  génératrices  de  l'hyperboloïdc 
osculateur  de  même  système  que  x. 

Les  complexes  qui  ont  avec  la  surface  un  contact  du  troisième  ordre  consti- 
tuent un  système  à  2  termes.  Les  directrices  A  et  A'  des  complexes  spéciaux  de 
ce  système  coupent  4  génératrices  consécutives  de  la  surface,  elles  ont  un  con- 
tact du  troisième  ordre  avec  la  surface,  chacune  en  un  point  de  a;  :  ce  sont 
deux  génératrices  communes  aux  deux  hyperboloïdes  osculaleurs  suivant  les 
génératrices  x  &l  x  --r-  dx. 

Si  les  génératrices  de  la  surface  gauche  ne  font  pas  partie  d'une  congruence 
linéaire,  il  existe  un  complexe  osculateur  (contenant  5  génératrices  consécu- 
tives). 

Deux  complexes  osculateurs  consécutifs  ont  pour  directrices  de  leur  con- 
gruence commune  les  droites  A  et  A';  trois  complexes  osculateurs  consécutifs 
ont  en  commun  la  demi-quadrique  Q^;  quatre  complexes  osculateurs  consécutifs 
ont  en  commun  deux  droites  infiniment  voisines  de  x,  d'où  il  suit  qu'un  com- 
plexe linéaire  dépendant  d'un  paramètre  n'est  pas  toujours  osculateur  à  une 
sui'face  réglée. 

Dans  l'hypothèse  w(j:')  =  o,  les  complexes  hi{\x  -\-  \3.x' ,  y)  =  o  sont  tous 
spéciaux;  les  droites  x  et  x'  se  coupent  en  un  point  o  et  ont  en  commun  un 
plan  TT.  La  congruence  des  droites  qui  rencontrent  les  di'oites  x,  x -\- x'  dt  se 
décompose  dans  l'ensemble  des  droites  du  plan  x  et  l'ensemble  des  droites 
issues  de  o. 

La  rencontre  des  droites  x,  x -r  x'  dt  a  lieu  au  quatrième  ordre  près. 

La  série  sera  en  général  formée  des  tangentes  d'une  courbe  gauche,  o  étant 
le  point  de  contact  de  la  courbe  avec  x,  t:  le  plan  osculateur. 

Pour  que  la  série  réglée  se  compose  des  génératrices  d'un  cône  ou  des  tan- 
gentes à  une  courbe  plane,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait  (si{x")^o. 

Comme  application  de  ce  qui  précède,  on  démontre  aisément  que,  si  les  tan- 
gentes d'une  courbe  appartiennent  à  un  complexe  linéaire,  le  plan  osculateur  t:, 
en  un  point  o  de  la  courbe,  est  le  plan  polaire  de  ce  plan,  dans  le  complexe. 

Soient  (o,  -)  un  faisceau  quelconque,  et  a,  b  deux  droites  de  ce  faisceau,  dé- 
pendant d'un  paramètre  t.  En  général  la  tangente  D  au  lieu  du  point  o  n'est 
pas  dans  le  plan  ~,  et  la  caractéristique  A  du  plan  —  ne  passe  pas  par  o.  Pour 
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qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  cl  il  suffit  qu'on  ait  m(o,  b' )  =  o.  \.\i\tc\on'i  bdiulcau 
le  système   de  faisceaux    plans  ainsi   dcfinis.   Les  droites  I)   et  A  sont  données 

pur  l'expression  \a  +  \i.h,  où  -  est  fourni  par  l'équation 

w  (a'  ))v^  -(-  2  w(f/',  b'  )\\x  -+-  w  (&')  ix^  =  o. 

Si  les  droites  D  et  A  coïncident,  le  faisceau  (o,  -)  est  le  faisceau  osculateur 
de  la  courbe  lieu  du  point  o. 

Comme  cas  plus  particuliers,  il  y  a  celui  où  la  droite  a  est  fixe,  le  point  o 
et  le  plan  it  étant  deux  éléments  correspondants  d'une  corrélation  sur  a;  enfin 
celui  où  le  point  o  est  fixe,  ou  bien  le  plan  tt. 

Dans  le  cas  où  les  faisceaux  plans  dépendent  de  plusieurs  paramètres,  s'il 
n'existe  qu'une  relation  entre  les  coordonnées  du  point  o,  le  système  des  fais- 
ceaux (o,  Tï)  est  constitué  par  les  points  d'une  surface  et  le  plan  tangent  en 
chacun  de  ces  points.  S'il  y  a  deux  relations  entre  les  coordonnées  du  point  o, 
nous  aurons  l'ensemble  des  faisceaux  obtenus  en  associant  à  chaque  point  d'une 
courbe  un  plan  tangent  quelconque  à  la  courbe  en  ce  point. 

Avec  trois  relations,  le  point  o  est  fixe  et  le  plan  -  mobile  arbitrairement 
autour  de  ce  point. 

Une  surface  développable  donne  des  faisceaux  dans  lesquels  le  plan  ne  dé- 
pend que  d'un  paramètre.  Le  plan  fournit  des  faisceaux  dans  lesquels  le  plan  est 
fixe,  et  le  point  o  quelconque  dans  le  plan. 

Enfin  citons  les  faisceaux  appartenant  à  une  droite. 

Dans  tous  ces  cas,  on  aura 

co  (  b,  da)  =  o. 

Soit  le  complexe  de  droites 

/(.r,,  ...,xj=f(x)  =  o; 

X  -étant  une   droite   du   complexe,  on  donne  le  nom  de  complexes  linéaires 
tangents  aux  complexes  du  système  à  deux  termes 

r)f  à<D   \ 

— — r  'j-  —  )  y=  0- 

OX-  (^-^iJ 

Il  n'y  a  qu'un  complexe  spécial  tangent,  celui  qui  a  x  pour  directrice. 

Tous  les  complexes  linéaires  tangents  définissent  sur  x  la  même  corrélation 
normale,  que  l'on  appelle  corrélation  normale  du  complexe  fi  x  )  =  o  sur  sa 
droite  x. 

Si  les  tangentes  x  d'une  courbe  font  partie  d'un  complexe  f{x)  =  o,  le 
faisceau  osculateur  de  la  courbe  appartient  à  la  corrélation  normale  du  com- 
plexe/=o  sur  la  droite  ,r.  Ainsi,  si  l'on  fait  passer  un  plan -û  par  une  droite  57 
d'un  complexe,  la  courbe  enveloppe  du  complexe  relative  au  plan  tu  est  tou- 
chée par  la  droite  x  en  un  point  o;  le  point  o  et  le  plan  —  se  correspondent 
dans  la  corrélation  normale  du  complexe.  Pareillement,  si  l'on  prend  un 
point  o  sur  une  droite  x  d'un  complexe,  le  cône  du  complexe  (|ui  a  le  point  o 
pour  sommet  est  tangent  le  long  de  x  à  un  plan  t:  homologue  de  o  dans  la 
corrélation  normale. 

Plus  généralement,  si  l'on  considère  la  corrélation  de  Cliaslcs  d'une  surface 
réglée  d'un  complexe  relative  à  une  de  ses  droites  x,  cette  corrélation  est  en 
in  vol  iilion  avec  la  corrélation  normale  du  rtimplexc  relative  à  x. 
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.M.  Kcenigs  a|ipcllc  faisceaux  plans  d'un  coiiiploxc  f(x)  —  o  Ions  les 
faisceaux  plans  (  o,  t)  donl  le  point  cl  le  plan  sonl  des  cléments  correspon- 
dants de  la  corrélation  normale  du  complexe  sur  une  droite  x  du  complexe  : 
les  plans  tz  des  faisceaux  du  complexe  dont  le  point  o  est  donné  enveloppent 
le  cône  du  complexe  qui  a  pour  sommet  ce  point,  et  le  lieu  des  points  o  des 
faisceaux  d'un  complexe  dont  le  plan  est  donné  est  la  courbe  enveloppe  des 
droites  du  complexe  relative  à  ce  plan. 

L'expression  il  (  ,-j^  )  «-'sl  "'i  invariant  diiïércnliol  du  ronipicxe /(  o-)  =  o.  On 
appelle  droite  singuliire  du  coni|)lcxc  toute  droite  pour  hif|uclle  l'inva- 
riant ^  yl^j  est  nul.  Les  complexes  tangents  suivant  une  droite  singulière 
sont  tous  spéciaux;  leurs  directrices  forment  un  faisceau  plan  (o, -)  :  la  corré- 
lation normale  de  la  droite  singulière  sera  singulière;  toute  surface  réglée  non 
développable  contenue  dans  le  complexe  et  passant  par  la  droite  singulière  x 
devra  toucher  en  o  le  plan  ti.  Toute  surface  développable  du  complexe  passant 
par  la  droite  x  devra  ou  bien  admettre  o  sur  son  arèle  de  rebroussemcnt,  ou 
bien  toucher  le  plan  -ii. 

On  doit  à  M.  Fasch  le  théorème  suivant  :  «  Les  faisceaux  plans  (o,  ir)  alfé- 
rcnts  a  toutes  les  droites  singulières  du  complexe  ont  une  enveloppe  que  l'on 
appelle  surface  de  singularités.  Toute  surface  réglée  du  complexe  touche  gé- 
néralement la  surface  de  singularités  en  un  certain  nombre  de  points.  » 

Si,  pour  un  complexe  de  droites,  on  a 


(S)-» 


identiquement,  ou  en  vertu  de  /  =  o.  w  =  o,  les  droites  du  complexe  ont  une 
enveloppe,  c'est-à-dire  touchent  une  surface  fixe,  non  développable  ou  dévelop- 
pable, ou  bien  coupent  une  courbe  fixe. 

Rappelons  les  principales  propriétés  des  congruences  de  droites.  Les  droites 
d'une  congruence  sont  généralement  tangentes  à  deux  surfaces.  Dans  certains 
cas,  ces  surfaces  peuvent  se  réduire  à  des  courbes,  ou  coïncider. 

Soit  une  congruence  commune  à  deux  complexes  A  et  B.  Les  corrélations 
normales  Ha,  Hb  des  complexes  A  et  B  sur  la  droite  x,  ont  en  commun 
deux  couples  (F,  4>'),  (F',*);  les  couples  inverses  (F,4>),  (F',*')  s'appellent 
couples  focaux,  F  et  F'  sont  les  foyers,  *  et  *'  les  plans  focaux  de  la  droite  x. 
Les  points  F  et  F'  décrivent  respectivement  deux  surfaces  S  et  S',  que  l'on 
appelle  les  surfaces  focales.  Ces  surfaces  peuvent  se  réduire  à  des  courbes. 
Toute  surface  réglée  de  la  congruence  qui  passe  par  x  louche  en  F  le  plan  *, 
et  en  F'  le  plan  <I>'.  Par  chaque  droite  x  de  la  congruence,  il  passe  deux  déve- 
loppables  de  la  congruence,  et  les  faisceaux  osculateurs  de  ces  développables 
sont  respectivement  (F,  4>')  et  (F',  <ï>).  Les  arêtes  des  développables  forment 
sur  S  et  sur  S'  deux  familles  de  courbes  C  et  C  dont  les  tangentes  engendrent 
la  congruence.  Toute  droite  a?  de  la  congruence  est  tangente  en  ses  foyers  aux 
surfaces  focales  de  la  congruence. 

Les  couples  focaux  (F,  <I>),  (F',  ^')  sont  tangents  aux  surfaces  focales. 

La  développable  dont  une  courbe  C  est  l'arête  est  circonscrite  à  S  suivant 
une  courbe  D.  Les  courbes  C  et  D  forment  sur  S  un  réseau  conjugué.  Pareille- 
ment, les  développables  qui  ont  pour  arêtes  les  courbes  C  sont  circonscrites 
à  S'  suivant  des  courbes  D'  qui  fonnenl  avec  les  courbes  C  un  système  con- 
jugué. 
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l>iiiis  If  ca-^  où  F  (Ircril  une  cum-lie  \',  les  (li-\(ln|i|)al)lcs  ilc  l'une  des  fimiillcs 
se  ri'iluironi  aux  cùiies  ilont  le  sonitiiil  !■'  est  pris  sur  \  cl  (jui  soûl  circou- 
scrils  à  S'. 

Si  !•"  ilocrit  aussi  inu-  ctiuil)c  \ ',  les  deux  familles  de  dévcloiipahles  se 
réduisenl  à  des  cônes. 

Soient /(.r)  =  o,  g{x)=  o  les  éi|uali(.ris  des  complexes  A  el  1!,  .r  une  droite 
de  la  congruence;  i'équalion 


i(\; 


âf  ():,'  ,)<•> 

'      +  !J-  -  -  +  V )  )-,  =  o 

ûx,  du;,  Ox 


représente  un  système  à  trois  termes  de  complexes  linéaires  qui  ont  en  commua 
une  demi-quadriquc  dégénérée;  en  ed'et 

\    ôx  dx  Ox)  \    Ox       '   Oxj 

Les  complexes  spéciaux  forment  donc  deux  systèmes  à  deux  termes;  les 
directrices  des  complexes  spéciaux  de  cliacun  de  ces  deux  systèmes  forment 
un  faisceau  plan.  Ces  faisceaux  plans  sont  (F,  <t>)  et  (1'',  <1>'). 

Le  fait  que,  pour  toutes  les  droites  de  la  congruence,  les  couples  focaux 
coïncident  est  caractérisé  par  l'équation 


[Ks^'®r-"©K£:'=- 


Le  premier  membre  de  cette  équation  est  un  invariant  et  un  combinant  de 
la  congruence,  qui  se  compose  alors  des  tangentes  aux  lignes  asympLotiques 
d'une  famille  de  la  surface  focale  unique  S.  Si  la  surface  focale  se  réduit  à  une 
courbe,  la  congruence  est  le  lieu  des  droites  qui  touchent  une  développable 
donnée  en  des  points  d'une  courbe  tracée  sur  cette  développable.  Exception- 
nellement, c'est  le  lieu  des  faisceaux  plans  dont  le  point  et  le  plan  constituent 
un  couple  d'une  correspondance  déterminée  entre  les  points  et  les  plans  d'une 
droite  lîxe. 

Pour  toute  congruence,  on  peut  déterminer  un  complexe  linéaire  tel  que, 
au  deuxième  ordre  près,  les  droites  voisines  d'une  droite  x  de  la  congruence 
appartiennent  au  complexe. 

Pour  certaines  congruenccs,  on  pourra  délerminer  le  complexe  linéaire,  de 
telle  sorte  que  les  droites  de  la  congruence  voisines  de  la  droite  x  appartiennent 
au  complexe  au  troisième  ordre  prés.  On  dira  alors  que  la  congruence  possède 
en  chacune  de  ses  droites  un  complexe  linéaire  oscillateur .  Il  faut  et  il  suffit 
pour  cela  que  les  coordonnées  d'une  droite  de  la  congruence,  considérées 
comme  des  fonctions  de  deux  paramètres  variables,  m  et  i^,  satisfassent  à  une 
même  équation  de  la  forme  de  Laplace 

A  -—  +  ■->  B  — --  +  C  -—  -^-  D  —  -H  E  ^     4-  G  0  =  o. 
Ou-  <)u  Ov  Ok'-  Ou  r)v 

Les  congruences  à  couples  focaux  confondus  sont  toujours  dans  ce  cas.  Ce 
n'est  pas  le  seul. 

Soit  G  une  congruence  contenue  dans  un  complexe  linéaire  :  les  deux  surfaces 
focales  sont  polaires  réciproi|uo.s  pai'  ia|iporl  à  ce  complexe.  l>orsque  le 
faisceau    plan    (  !■",  <i>)   décrira    un   handeau    circonscrit    à   S,    le   faisceau    plan 
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(!'',  «!>')   <lcrriia    \r.    biiiidciui   rcr,i[)rt)(iuc   circonsriit  à  S'.  Les  deux    bandeaux 
seront  asyiiiploliques  sitiiulUiiiéuieul. 

Casserai  {E.).  —  Sur  la  cjciidc  de  Diipin.  (F,  1-7). 

Les  coordonnées  d'un  point  de  la  surface,  rapportée  à  ses  lignes  de  cour- 
bure, sont 


X 

= 

h'  -  /:a' 

u  -\-  1: 

(  a'  —  h'  )  V 

a  \Ui 

~b'( 

U  —  V  ) 

%/"^ 

(1- 

■  Au  f 

y 

a- 

-  h' 

n/ 

:i  —  f 

-t;'-i- 

i  I  —  kv  Y 

O' 

le  carré  de  l'élériient  linéaire  ds- —  E  du^ -i-  G  dv', 


E      =        r.,-. ^'  G      = 


\J{a'—  b')u'—  {\  —  An  y 

L    = ; » 


_  \J—  g-  v'-i-  (\  —  A  y  )' 
b 

Les  fondions  rjui  entrent  dans  les  formules  de  M.  Codazzi  (')  sont 


\j'\  {u  —  V y  '  L\'{u  —  vy 

V  V 

■^,=  0,      -r,.  =  v'G-     /^=vo7b)'     '^'  =  ''  '■•  =  -V(«-.)- 

L'équation  des  asymplotiques  sera 

du-  _   dv- 
ub^  ~~  V  V- 

Les  rayons  de  courbure  principaux  auront  pour  valeurs 

V  u 

M.  Cosserat  applique  les  formules  précédentes  à  la  démonstration  d'un 
théorème  d'O.  Bonnet  :  si  une  surface  est  telle  que  sur  chaque  ligne  de  cour- 
bure le  rayon  principal  correspondant  à  cette  ligne  soit  constant,  la  surface 
est  une  cyclide  de  Dupin. 

(')  Voir  Leçons  de  M.  Darboux,  t.  IF,  p.  076  et  suivantes. 
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La  surface  moyenne  (.M)  d'une  cyclide  de  Dupin  (D),  c'esl-à-dire  la  surface 
formée  par  le  lieu  du  milieu  M  du  segment  limité  par  les  centres  de  courbure 
principaux  de  (  D),  est  une  surface  du  quatrième  ordre  ayant  une  conique 
double,  et  quatre  points  doubles  à  l'infini.  Il  existe  sur  (M)  un  système  con- 
jugué formé  de  coniques  dont  les  plans  sont  respectivement  parallèles  à 
deux  plans  fixes  rectangulaires.  La  surface  (M  )  correspond  par  orthogonalité 
des  éléments  à  la  surface  adjointe  d'une  surface  minima  à  lignes  de  courbure 
planes  d'O.  Bonnet. 

Appelons  développée  moyenne  de  (  D)  la  surface  enveloppe. du  plan  mené 
perpendiculairement  à  cliaiiue  normale  de(l))  au  point  qui  est  à  égale  distance 
des  centres  de  courbure  principaux  relatifs  à  la  normale  considérée.  Le  tbéorènic 
suivant  est  dû  à  M.  Ribaucour  : 

«  La  cyclide  de  Dupin  et  sa  développée  moyenne  ont  même  représentation 
sphérique  de  leurs  lignes  de  courbure.  » 

D'où  il  résulte  que  la  développée  moyenne  de  la  cyclide  de  Dupin  est  une 
surface  dont  toutes  les  lignes  de  courbure  sont  planes. 

Stouff{A'.).  —  Sur  la  composition  des  formes  quadratiques  qua- 
ternaires, et  ses  applications  aux  groupes  fuclisiens.  (G  i,  19). 

I.  Soit  la  forme  quadratique  quaternaire 

*(  j,  y,  z,  u)  =  \{x'+  w  )  +  \'  y'  +  V  z'  -h  {\i  y  ^  C  z)  {X  —  u)  ^  \:)  X  u  +  Ey  z, 
avec  les  relations 


A.  _  A  '  _  _  C 
Â7  ~  X  ~~  b' 


A(D  -^E)=  BC. 


M.  Stouir  considère  les  équations 

.r,  =  X[— (A  +  D)  ;r-i-  Cs  —  Am]  +  Y  [Bj; -i- A'^' -k(  E  —  A  );  —  B«] 

-hZCA^h- A"^)^  U(— A.r  — Ce  -f-  \u), 
y,  =  X  [-  (  A  -h  D)y  +  A"-;]  ^  V[-  Aj;  -  Ce  -  (  A  -f-  D  )»  J 
-h  Z  (—  A"  j;  +  Cy  -t-  A"  «  )  -t-  L'  (—  \y  —  A"  z  ) , 
\    z,=  \{—  k'y  —  A e ) -r-  Y (  A' jc  -  B e  —  A' a ) 
j  ^z{-{k^D)x+l^y  -  \u]+  i:[A>-(A-h  D)e], 

[    M,  =  \(A.r  +  By  — A?0+ V(A'y-i- Ae) 

+  Z[Ca7-H(E-A)7+A"e-Cw]-r-L[-Aj;-BjK-(A-+-D)«]; 

on  dira  que  le  système  ^,,  y,,  e,,  «,  résulte  de  la  composition  du  système  X, 
Y,  Z,  U  avec  le  système  x,y,  z,  u,  et  on  écrira 

{x„y„z^,uj  =  (\,y,7.,  U){x,y,  z,  u). 

Si  l'on  écrit  les  formules  précédentes  sous  la  forme 

.r.=  X,X-t-)>,Y-h>v.,Z  +  A,,U         {i  =1,2,3,  ',  ), 


(')  Voir  Leçons  de  M.  Darboux,  l.  II,  p.  '"^S'i  et  suivantes. 
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cl  iiu'f)!!  tlésii;ne  par  A,^  ce  (|iie  dcvicnl  \     liirsqn'on  y  rciniilacc  x,  y,  z,  u  rcs- 
|)cclivciiieril  [lar  X,  \ ,  Z  cl   U,  du  a 

j;_  ;=  A^,.ï.-  4-  A.^j-  -t-  A  .;  —  A^,«, 
JK,  =  A^,^  -+■  A,,_y  —  A,,,  s  ■+■  A^,  M, 
s,  i=A.,ar-  A,^j' +  A,_,c -f- A3,  «, 
îi,  =  A,j.z;  -I-  A,,jjK  +  A,,:;  -h  A.^j/, 


puis 


~  {  —  U  —  2  A)<l>(a;,  jK,  S,  «) 

Y    —  ^:!i-^i —  '^ll  ^1  "^"   '^i^^^  -+-  \i  "1 

~  (-D  —  2A)«1>(X,  J',  3,  «)' 

^  _  >>„-g,+  >>.,r,—  ^s.Z.^  >..,  M. 


U  = 


(—  u  —  2A)  •!>(  J7,  JK,  ~)  ") 

X,,  j;, -)-  X,2.K,  +  '\,s,  —  X,jf<, 
(—  L)  — 2A)4>(j;,  jK,  3,  ") 


On  a 

{—  u,  y,  z,  —  x)(x,  y.  z,  u  )  =  ['i>(x,  y,  z,  ii),o,  o,  ^{x,  y,  z,  u)]. 

M.  SloufT  appelle  les  deux  syslénies  ( —  u,y,  z,  —  x),  {x,  y,  z,  u)  inverses  l'un 
de  l'autre. 

Kemarquuns  la  forrinile 

<I>(j;,,y,,:;,,  «,)  =  (D  +  2A)'1'(\,  Y,  Z,  U)  *(j:,  y,  z,  u), 

qui  montre  que  les  formules  (i)  permetlenl   de  composer  avec  elle-même  la 
forme  quaternaire  4>. 
Le  système 

(X',Y',Z',  U')=(-«,  y,z,  -^)(X,Y,Z,U)  {x,y,z,u) 

sera  dit  transformé  du   système  X,  Y,  Z,  U  par  le  système  x,  y,  z,  u;  X',  Y', 
Z',  U'  sont  des  fonctions  linéaires  de  X,  Y',  Z,  U  et  l'on  a 

X'+V'  =  —{D  +  2\){\^V)t>(x,y,z,u). 

II.  On  appelle  système  unité  un  système  x,  y,  z,  u  tel  que  les  valeurs  de 
X,,  y,,  5,,  M,  tirées  des  équations  (i)  soient  proportionnelles  à  X,  Y',  Z,  U;  un 
système  est  nommé  périodique  quand  une  de  ses  puissances  sera  le  système 
unité. 

Le  premier  membre  de  Téquation  délcrminanle  est  un  carré  parfait,  le 
carré  de 

6^  4-  (  j;  +  i<  )  (  D  -H  î  A  )  6  -h  cp  (  j;,  j,  c,  j<  )  (  D  -I-  2  A  ). 

Les  rapports  de  ces  racines  devant  être  des  racines  de  l'unité,  le  système  ne 
peut  présenter  que  les  périodes  2,  3,  4;  'i  en  supposant  les  coeflicients  de  «P  ra- 
tionnels. 

III.  Comme  application,  l'auteur  considère  le  groupe  G,,  défini  dans  un  tra- 
vail antérieur  [Sur  certains  groupes  fuclisiens  formés  avec  les  racines  d'é- 
quations binômes  {Annales  de  Toulouse:  i'><\)^))].  Une  substitution  quelconque 


'J^'  9o^^ 
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de  ce  groupe  est  de  la  forme 

^2]^'.(>"--/""")+I]p'.o'"+y-") 


s,'   z, 


h=l 


lt  =  6 


De  plus  S.  est  telle,  que  la  substitution  obtenue  en  changeant,  dans  S  ,  y  en  _/% 

et  la  transformée  de  S.  par  y]  =(^»  _'  ^  ^     j  soient  identiques. 

D'abord  le  groupe  G, 3  ne  contient  pas  de  substitutions  impaires.  Pour  les 
substitutions  paires,  on  a  à  résoudre  en  nombres  entiers  une  équation  dont  le 
premier  membre  est  de  la  forme 

't>(x,  y,  z,  u)    avec    D  +  2A  =  i. 

Si  S  et  S  sont  deux  substitutions  quelconques  de  G,,,  les  nombres  A,,  B  ,  r  , 
A,  relatifs  au  produit  SS  sont  donnés  en  fonction  des  nombres  a,,  p^,  y,,  5,, 
a,,  p,.  Y,,  S,  relatifs  à  S  et  à  S  par  des  formules  de  la  forme  (i)- 

L'auteur  montre  ensuite  comment  on  peut  former  les  substitutions  les  plus 
simples  du  groupe  G, 3. 

Ce  groupe  G,,  est  contenu  dans  six  autres  groupes  dont  on  peut  former  les 
substitutions  par  un  procédé  analogue  à  celui  qui  a  servi  à  former  les  substi- 
tutions de  G, 3. 

On  a  encore  un  exemple   où    entre  la  forme  <P{x,y,z,  u);  il  s'obtient  en 

adoptant  pour  j   une  racine  quinzième  primitive  de  l'unité,  en  considérant  le 

groupe  G,j  des  substitutions  S 

/      a-z  +  6,. 
S, 


"c.z-^d. 

où  les  coefficients  sont  des  nombres  complexes  de  la  forme 

«,=  S='/,y'S        (A  =  (,2, 4,  8) 

et  où  le  changement  de  y  en  j"  dans  S   réalise  la  transformation  de  S  par  la 
substitution  de  période  4> 


\ 


IV.  L'auteur  cherche  si,  à  chaque  système  x,  y,  z,  u,  on  peut  faire  corres- 
pondre  une  substitution  d'un  groupe  fuchsien,  — ^ \;  par  les  formules 

a  =  7i„  j;  -t-  71, ^jK  +  71,3-  -+-  ^u". 
P  =  Ti^,a7  -+-  r,^,y  +  r^,.^z  +  r.^^u, 

Y  =  T,,,  X  -+-  T|3j  y  +  fiy-Z  -\-  T|3j  if, 

0  =  Ti^,  .r  +  r,^.,y  +  t,^^  z  +  ti,,  u, 

où   les   71  sont  des  nombres  fixes,  de  telle  sorte  qu'au  système  x  ,  y  ,  z  ,  u 
Bull,  des  Sciences  mathéin.,  2°  série,  t.  XVIIL  (Septembre  1894.)      R.i3 
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composé  de  x,  y,  z,  u  el  tli-  X,  Y,  Z,  U  corresponde  la  substilulioii 


V.  Plus  généralement,  soit  un  système  de  quatre  nombres  x,,  x^,  x„  x^,  que 
nous  représenterons  par  (x).  On  dira  que  le  système  (X)  résulte  de  la  com- 
position du  système  {x)  avec  le  système  (X'),  si  l'on  a 

X,  =  2  -^z  ^  «.;"  "^'f'         (  t  =  1 ,  2,  3,  4 ), 
/  =  1      /i  =  i 
et  l'on  écrira 

(X)  =  (jr)(X'). 

Si  l'on  chcrciie  les  conditions  que  doivent  remplir  les  coefficients  a-i  pour 
que  l'on  ail 

(x)[{x'){\")]  =  [{x)(x')]{\"), 
on  trouve 

/(  =  1  OT  =  1 

ce  (|ui  donne  256  équations,  non  toutes  distinctes. 

L'auteur  cherche  la  condition  pour  qu'il  existe  un  système  unité  (?),  c'est- 
à-dire  pour  que  les  nombres  du  système  {x)(\)  soient  proportionnels  à  ceux 
du  système  (a:),  quel  que  soit  (o^),  puis  les  conditions  pour  qu'à  chaque  système 
correspondent  les  substitutions  d'un  groupe  de  substitutions  linéaires,  de  telle 
sorte  qu'au  système  formé  en  composant  (x)  avec  (X')  corresponde  la  substi- 
tution obtenue  en  multipliant  la  substitution  cori-espondant  au  premier  système 
par  la  substitution  correspondant  au  second. 

Dans  une  Note,  M.  StoulT  indique  comment  on  peut  trouver  des  substitutions 

complexes   \     formées  avec  une  racine/)'*""  de  l'unité,  telles  que 

y  y  p...y  p'-^  =  ,c). 

Para/  (A.).  —  Sur  le  problème  de  Dirichlet.  et  son  exlension 


(')  A  consulter  :  Bianchi,  Sopra  una  classe  di gruppi  fuchsiani  reducibili 
a  gruppi  modidari;  et  :  Sui  gruppi  di  sostituzioni  lineari  e  sulle  forme 
quadratiche  di  Dirichlet  e  di  Herrnite  {Rendiconti  délia  Accademia  dei 
Lincei,  1890,  1891). 

Pic.\RD,  Annales  de  l'École  Normale,  3'  série,  t.  I. 

Fricke,  Ueber  eine  besondere  Classe  discontinuirlicher  Griippen  reeller 
linearer  Substitutionen  [Mathematische  Annalen). 

Kronecker,  Ueber  Composition  von  Syslemen  (dernières  années  des  Sitzungs- 
berichte  der  Berliner  Akademie). 
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au  cas  de  l  éqnalion  linraire  j^ciiérale  du  second  ordre.  (H.  1, 

70). 

Chapitre  I.  —  L'auteur  rappelle  en  quoi  consiste  le  problcnie  de  Diriclilet 
pour  une  aire  plane  S,  à  connexion  simple  ou  multiple. 

Remarquant  que,  si  deux  aires  S  et  S'  sont  représentées  l'une  sur  l'autre 
d'une  manière  conforme  par  la  transformation  x -^  i y  =  f  {x' -\- iy'),  toute 
fonction  \ (x,  y)  harmonique  dans  S  se  transforme  en  une  fonction  \"{x\y') 
harmonique  dans  S',  on  ramène  le  cas  où  le  problème  est  posé  pour  la  partie 
du  plan  extérieure  à  S  à  celui  où  l'on  considère  l'aire  S  elle-même.  II  suffit  de 
faire  une  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques  en  choisissant  le  pôle 
à  l'intérieur  de  S.  Il  est  à  remarquer  que  dans  le  problème  pour  l'aire  exté- 
rieure, la  fonction  V(:r,  y)  qui  le  résout  garde  une  valeur yZ«ze  et  bien  déter- 
minée au  point  à  l'infini. 

L'auteur  rappelle  ensuite  les  diverses  propriétés  du  potentiel  logarithmique. 
Il  établit  ensuite  le  théorème  suivant  : 

«  Quand  une  masse  égale  à  l'unité  est  placée  en  un  point  P  de  l'intérieur 
d'un  cercle,  si  l'on  répartit  cette  masse  sur  toute  la  circonférence  de  manière 
que  la  densité  en  un  point  quelconque  M  soit  inversement  proportionnelle  au 
carré  de  MP,  la  couche  circulaire  ainsi  obtenue  aura  même  potentiel  que  la 
masse  primitive  en  tout  point  extérieur,  et  un  potentiel  plus  petit  en  tout  point 
intérieur.  » 

Le  théorème  subsiste  si  la  masse  au  point  P  est  égale  à  m,  et  s'il  y  a  plu- 
sieurs masses  positives  à  l'intérieur  du  cercle.  La  couche  circulaire  ainsi  ob- 
tenue s'appellera  la  couche  équivalente  aux  masses  intérieures. 

Il  est  impossible  de  trouver  sur  un  même  cercle  deux  couches  différentes,  de 
densités  différentes,-  équivalentes  à  un  même  système  de  masses  intérieures. 

L'auteur  s'arrête  ensuite  sur  deux  théorèmes  dus  à  M.  HarnacU,  savoir  : 

«  1°  Soit  une  série  M,-f- a^-)-. . .-)- w„-(-. . .  dont  tous  les  termes  sont  des 
fonctions  harmoniques  positives  en  tous  les  points  d'une  région  connexe  H  : 
si  cette  série  est  convergente  en  un  point  de  la  région,  elle  sera  uniformément 
convergente  dans  toute  la  région  R  et  y  représentera  une  fonction  hainio- 
nique.  » 

«  2°  Si  des  fonctions  u^,  u,,  ...,  ;^„,  ...  sont  harmoniques  à  l'intérieur  d'une 
aire  S,  et  que  m„(A)  tende  vers  U„(a";  quand  le  point  intérieur  A  tend  vers  un 
point  s  du  contour  par  un  chemin  quelconque;  si  de  plus  la  série 

U  =  U,-H  U^-t-...+  U„-f-... 

est  uniformément  convergente  sur  tout  le  contour,  alors  la  série 


sera  uniformément  convergente  dans  toute  l'aire  S  et  y  représentera  une  fonc- 
tion harmonique.  De  plus  w(A)  tendra  vers  \}{s)  <[uaiid  A  tendra  vers  s  par 
un  chemin  quelconque. 

Comme  a|)plication,  l'auteur  résout  le  |)roblèine  de   I>iriciilel  pour  le  cas  de 
l'aire  comprise   entre   deux  cercles   con(enlri(|ucs.  Soient  il  ol   K'  (  U' >  U  )  les 
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rayons  des  deux  cercles,  la  fonction  cherchée  est 

/(.,0)=:«„-^.,L.H-2(^.)^X„.-^2(l:)'"v„., 

«1  =  1  m  =  1 

OÙ 

X„,  —   a„,  coswO-i-  6„,  sin/nO, 

Y„,  =  a_„,  cos/m6  —  6_^,  sin  /?i6, 
.T7      «..-+-«_„.=  -     /        L  cosmv«v, 

rt„, -f/  — I    «_,„  =  -    /        U'cosw^t/'l, 
(!;„,  —  ( •'^, )'" b_^=  l    f      U' sin w 4/  c/-;. 

\  '»  /  ~  .,'0 

Revenant  ensuite  au  cas  général,  l'auteur  démontre  que  l'on  peut  toujours 
trouver  des  cercles  C,,  tout  entiers  à  l'intérieur  de  S,  formant  une  suite  sim- 
plement infinie,  à  indices  entiers  positifs, 

C,,C,,  ...,C„,  ..., 

et  tels  que  tout  point  intérieur  à  S  soit  intérieur  à  l'un  au  moins  des  cercles  C,. 

Traçons  une  circonférence  L  ayant  son  centre  dans  S,  et  un  rayon  supérieur 
au  double  de  la  plus  grande  dimension  de  S.  Soit  T  la  partie  du  plan  inté- 
rieure à  L. 

Supposons  que  l'on  connaisse  une  fonction  ^\{x,  y),  holomorphe  à  l'intérieur 
de  T,  et  qui,  sur  s,  se  réduise  à  la  fonction  continue  U  donnée  sur  s.  Sup- 
posons AV„  constamment  négatif  dans  T.  Posons 

■^V„ 

Imaginons  une  masse  répandue  d'une  manière  continue  sur  T,  et  dont  la  den- 
sité en  chaque  point  sera  p.  Cette  masse  aura  un  potentiel  \Y„;  Ô  =  VV„ — V„  est 
harmonique  dans  T. 

Appelons  balayage  du  cercle  C;  l'opération  qui  consiste  à  remplacer  les 
masses  à  l'intérieur  de  C,  par  une  couche  circulaire  équivalente.  Balajons 
successivement  tous  les  cercles  dans  un  ordre  tel  que  chacun  d'eux  soit  balayé 
un  nombre  infini  de  fois.  Soit  W^  ce  que  devient  le  potentiel  après  la  A"'*""  opé- 
ration. En  un  point  quelconque  A,  on  a 

Extérieurement  à  S,  W^  =  W^. 

Lorsque  k  augmente  indéfiniment,  Wj  tend  vers  une  limite  W,  déterminée 
en  chiique  point  de  T  et  tendant  vers  U(5)+  6(5)  quand  A  tend  vers  le  point* 
du  contour.  De  plus,  cette  fonction  W  est  harmonique  dans  S.  La  fonction  W  —  6 
est  harmonique  dans  toute  l'étendue  de  S  et  tend  vers  U  sur  s. 

Si    AV„    n'avait  pas   dans   T    un   signe  constant,  on  partagerait   T  en   deux 
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parties  tellps  que  AV„  ait  un  signe  constant  dans  chacune  d'elles.  Soient  T,  cl  T/, 
soient  p,  et  p^  deux  fonctions  telles  que 

_  (   p  dans  T,,  _  <        «  fla"S  T„ 

P'  ~  i   G  dans  T^,  ^'~  \   —  p  dans  1\, 

alors  p  =  p,—  p^.  Les  systèmes  de  masses  ayant  pour  densités  p,  et  p^  engendrent 
les  potentiels  W'i  et  Wj.  Soient  9  =  W^— W;  —  V,,.  Soient  W,  W^  les  limites  vers 
lesquelles  tendent  W^,  W-,  la  fonction  W  —  W" — 6  résout  le  problème. 

Voici  comment  on  ramène  le  cas  général  au  cas  particulier  traité  :  soit  '\i{x,  y) 
une  fonction  continue  définie  dans  l'aire  T  et  se  réduisant  à  U  sur  s,  qu'on 
pourra  supposer  positive;  m,  son  minimum  dans  T;  >>,,  X^,  ...,  ).„  une  suite 
de  nombres  positifs,  croissants,  tendant  vers  l'unité.  Soit  a,^, —  )>,=  6.,  et  sup- 
posons S,>  û_.^,.  Considérons  la  suite  )>,<]/,  >.j'{/,  .. .,  )>„'.};,  ....  Soit  F-{x,  y)  le 

polynôme  entier  qui  représente  X,4'  avec  une  erreur  moindre  que  -  i-m.  Les  F, 

forment  une  suite  croissante  qui  tend  uniformément  vers  ({;.  Si  U,  est  la  valeur 
de  F,  sur  s,  les  U;  forment  une  suite  croissante,  tendant  uniformément  vers  U. 
D'autre  part  on  sait,  au  moj'cn  de  chaque  fonction  F,,  construire  une  fonction 
V,  harmonique  dans  S  et  se  réduisant  à  U,  sur  s. 

Les  fonctions  V^  ont  une  limite  V  qui  est  la  fonction  cherchée. 

L'auteur  examine  ensuite  le  cas  oi!i  sur  le  contour  5  il  y  a  un  nombre  limité 
de  points  où  la  direction  de  la  tangente  varie  brusquement  d'un  angle  fini. 

Chapitre  II.  —  M.  Paraf  aborde  l'étude  de  la  fonction  \u=^f{x,y).  Il 
existe  une  fonction  u,  et  une  seule,  finie  et  continue  dans  une  aire  donnée  S, 
ainsi  que  ses  dérivées  des  deux  premiers  ordres,  vérifiant  l'équation  proposée, 
et  prenant  sur  le  contour  5  de  S  des  valeurs  données  à  l'avance.  La  fonction 
f(x,  y)  sera  supposée  continue  dans  S,  et  admettra  dans  cette  région  des  dé- 
rivées partielles  du  premier  ordre  continues. 

Soient  v  une  intégrale  de  l'équation  s'annulant  sur  le  contour,  9  une  fonction 
harmonique  dans  S  et  prenant  sur  le  contour  les  valeurs  données,  m=  c  +  8 
sera  la  solution  cherchée.  Tout  revient  à  trouver  v. 

On  y  parvient  au  moyen  de  la  fonction  de  Green;  cette  fonction,  harmonique 

dans  S,  excepté  en  un  point  P,  (a,  b),  où  elle  devient  infinie  comme  L  - 

[r  désignant  la  distance  du  point  mobile  [x,  y)  au  point  P],  s'annule  surs. 
Soit  w  une  fonction  harmonique  dans  S  et  prenant  sur  s  les  mêmes  valeurs 

que  L  -• 

r 

Alors  G{x,  y;  a,  6)=L-  —  u  sera  la  fonction  cherchée.  Il  n'y  eu  a  qu'une. 
Elle  jouit  de  la  propriété  exprimée  par  l'équation 

G  (a,  b;  a,,  b^)=  G  (a,,  6,  ;  a,  b). 
Cela  posé,  en  supposant  l'existence    de  v  démontrée,  on  établit  que  l'on  a 

v[a,  b)=  -  ^  I  f  fi^<  y)  G{x,  y;  a,  b)dxdy, 

puisque  cette  fonction  est  continue   dans  S,  qu'elle  y  admet  des  dérivées  du 


174  SKCONDK    l'AKTIF. 


premier   ordre,  continues      ainsi,  on  a —  = /    /    fix.y)   ,- dx  dy\: 

puis  des  dérivées  parliellcs  du  second  ordre  :  pour  démontrer  ce  second  point, 
ou  met  les  dérivées  partielles  du  pretnier  ordre  sous  la  forme 


•>■-     -  =  —    /    /(x,  r  )  L  -  cosa  ds 
àa  J^  •'       '■    '      r 

dv  r  ,,         ,  1  . 

(a  désigne  l'angle  de  la  normale  intérieure  à  S  avec  l'axe  Ox). 

On  démontre  que  àv  =  f{a,  b),  et  enfin  que  v  tend  vers  zéro  quand  x,  y 
tend  vers  un  point  du  contour.  M.  Paraf  termine  le  Chapitre  en  établissant  que 
les  dérivées  des  deux  premiers  ordres  de  v  restent  continues  sur  tout  arc  ana- 
lytique l'égulier  du  contour  S. 

Chapitre  III.  —  Considérons  maintenant  l'équation  générale 

.d^u  r,    à' u         r^d'u  ^  du  du        ., 

A  -; h  2  B  - — ; 1-  C +2D- t-aE hI'M  =  o, 

ox'  ox  oy  oy  ox  oy 

dans  laquelle  A,  B,  ...,  F  désignent  des  fonctions  de  x  et  de  j'  qui,  dans  une 
région  R  du  plan,  sont  finies,  continues,  bien  déterminées,  et  admettent  des  dé- 
rivées partielles  également  continues  des  deux  premiers  ordres. 

Par  un  changement  de  variables,  X  =  9(.r,  y),  Y  =  ({/(a:,  y),  suivant  que 
B* —  AC  est  positif  ou  négatif;  on  peut  ramener  l'équation  à  l'un  des  deux  types 

d-  u  du        ,  du 


d\d\  à\  d\ 

d^u        d-u  du        ,  du 

M.  Paraf  ne  s'occupe  que  du  second  type. 

Supposons  d'abord  que  c  soit  négatif  et  ne  puisse  s'annuler  dans  S  ni  sur  5  : 
alors,  aucune  intégrale  continue  ne  peut  avoir  de  maximum  positif,  ni  de  limite 
supérieure  positive  à  l'intérieur  de  S,  ni  de  minimum  négatif  ou  de  limite 
inférieure  négative.  Si  les  valeurs  sur  le  contour  sont  toutes  nulles,  l'intégrale 
sera  nulle  à  l'intérieur  de  S. 

Revenant  au  cas  général,  M.  Paraf  montre  que  dans  le  voisinage  de  tout 
point  (x^y^)  de  R  on  peut  tracer  un  domaine  D  assez  petit  pour  que,  un  contour 
quelconque,  s,  étant  tracé  dans  D,  l'intégrale  de  l'équation  soit  complètement 
déterminée  par  ses  valeurs  sur  s. 

La  méthode  indiquée  par  l'auteur  donne  pour  D  une  bande  étroite  de  direc- 
tion arbitraire;  mais,  pour  chaque  cas  particulier,  on  pourra  souvent  élargir  le 
domaine  D.  Ainsi  pour  l'équation 

d' u        à'  u  du       ,  ,  ^  du        I        .    ,  ^ 

dx^        dy"  dx  dy        i\ 
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pour  un   conlour  mielcoiHiiio   il   ne  peul   y  avoir  deux   iiiLrgrales  prenant  les 

mêmes  valeurs  sur  le  contour. 

Pour  l'équation  lu-\-k-u  =  o,  l'intégrale  est  encore  déterminée  par  ses  valeurs 

A 
sur  tout  contour  dont  aucune  dimension  n'excède  y 

En  général  pour  toute  aire  S  en  tous  les  points  de  laquelle  c  n'est  jamais 
positif  (mais  peut  s'annuler)  l'intégrale  est  encore  déterminée  par  ses  valeurs 
sur  le  contour. 

M.  Paraf  aborde  ensuite,  en  se  plaçant  dans  le  cas  où  l'intégrale  est  unique, 
la  démonstration  de  l'existence  de  cette  intégrale.  Supposons  le  contour  circu- 
laire, et  écrivons  l'équation  sous  la  forme 

à-  u        d-u  du        ,  au 

-; h  - —  =  a h  w 1-  eu. 

ox'        ôy  ax  (Jy 

Parlant  de  la  l'onction  m,  =  o,  intégrons  l'équation 

du.        ,  du,  .,      ^ 

lu  =  a  —  ■+■  b  — -î  -+-  eu,  =  f(u,)  =  o. 
dx  dy  .      ./  V    .  ' 

Soit  Mj  l'intégrale  de  cette  équation  prenant  sur  le  contour  des  valeurs  données. 

Intégrons  ensuite  l'équation  M>^^=f{uJ,  en  assujettissante,  à  s'annuler  sur 
le  contour. 

On  formera  ainsi  une  suite  de  fonctions  u„  v^,  v^, La  série  u,-+-  v^-\-  v^-h. . . 

est  uniformément  convergente  et  représente  une  fonction  admettant  des  dé^ 
rivées  continues  des  deux  premiers  ordres.  C'est  la  solution  cherchée. 

Pour  démontrer  la  convergence  de  la  série,  on  s'appuie  sur  les  deux  lemmes 
suivants  : 

«  i*  Si  une  fonction  y  (.r,  j>')  de  deux  variables  réelles  est  continue  dans  un 
cercle,  et  y  admet  des  dérivées  continues  des  deux  premiers  ordres,  cette  fonc- 
tion est  développable  dans  ce  cercle  en  série  absolument  et  uniformément  con- 
vergente de  la  forme 

f(^x,y)=-a^+   \     (a,„cosm9 -h  &,„sinmQ). 

Les  a„,  et  les  6,,,  sont  des  fonctions  continues  de  r  satisfaisant  aux  relations 
I         h  III         /* 

h  étant  une  constante  ne  dépendant  que  de  la  fonction  et  non  du  rayon  du 
cercle. 

»  2°  Les  sommes  des  trois  séries 


Z^      q''{m  —  (j)'^       Z^  q-{m  +  qY^  L^      q' (q — 

r/  —  i  7  —  *  fj  =  111  +  i 

....  I     6      ^   , 

sont  inférieures  a  -  — '  9  étant  une  niiuntile  purement  numérique 
i  m' 
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Cela  posé,  considérons  l'équation 

où  nous  supposons  que /(a;,  y)  est  développable  en  série  trigonométriquc  avec 

des  coefficients  a^  et  6,„  dont  les  modules  sont  inférieurs  à  —  .•  On  recherche 

m' 

direclcmcnt  une  intégrale  de  celte  équation  sous   forme  trigonométriquc,  et 

des  résultats  trouvés  on  déduit  la  convergence  de  la  série  u^-h  v^-h  v  -h.... 

Revenons  à  l'équation 

d'u       d'u  du        ,  du 

ôx'       Oy'  dx  dy 

Si  clo,  il  ne  peut  y  avoir  qu'une  intégrale  prenant  sur  le  contour  des  va- 
leurs données.  D'ailleurs,  par  un  changement  de  fonction,  le  cas  c  1  0  se  ra- 
mène au  cas  c<o.  Or,  si  l'on  a  c<o,  les  valeurs  positives  de  l'intégrale  sont 
toutes  inférieures  à  la  plus  grande  valeur  positive  sur  le  contour,  et  les  valeurs 
négatives  ont  un  module  inférieur  au  plus  grand  module  des  valeurs  négatives  sur 
le  contour.  De  là  résulte  que  le  procédé  alterné  de  M.  Schwarz  est  applicable 
à  notre  équation.  Ainsi  on  peut  montrer  que,  si  l'on  sait  résoudre  le  problème 
pour  deux  aires  empiétant  l'une  sur  l'autre  et  dont  les  contours  ne  sont  pas 
tangents,  on  saura  aussi  le  résoudre  pour  l'aire  formée  par  la  superposition 
des  deux  aires  données,  la  portion  commune  aux  deux  aires  ne  recouvrant  le 
plan  qu'une  fois. 

L'auteur  termine  par  la  démonstration  de  la  propriété  suivante  qui  se  rap- 
porte à  l'équation  linéaire,  au  cas  où  ses  coefficients  sont  des  fonctions  analy- 
tiques A&  X  et  de  y  :  toute  intégrale  de  l'équation  est  alors  elle-même  une 
fonction  analytique  dans  la  région  où  les  caractéristiques  sont  imaginaires. 

Lafay  {A.).  —  Note  sur  la  série  2,  ~' 

1 

L'auteur  commence  par  établir  la  formule  (a) 

2]  /(«)  =\f  f{x)dx--^J{x)+'-^^f{x)+... 

-  y    /    /'''"(« +  '-«)?.^_,(")rf", 
/• 

où  9„(m)  désigne  la  «'*""=  polynôme  bernoullien. 

L'application  de  cette  formule  exige  la  convergence  absolue  des  séries  qu'on 
obtient  lorsque  q  devient  infini  dans  l'expression 

</-'     ^1 
^.=   ^  J     f^"H>t  +  i-u)-^,^,{u)du         [a=i,2,  ...,(2/>)]. 
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M.  Lafay  dit  qu'il  suffit,  pour  que  R^  soit  absolument  convergente,  que  l'in- 
tégrale 

soit  finie  et  déterminée. 

Considérons  maintenant  la  série    >    —  ,  avec  s  =  a  -\-  bi\  on  a 


^-R,; 


pour  a  >  o,  la  série  R,  est  absolument  convergente. 

La  série    7    —  est  :  1°  absolument  convergente  si  a>i,  2°  finie,  mais  indé- 
1 
terminée  comme  l'expression 

lim   j  {smbhx  -\-  icosbl^x), 
jL  =  X  o 

si  a  =  I  avec  b  ^  o;  3°  divergente  si  a  =  i  avec  6  =  o,  ou  a  <;  i  avec  b  quel- 
conque. Cette  dernière  conséquence  subsiste  pour  a  ^  o. 

OD 

2_,~''  considérée  comme  fonction  de  5,  n'est  ainsi   analytiquement  définie 
1 
que  pour  des  valeurs  de  s  dont  l'affixe  est  dans  la  région  du  plan  a  >  r;  mais 
l'équation 

^  n'       V I  —  5        I  —  s 


fournit  directement,  par  la  considération  de 


li 


im        V-^-- 


q'-' 


une  fonction  de  s  qui,  confondue  avec  2.  ~  dans  la  région  (a  >  i),  conserve 

1 
des  propriétés  analytiques  très  définies  dans  la  région  plus  étendue  a  >o. 
Enfin,  l'application  de  la  formule  (a)  conduit  à  la  fonction  de  Riemann 

^  (  s  )   =    — h    '    +   -  B,  s ^V-y  S(S-f-l)(5  +  2)   4-... 

S  —  I  2  i  I.î.0.4 

B,_, 
—  sis  +  1). .  As  +  i p  —  \)   >      /      - — — . 
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De  celte  formule  on  déduit  : 

j°  Que  t^{s)— ,  ou   (s  — i)^(.y)  sont  des  fondions  liolomorphes 

2°  Que  Ç(  —  ?.ii)=o; 

3°  Que  î;(—  i«  +  i)  =  (—  I  )"    ^,  «  =  1,2,...; 

/l"  Enfin,  si  l'on  pose  l{s)  = h  M^+  M,(  «  —  i  )  -4-. . .+  M, (5  —  i)'-l-.. . 

1 

Andoyer  {II-).  —  Sur  quc'l(|iies  inégalités  de  la  longitude  de  la 
Lune. 

Voici  l'énoncé  du  problème  que  M.  Audoyer  se  propose  de  résoudre  : 

«  Étudier  le  mouvement  de  la  Lune  sous  l'action  de  la  Terre  et  du  Soleil 
seuls,  en  supposant  :  i"  que  l'on  néglige  les  dimensions  de  ces  trois  corps; 
2"  que  la  masse  de  la  Lune  est  absolument  négligeable,  et  que  celle  de  la  Terre 
est  négligeable  en  comparaison  de  celle  du  Soleil;  3°  que  le  Soleil  décrit,  d'un 
mouvement  uniforme,  une  circonférence  autour  de  la  Terre;  4°  que  le  mouve- 
ment de  la  Lune  s'effectue  dans  le  plan  de  cette  circonférence;  5°  que  l'on 
néglige  le  rapport  des  dimensions  des  orbites  de  la  Lune  et  du  Soleil  ».  Choi- 
sissons comme   plan  du  mouvement  le  plan  des  xy. 

Soient  v  la  longitude  de  la  Lune  ;  N'  =  «'i  +  v'^  la  longitude  du  Soleil,  n'  et 
v'f,  étant  des  constantes,  t  représentant  le  temps,  posons  \\  =  v  —  N'.  On  obtient 
entre  v  et  ses  dérivées  v' ,  v",  v'",  t"*'  l'équation  qui  suit  : 


Ç)'2j,IV_)_   V'iv"- 

—   —  V  V    \> ll'V  -V 

2                             2 

21      „            171 
4                      32 

-+-  n'-  sinîH/ 

■      33    ,         ^    ,   „      33 
2                               4 

,       ,             2  1       ,      „, 

n-v j-  V  V   + 

4 

+  n'-  C0S2  H 

i—ihv'-v"^r  —  /;'  v'  v"  j 

-^-n'-  sin4Fn  —  9( 

+  «'•  cos4H  ( 

—  Y~  v"  1  +  «'"  si  n  6  H  ( 

f       81  \ 
V       128/ 

243  ,\ 

128       / 


^  n  V 

8 


L'auteur  intègre  ensuite  cette  équation  par  la  méthode  des  coefficients  indé- 
terminés qu'il  a  exposée  dans  son  Mémoire  :  Sur  les  formules  générales  de  la 
Mécanique  céleste  {Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  l.  IV). 

Les  résultats  tx-ouvés  cessent  de  concorder  avec  ceux  de  Delaunay  à  partir  du 
huitième  ordre  inclusivement.  L'auteur  les  a  obtenus  par  deux  méthodes;  la 
deuxième  est  empruntée  au  Mémoire  de  M.  G.-W.  Hill,  intitulé  :  Researches 
in  the  lunar  theory,  publié  au  tome  I  de  VAnierican  Journal  of  Mathe- 
niatics. 


(')  JiïNSEX,  Comptes  rendus,  t.  CIV. 
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llcrmite  [Ch.).  — Sur  la  transformation  des  fonctions  elliptiques. 

(L,  I,  i3). 

Soient 

L  =      /  ,  =^  '  L    -      I  -=r  »  /=  +  /'^  =  I . 

,/g  \'l  —  l'  SI  11^  !f  ,  /^  y/l  _  fi  si  n2  5, 

On   propose  de  déterminer  le  module   l  et  la  constante  M  de  telle  sorte  que 
*"(\1'V'*^"(\Ï'/'  *^"(\î'0  ^'^'"^'-tent  pour  périodes  2K  et  liVJ 


On  pose 


K 

M 

iK' 


aL  -i-  ib  L', 


-^  =  cL  +  irfL', 

«,  6.  c,  cl  étant  des  entiers  quelconques  tels  que  {ad—  bc)  soit  positif. 

La  recherche  des  formules  de  transformation  repose  en  entier  sur  les  pro- 
priétés de  la  fonction 


<ï.(a)  =  0(  j^j,  /f|e''KLM 


KS")- 


(-O-e 


Tt  m"-  L' 
L 


(  rtl  —   o, 


•]■ 


propriétés  indiquées  par  les  deux  relations 

<I>(.r+2K)     =  (— O'""^'''' «t'C^), 

in  -K  (  .- 

<ï>  (  ^  H-  2 1  K'  )  =  (  —  I  ) '<^-*-')''  <ï>  (  ^  )  e 
De  là  résulte  que,  si  l'on  pose 


■K') 


,  „     ,\       Yl{x) 


dn    — ,  /    =  — i , 


les  quatre  quotients 
P(.r)-    "^-^^ 


Q(^) 


n,(.r] 


&"{x)  ^'     '        0"(j;j 

vérifient  les  égalités  suivantes  : 

P(.rH-2K)  = 
P(;r  +  aHv')  = 
Q(a;  +  2K)     = 

Q(.27  4-  2llv'  )  = 

R  { a;  +  2  K  )  = 
H  (^  +  2  jk')  = 
S  (  a;  +  2  K  )  = 
S{x  -\-îiK')  = 


-^^^-W-y 


.lY't+o+d,-,,   P(^), 
.)""+«  Q(^), 

.)-H(^), 
-I  )-■''+"  R{X), 
-i)"'-+''S{x), 


S{x) 


<P(x) 
<à"{x) 
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Ces  quantités  s'expriment  sous  la  foime  entière  au  moyen  de  snx,  en  j:,  (\ux. 
Introduisons  les  fonctions  de  M.  W  cierslrass. 

'        I  j.,    >  J  —    /      li'sn'xdx. 

^^"^^'"  H,(o)  ^ 

s  >  ' 

e,(o) 


Soit 


Alors 


K—    /     l'  sa''{x,  l)  dx,        N  =  j- 


LAP       TT  "^  7kl M 

Al 


Al"(.r 

)  ' 

' 

Htv 

'). 

N  >'- 

\\"(X) 

-(»r 

'), 

Al"(^j 

-(?v 

'), 

N  '5 

S(a:)  = 
P(x)  = 

^^")=     Al"(.)     ^       ' 
Si  l'on  pose  ad  —  éc  =  n,  on  a 

^  =  di  —  iby-^(dK  —  ib\i'  )^-, 

puis 

~  =  —  cJ -H  àiJ'-f- (— cK -i- /alv')  —  ; 
M  « 

les  relations  peuvent  s'écrire  plus  simplement 

aJ,-i-  ibi\ 


M 


=  nJ  -J-KN, 


CÎ.+  îf/J,  .     ,,        .,.,-. 

— ! — — =  ini  +  i\\  iN  ; 

M 
on  en  conclut 

-  N  =   ~  [aJ'J,-rfJj;  ^-^(6J'J;-rJJ,  )]. 

La  quantité  N  est  une  fonction  algébrique  du  module,  comme  le  montre  la 
formule 

N  =  «AA'^DJog-^- 


REVUE   DES  PUBLICATIONS.  i8i 

Dans  le  cas  de  la  transformation  du  second  ordre,  N  =  ik.  Pour  n  —  3,  on  a 

(^)'-6A-'(JV-(4A-'+4A')5^-3A'=o. 
Alors 

■2  m\i  -h  2/)î  K' 


N  =—  -ik'  sf\' 


m  et  n  étant  deux  entiers  quelconques. 

Dans    une    lettre   adressée    à   M.   Hermite,  M.   Brioschi    donne  pour  N  l'ex- 
pression suivante 

i\  ——  2A-^Ssn^(2S(.j,  A), 

^5  =  1,  2,  ..., -_i\         (/i,  impair), 

niK  -+-  im'  K' 


Kœnigs  (G.).  —  Résumé  d'un  Mémoire  sur  les  lignes  géodésiques. 
(P,  I,  29). 

1.  Supposons  que  deux  surfaces  S  et  S'  soient  représentables  géodésique- 
ment  l'une  sur  l'autre  (on  peut  alors  faire  correspondre  à  un  point  M  de  S  un 
point  M'  de  S'  de  telle  sorte  que,  lorsque  M  décrit  une  géodésique  sur  S,  le 
point  M'  décrit  une  géodésique  sur  S'),  le  ds'  de  S  étant 

(U  —  \){dU'+dv^). 
Celui  de  S'  a  la  forme 

I         I  \  /  du^       dv 

û  ~  v/v  U        V 

De  là  suit  que,  tous  les  ds^  compris  dans  la  formule 

_/a'U-h-b'        a'Y-^b'X/     du''  dv^     \ 

*'~  \aV]  -r-b   ~  li\'-+- bj\a\]  -h  6  ~  a\  ^bf 

où  a,  b,  a\  b'  sont  des  constantes,  conviennent  à  des  surfaces  géodésiquement 
représentables  les  unes  sur  les  autres  (M.  Dini). 

Un  cas  a  échappé  à  M.  Dini,  celui  où  l'on  établit  entre  S  et  S'  une  représen- 
tation ponctuelle  demi-conforme,  c'est-à-dire  telle  qu'M^e  seule  des  familles 
de  lignes  de  longueur  nulle  tracées  sur  S  ait  pour  image  sur  S'  une  famille 
analogue;  alors,  au  lieu  de  la  forme  de  Liou ville,  c'est  la  forme  de  M.  Lie 

ds'=[y  f{x)  +  g{x)]dxdy, 
qui  intervient. 

2.  La  forme  de  Liouville  et  celle  de  i\L  Lie  interviennent  encore  dans  le  pro- 
blème des  géodésiques  qui  possèdent  une  intégrale  quadratique  par  rapport 
aux  vitesses. 

Soient  X  une  fonction  de  x  et  de  y,  X  une  fonction  de  x,  Y  une  fonction  de  y, 
et  envisageons  léquation 

(  D)  2\  :^ h3\  --  -+-  \"A  =  2'i h  3\'—  -t- Y"X. 

'  Ox'  dx  Oy  ôy 
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Si  X  el  Y  ne  sont  pas  nuls,  les  variables 


rdx  ,        r  dv 

J    VX  J    VY 


font  prendre  au  ds'=  X  dx  dy  la  forme  de  Liouvillc  (  '). 

Si  X  =  0,  par  exemple,  les  variables  x':=x,  y'  =^  f  -^—  font  prendre  au  ds' 
la  forme  de  Lie. 

3.  M.  Darboux  a  fait  la  remarque  que  si  (X,  Y),  (\\  Y")  sont  deux  couples 
de  solutions  de  (  D),  il  en  est  de  morne  du  couple  {a\  -^  ù\",  aY  -h  bY"  ),  où 
a  et  è  sont  deux  constantes  arbitraires. 

Les  couples  de  solutions  (X,Y),  (X",  Y"),  (\"-,  Y'"),  ...  seront  dits  indé- 
pendants si  l'on  ne  peut  pas  trouver  de  constantes  K,  K",  K"",  . . .  donnant  lieu 
simultanément  aux  identités 

KX  +  K"X»-(-  K^X^^. . .  =  o, 
K  Y  -H  K"  Y"  -4-  K»»  Y""  + . . .  =  o. 

A  des  couples  de  solutions  indépendants  répondent  des  intégrales  o,  9»,  9"", . . . 
linéairement  distinctes  (^) 

(  -^  =  r,         o  —  ap--^  ibpq  -f-  cq'  j,         a  =  X,         b  =  \. 

M.  Kœnigs  a  résolu  le  problème  suivant  : 

Trouver  tous  les  ds^  qui  admettent  pour  leurs  géodésiques  plusieurs  inté- 
grales quadratiques  indépendantes. 

Quand  un  ds-  d'une  famille  de  Dini  possède  exactement  m  intégrales  qua- 
dratiques pour  ses  géodésiques,  il  en  est  de  même  de  tous  les  autres  ds^  de  la 
famille. 

4.  Si  un  ds-  admet  pour  ses  géodésiques  plus  de  trois  intégrales  quadra- 
tiques en  dehors  de  celle  des  forces  vives  (4-^  =  i  j ,  il  en  possède  exactement 
cinq,  et  sa  courbure  est  constante. 

Si  un  ds-  admet  pour  ses  géodésiques  trois  intégrales  quadratiques  indépen- 
dantes exactement,  il  convient  à  des  surfaces  de  révolution  (M.  Darboux). 

Si  un  ds^  d'une  famille  de  Dini  a  sa  courbure  constante,  il  en  est  de  même 
de  tous  les  autres,  ce  qui  revient  à  dire  que  les  surfaces  à  courbure  constante 
sont  représentables  géodésiquement  les  unes  sur  les  autres,  à  l'exclusion  de 
toute  autre  surface. 

Si  un  ds^  d'une  famille  de  Dini  convient  à  une  surface  de  révolution,  il  en 
est  de  même  de  tous  les  autres. 

Les  ds-  de  révolution  de  lAL  Darboux  conviennent  aussi  à  des  surfaces  toutes 
représentables  géodésiquement  les  unes  sur  les  autres. 


(')  Voir  Leçons  de  ^L  Darboux,  t.  II,  p.  209. 

(^)  Voir  Z,eço«s  de  M.  Darboux,  3'=  Partie,  Cliapilre  II,  p.  3o. 
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5.  La  ilclerniiiialion  roinpIiHc  de  loulos   les  formes  de  révolution 

g{x  ~y)dxdy, 

qui  admettent  trois  intégrales  quadratiques  pour  leurs  géodésiques,  revient  à 
la  discussion  des  équations  linéaires  à  coefficients  constants 

a  X" -h  6 X' -1-  c  X  -+-  rf  =  o, 
«  Y"  -I-  6  \'  -hc\  +  d  =  0. 

G.  Si  un  ds^  admet  pour  ses  géodésiques  une  seule  intégrale  quadratique,  en 
dehors  de  celle  de  ses  forces  vives,  il  ne  possède  pas  forcément  la  forme  de 
Liouville.  Mais,  si  le  nombre  des  intégrales  quadratiques  est  au  moins  deux, 
des  formes  de  Liijuville  sont  alors  assurées  au  ds'. 

Prenons  le  ds^  sous  la  forme 


ds'=  [X,(jr,  ) 

-\^{y^)]dxd_ 

X  -{-  V 

x^  =  -=—1 

Soit  (X,  Y)  un  couple  de  solutions  de  l'équation  (D)  transformée.  RI.  Kœnigs 
appelle  X,  Y  des  coefficients  de  transformation  du  ds-. 

Le  changement  de  variables  le  plus  généi'al  amenant  la  forme  de  Liouville 
sera  défini  par  les  quadratures 

dx  ,        r  dv 


=■=  f  ,         ''" -,     y=  f 

^/    Va  +  6  X  -1-  c  X°  H- . . .  J 


sja  -i-  b\  -\-  c Y"  + . 


M.  Kœnigs  appelle  type  essentiel  le  type  de  Liouville  le  plus  général  que 
l'on  obtient  de  la  sorte,  variables  essentielles  les  variables  x' ,  y',  et  types 
singuliers  les  types  de  Liouville  différents  du  type  essentiel. 

7.  La  classification  la  plus  rationnelle  des  ds'  ayant  la  forme  de  Liouville 
est  celle  qui  a  pour  base  la  considération   des  intégrales  quadratiques. 

8.  M.  Kœnigs  appelle  ds'  réciproques  les  ds-  de  la  forme  (X, —  Y^)dxdy 
et  (X  —  Y)  dx\  dy^,  réciproques  aussi  les  surfaces  qui  admettent  deux  ds-  ré- 
ciproques. 

Les  géodésiques  de  l'une  des  surfaces  ont  pour  images  sur  l'autre  des  co- 
niques, au  sens  que  M.  Dini  a  attribué  à  ce  nom  ('  ). 

9.  Parmi  les  nouveaux  types  que  donne  le  principe  de  réciprocité,  M.  Kœnigs 
s'occupe  de  déterminer  quels  sont  les  types  essentiels  et  les  types  singuliers. 

10.  iM.  I^^œnigs  cherche  dans  quels  cas  le  ds'  admet  des  formes  de  Lie  en 
même  temps  que  des  formes  de  Liouville. 

11.  M.  Ivœnigs  se  propose  de  démontrer  que  les  Tableaux  qu'il  a  formés  con- 
tiennent toutes  les  solutions  du  problème  suivant  :  Trouver  tous  les  ds-  dont 
les  géodésiques  possèdent  plusieurs  intégrales  quadratiques. 


(')  Voir  D.VRBoux,  Leçons,  t.  IIL 
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12.  Pour  cela,  M.  Kœnigs  prouve  que  X,  Y,  X,,  Y,  sont  des  fonctions  uni- 
formes dans  tout  le  plan,  n'ayant  à  distance  finie  d'autres  singularités  possibles 
que  des  pôles.  Tout  pôle  de  l'une  de  ces  fonctions  est  double,  et  à  résidu  nul. 

Si  a  et  b  sont  deux  pôles  de  X,  (a  —  b)^2  est  une  période  de  X,  et  de  Y,. 
Les  pôles  de  Y  possèdent  des  propriétés  analogues;  les  pôles  de  X,  et  de  Y, 
fournissent  des  résultats  identiques  pour  les  X  et  les  Y. 

Si  Y  a  un  pôle,  on  pourra  mettre  le  ds''  sous  la  forme 

[P{a:  +  y)  —  F{x—y)]  dxdy. 

Si  a,  b,  c  sont  trois  pôles  de  l'une  quelconque  des  quatre  fonctions  et  si  le 

rapport n'est  pas  un  nombre  réel  commensurable,lcs  fonctions  X,  Y,  X,,  Y, 

sont  doublement  périodiques. 

13.  Tout  coefficient  de  transformation  relatif  à  une  forme  essentielle  possède 
au  moins  un  pôle,  à  moins  d'être  constant;  s'il  n'en  possède  qu'un,  il  a  la  forme 

A 


(X  4-  a)- 
Dans  les  autres  cas,  il  en  possède  au  moins  trois,  et  a  la  forme 


A  cos  - 
a 


Le  ds^  (dans  les  deux  derniers  cas)  a  la  forme 

[?{x+y)  —  ¥{x—y)'\  dxdy, 

et  la  fonction  F  est  paire.  Les  deux  coefficients  de  transformation  sont  alors 

tous  les  deux 

A_        A^ 

x''     y* 
ou  bien 

A  cos^  +  B       Acos-»'  +  B 


sm'^  sin'y 

Il  n'y  a  pas  d'autres  formes. 

14.  Tout  ds'  qui  admet  deux  intégrales  quadratiques  exactement  pour  ses 
géodésiques  est  représentable  géodésiquement  sur  un  autre  qui  est  dans  le 
même  cas,  et  qui  est  réductible  au  type 

ds'  =  AS^  +  BS,  +  es,  +  DS3, 
il 

^0=  [Pi^^  +  y)  —  P^x  —  y)]  dx  dy, 

S,=  [/>(a7  ^-j'  +  wj  —  p{x  —  y  +  u,)]  dx  dy. 

15.  M.  Kœnigs  appelle  invariants  diids^  les  coefficients  A,  B,  C,  D.  Le  c?s' 
reste  identique  à  lui-même  si  l'on  permute  de  toutes  les  manières  les  quantités 
A,  B,  C,  D. 


Vi     f<y<^ 
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I  .S  ■', 


Vu  ds'  du   lypc  considcrc  est  défini   par  ses  invarianls,  al)sLraclioii   failc  (1< 
leur  ordre. 
Le  ds^  étant  donné  sous  la  forme 


|.G{M)        G(f)JLl^(")         <i(t^)  1' 


[[■'(f/)'  G(f/)  sont  dos  polynômes  du  fiuatriéiiic  digré]. 
a.  h.  c,  d  étant  les  racines  de  G  (»)  =  n,  les  invariants  ont  pour  expressions 


i6 


!'(«) 


i6 


Vie) 
G'Mc) 


i6 


F(«f) 
G'^(^)" 


16.  Les  ds'  (lu  type  envisagé  peuvent  se  représenter  point  par  point  sur  un 
plan  de  telle  manière  que  l'image  de  leurs  géodésiques  soit  un  réseau  tangentiel 
de  coniques.  Si  les  coniques  du  réseau  touclient  deux  droites  fixes,  le  ds^  est 
do  révolution,  et  sa  courbure  est  constante  si  les  coniques  du  réseau  louchent 
tiois  droites  fixes. 

17.  Pour  qu'un  ds-  du  type  considéré  possède  une  transformation  infinité- 
simale de  ses  géodésiques,  il  faut  et  il  suffit  qu'un  des  invarianls  A,  B,  C,  D, 
D  par  exemple,  soit  nul,  et  que  les  trois  autres  vérifient  une  équalion  de  la 
forme 

±:  v/Â  ±  v'T{  zt  v/C  =  o. 

18.  Si  B  =  C,  <m  trouve  le  ds^- 


X  -\-  y 


X  —  y 


dx  dr 


qui  possède  une,  et  une  seule,  transformation  infinitésimale  de  ses  géodé- 
siques. Sur  ce  ds'  sont  géodésiquement  représentables  tous  les  ds-  qui  ad- 
mettent une  transformation  infinitésimale  de  leurs  géodésiques. 

Seuls,  les  ds'  de  révolution  jouissent  de  la  propriété  d'admettre  trois  trans- 
formations infinitésimales  de  leurs  géodésiques;  l'une  est  toujours  conforme. 

On  a  par  le  fait  résolu  la  question  suivante  : 

«  Trouver  les  réseaux  tangenticls  de  coniques  qui  possèdent  une  transforma- 
tion infinitésimale  ponctuelle.  » 

R.    Levavasseur. 


Bull,  des  Sciences  inulhém.,  2'  série,  t.  XVIIl.  (Octobre  iScj'i.)  R.i4 
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RENDICONTI  del  Cikcolo  .Matumatico  di  Paliîhmo.  I11-8". 

Tome  II;  1888  ('j. 

lieta/i  (V.).  —  Snr  les  formes  binaires  eiihiques.  (a5-2-). 

Construction  des  éléments  du  covariant  hessien  et  solution  de  quelques  autres 
problèmes.  Deux  éléments  imaginaires  conjugués  de  la  forme  sont  déterminés 
sur  la  diijile  par  son  intersection  avec  un  cercle  de  rayon  nul  (pnint-ccrcle). 

Giudice  {F-)-  —  Sur  la  délerminalion  de  fondions  d'une  variable 
définies  au  mojen  d'une  équation  à  deux  variables.  Une  obser- 
vation relative  à  la  constante  qui  se  présente  dans  les  dévelop- 
pements en  série  des  fonctions  circulaires.  ( 28-36). 

lîésolulion,  par  intégration,  des  équations  fonctionnelles 

'•?(^)'-?(r)  =  ?(-2^  +y  -^xy), 

c,{x)-r-\{y)  =  %{x\li  —  y'^y\/i  —  x'), 


\{x)-^-r,{y)  =  ï, 


xy 


An  suiet  des  fonctions  circulaires  l'auteur  envisage  la  constante  A  dans  le 
développement 

arc  si  n^  =  A  Lz;  H —  -;; — s-. 

et  sa  dépendance  du  choix  de  l'unité  des  arcs. 

Del  Re  {A.).  —  Sur  une  question  élémentaire  de  Géométrie.  (37- 
39). 

Etant  donnée  une  polarité  quelconque  II  (polarité  par  rapport  à  une  sur- 
face de  second  ordre,  ou  système  focal),  chercher  la  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  qu'une  surface  S  et  sa  polaire  réciproque  S'  par  rapport  à  n 
se  correspondent  dans  une  homographie  d'espèce  donnée,  de  telle  sorte  que  le 
point  A'  correspondant  d'un  point  A  de  S  soit  le  point  de  contact  avec  S'  du 
plan  a  polaire  de  A. 

La  condition  cherchée  est  que  la  surface  S  soit  du  second  ordre  et  que  l'ho- 
mographie résultant  de  la  composition  de  la  polarité  par  rapport  à  cette  sur- 
face avec  la  polarité  donnée  soit  de  l'espèce  donnée. 

La  Note  est  écrite  en  français. 


(•)  Voir  DuUetin. 
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Halphen  {C.-TI.).  —  Sur  réqualion  (l'iuilcr.  {\o-/i\). 

Inlt'gration  de  rtvnialioii 

dx  _^  dx,  _ 

l'iunt 

X  =  AC-B%         X,=  A.C,-BS 

cl  A,  lî,  <;  .les  polynômes  qua.lraliqucs  p„  x.  A,.  H,,  C,  clos  poMnonics  «luailra- 
luiiics  (Ml  37,.  (le  telle  sorte  que  l'on  ait 

\x\-{-  nx,~h  C  =  A,.r=-f-  n,x-^  C,. 

La  Note  est  écrite  en  français. 

Segre  (C).  —  Quelques  considérallons  élémentaires  sur  l'inci- 
dence  de  droites  el  de  plans  dans  l'espace  de  cpiatre  dimensions. 

(45-02). 

l  nanti  (G.).   —  Sur   les  équations  aux  dérivées   partielles  du 
premier  ordre.  (5o-58). 

Généralisation  d'un  théorème  démontré  par  M.  Morera  {Giorna/c  délia 
Società  di  letlure,  etc.,  in  Genova,  ag„sto-settcmbre,  1887).  Voici  le  tliéorème 
généralisé  : 

«  Étant  z  une  fonction  des  n  variables  indépendantes  a;,,  x.^,  ...,  ,r„  et  />,, 
A,  .^..,  p„  les  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  la  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  que  l'équation 

H(a7,,^^,  ...,  x„,  p^,  p,^,  ...,  pj  =  h 

ait  une  sidntion  complète  de  la  forme 

-  = /,  (-2^,) +/,(^,)  +  . .  .  +  /„(:r,.), 

est  que  H  satisfasse  à  une  équation  fonctionnelle  de  la  forme 

Jordan  (C).  —  Sur  la  marche  du  cavalier.  (09-68). 

Nombre  minimum  de  coups  nécessaire  pour  amener  le  cavalier  d'une  case 
(initiale)  à  une  autre  case  donnée.  On  suppose  l'échiquier  illimité.  L'auteur 
résout  cette  question  et  passe  ensuite  au  problème  plus  général  suivant  : 

«  Étant  donné  un  système  d'équations  indéterminées  à  coefficients  entiers 

rt, ,37, +  ...-)-   «,„J7,,    =  M,, 

? 

f'mi  ■2',  H-  •  •  •  +  «,„„  .r„  =  M,,,, 
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déterminer  parmi  les  syslèmcs  de  solutions  qu'il  comporte  celle  où  la  somme 
des  variables  x  est  minimum. 
La  Note  est  en  français. 

Volterra  (  K.).   —   Sur    la    lliéoric  des   ('qurilioiis    (liffcrcnlicllcs 
linéaires,  (tig-yj). 

Dans  les  ftendiconti  délia  /?.  Accademia  dei  Lincei,  vol.  III°(i88';)  l'auteur 
a  montré  que  la  théorie  dos  équations  difTérenticlles  linéaires  peut  être  ramenée 
au  calcul  inlinitésimal  des  substitutions,  et  ce  calcul  a  été  développé  par  lui- 
même  dans  un  Mémoire  publié  dans  les  Memorie  délia  Società  ilaliana  délie 
Scienze  {delta  dei  A^L),  {série  IJl',  vol.  VI"),  pour  le  cas  où  les  substitutions 
sont  des  fonctions  d'une  variable  réelle.  Ici  il  suppose  que  les  substitutions 
soient  des  fonctions  d'une  variable  complexe.  Il  trouve,  par  exemple,  que  : 

T  étant  une  substitution  holomorpbe  dans  un  champ  simplement  connexe  a, 
et  s  une  courbe  fermée  contenue  en  s,  on  a 


/: 


Tdz 

1  étant  le  symbole  de  l'identité. 

Conti  (/.).  —  Sur  les  congrtiences  engendrées  par  un  couple  de 
plans  en  correspondance  double.  Note  II.  (97-106). 

Dans  cette  seconde  Note  l'auteur  étudie  deux  congruences  particulières.  La 
première  est  engendrée  de  la  manière  suivante  : 

On  prend  dans  un  plan  P  un  faisceau  de  rayons,  projectif  à  un  faisceau  de 
coniques  situé  dans  l'autre  plan  P',  et  une  droite  arbitraire  a  non  située  dans 
aucun  des  deux  plans.  Les  droites  qui  rencontrent  à  la  fois  <s  et  deux  éléments 
correspondants  des  deux  faisceaux  déterminent  sur  P,  P'  les  points  correspon- 
dants d'une  transformation  double,  et  sont  les  rayons  de  la  congruence. 

La  génération  de  la  seconde  est  la  suivante  : 

On  prend  encore  un  faisceau  de  rayons  sur  P,  un  faisceau  de  coniques  sur 
P',  et  une  surface  réglée  rationnelle  S„  d'ordre  n,  dont  les  génératrices  corres- 
pondent projectivement  aux  éléments  des  deux  faisceaux.  Les  droites  qui  ren- 
contrent à  la  fois  trois  éléments  correspondants  des  trois  formes  projectives 
rencontrent  P  et_P'  en  des  points  correspondants  de  la  transformation,  et 
engendrent  la  congruence. 

Murer  {V.).   —   Génération    de    la    surface  d'ordre    «    à   droite 
[n  —  2)-ple.  (107-109). 

Cette  surface  peut  être  toujours  engendrée  par  un  faisceau  de  plans  ayant 
la  droite  multiple  pour  axe,  et  une  série  rationnelle  de  quadriques,  d'indice 
n —  2,  en  correspondance  projective  avec  le  faisceau. 

Lazzeri  (G.).  —  Sur  certains  systèmes  de  courbes  et  de  surfaces. 

(  1 1  o- 1 1 5  ) . 
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l'ouf  les  C(>iirl)cs  d'ordi'O  n  raiiteiii-  (h'tnDiilfc  un  Uu'orèmt^  doiil,  ou  ohlicnL 
comme  cas  parliculicr  celui  de  Clillonl  : 

Les  quatre  cercles  circonscrits  aux  triangles  formés  par  quatre  droites  d'un 
plan  ont  un  point  commun. 

Voici  le  ihénrème  généralisé  : 

Soient  sur  un  |)hin  n  points  I\.  et  n-\-i  droites  /•,,  dont  trois  ne  passent  par 
un  point  et  dont  aucune  ne  passe  par.  un  des  P,.  En  prenant  n  + 1  de  ces  droites, 

on  a  (  "  "^     )  points  d'intersection.  Ces  points  et  les  points  P;  déterminent  une 

courbe  de  Tordre  // ;  et  l'on  a  ainsi  n+  2  de  ces  courbes.  Toutes  ces  courbes 

n{u  —\)       .    ,         ,      ,      „ 
ont   en  commun  — points  outre  les  P,. 

Puis  il  démontre  des  propriétés  analogues  dans  l'espace  et  en  déduit  les  cas 
particuliers  de  n  —  a. 

Starkoff  (A  .).  —  Sur  un  problème  du  calcul  des  varialions.  (116- 
1 1^)  (eu  français). 

Étant  donnés  deux  plans  parallèles  et  un  point  dans  l'un  d'eux,  mener  de  ce 
point  à  l'autre  plan  une  ligne  de  longueur  donnée,  telle  que  l'aire  de  la  sur- 
face cylindrique  ayant  celle  ligne  pour  directrice  et  pour  génératrices  des  per- 
pendiculaires terminées  aux  deux  plans  soit  maximum. 

La  courbe  cherchée  est  une  hélice. 

De  Jonquières  {E .).  —  Construction  géométrique  des  courbes 
unicursales,  notamment  de  celle  du  cinquième  ordre  douée  de 
six  points  doubles,  (i  » 8-123)  (en  français). 

Del  Re  (A.).  —  Sur  les  systèmes  linéaires  /i-ples  de  sphères  dans 
l'espace  de  n  dimensions. 

Prenons  pour  coordonnées  d'une  sphère  ses  puissances  a,,  <x,^,  ...,  oc,,^,  par 
rapport  aux  sommets  A.  d'un  polyèdre  situé  dans  l'espace  donné,  et  posons  la 
relation  linéaire 

n  +  l 

I 
Alors  on  a  que  : 

Toutes  les  sphères  satisfaisant  à  cette  relation  ont  même  puissance  par 
rapport  à  un  certain  point  fixe.  Ce  point  est  le  barycentre  des  sommets  A,,  avec 
les  coefficients  m-.  L'auteur  trouve  aussi  la  valeur  de  la  puissance  commune 
de  ces  sphères  par  rapport  à  ce  point. 

Del  Re  {A.).  —  Un  théorème  de  Géométrie  projective  synlhé- 
lique  et  quelques-uns  de  ses  corollaires,  (i 28-180). 

Toutes  les  homographies  planes  ayant  en  commun  trois  couples  de  points 
correspondants   qui  forment  deux  triangles   homologi(iucs   ont   leurs   triangles 


igo  SliCONDI-    l'AUTIIi. 

fondanieiiliiiix    coiijii^^iK'S   pur   i;iii|ii(rl    à    hi    [lohiiiLi-   (l<'l(riiiiii('f   |i;ir   les    di^iix 
triangles  liuii)ol(jgi(|iics. 

Montesano  (D.).  —  Sur  iiik;  l'aniilh;  de;  siirliKu-s    li()iii;iloï(Ji(|iics. 

(i3i-i34). 

Ce  sont  les  surCiiccs  Jioiiiiiinïdiiiiics  doul  les  |)oiiils  jiciivenl  correspondre  iini- 
délevnali\einenl  cl  prospective/tieiit  iiii\  pl.uis  d'une  éluiic  ayant  son  cenlrc  en 
un  point  simple  de  la  surface. 

J  ivanti  (G.).  —  Sur  les  fondions  ajaiil  un  nombre  infini  de  va- 
leurs. (i35-i38). 

La  fonclion  inverse  d'une  inléf,'rale  ahrlicmic  de  genre  >i  reprend  la  mètnc 
valeur  pour  des  valeurs  de  la  variable  ra|)procliées  autant  que  l'on  veut.  On  en 
a  tiré  la  conséquence  qu'une  intégrale  abéiiennc  de  genre  >i  pour  cliaque  va- 
leur de  sa  limite  su[)érieure  prend  toutes  les  valeurs  possibles.  L'auteur  observe 
que  ceci  n'est  pas  juste,  car  les  valeurs  que  cette  intégrale  peut  prendre  pour 
une  valeur  donnée  de  sa  limite  supérieure  ne  forment  qu'un  ensemble  dénom- 
brable  ou  de  la  première  puissance  (suivant  les  dénominations  de  M.  Cantor  ). 
Il  appelle  fonctions  de  la  première  classe  celles  dont  les  valeurs  correspondant 
à  une  valeur  de  la  variable  forment  un  ensemble  de  la  première  puissance,  et 
démontre  que  : 

1°  Si  y  est  une  fonclion  de  x  de  la  première  classe,  la  même  chose  a  lieu 
pour  X  considérée  comme  fonction  de  y. 

2°  Les  fonctions  définies  par  des  équations  aigébrico-dillércntielles  linéaires 
sont  de  la  première  classe; 

3°  Le  théorème  de  RL  l'oincaré  : 

«  y  étant  une  fonclion  analytique  quclcontiiie  de  x,  on  peut  toujours  déter- 
miner une  nouvelle  variable  z  telle  que  x  cl  y  soient  des  fonctions  uniformes 
de  -;  ). 

a  pour  condition  nécessaire  et  suffisante  que  la  fonclion  y  soit  de  la 
première  classe. 

Del  Pezzo  {P-)-  —  Extension  d'un  lliéorème  de  Noellier.  (i3y- 

i44). 

Le  théorème  de  M.  Noethcr  est  le  suivant  : 

«  A  toute  Courbe  plane  ayant  des  singularités  arbitraires  on  peut  faire  cor- 
respondre unipuncluellcmcnt  une  autre  courbe  n'ayant  que  des  points  tloubics.  » 

Voici  l'extension  que  l'auteur  en  donne  aux  surfaces. 

A  toute  surface  douée  de  singularités  supérieures  arbitraires,  ayant  entre  elles 
des  relations  quelconques,  on  peut  toujours  faire  correspondre  uniponclucllc- 
ment  une  autre  surface  n'ayant  que  des  singularités  ordinaires. 

Il  en  donne  aussi  l'exlension  aux  premières  variétés  d'un  espace  de  /■  dimen- 
sions. 
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/h'ili  [K .).  —  Sur  une  extension  de  la  troisième  loi  de  Kepler. 

(1I5-147). 

Les  viirialion^  du  mouvcinciil  et  de  la  masse  d'un  syslùmc  nevvlonien  en 
niouvenicnl  stable  ne  cliansenl  pas  le  rapport  entre  le  cube  de  la  distance 
moyenne  et  le  produit  de  la  niasse  par  le  carré  du  temps  périodique  moyen. 

Segre  {€.).  —  Une  observation  sur  les  systèmes  de  rayons  dans 
les  espaces  supérieurs.  (i48-i49). 

Extension  des  propriétés  focales  aux  systèmes  (n  —  i)-plcs  dans  un  espace 
de  n  dimensions. 

\  ivanti  [G.).  —  Encore  sur  les  fonctions  ayant  un  nombre  infini 
de  valeurs.  (i5o-i5i). 

Toute  fonction  analytique  monogène  (dans  le  sens  de  Weierstrass)  prend 
pour  chaque  valeur  de  la  variable  un  ensemble  dénombrable  de  valeurs,  c'est- 
à-dire  qu'elle  est  de  la  première  classe.  [  Voir  ci-dessous  :  Poincaré]. 

Pincheile  (S.).  —  Sur  le  caractère  arithmétique  des  coefficients 
des  séries  satisfaisant  à  des  équations  linéaires  différentielles  ou 
aux  diflférences.  (iô3-i64). 

L'auteur  a  étudié  ailleurs  [Journal  fier  die  reine  und  angewandte  Mathe- 
inatik,  t.  CIII)  ces  coefficients  et  donné  un  théorème,  pour  le  cas  oii  l'équation 
différentielle  a  au  point  x  ^^  0  une  équation  déterminante  irréductible.  Ici  il 
suppose  que  cette  équation  ne  soit  pas  irréductible,  et  en  particulier  que  a;  =0 
ne  .soit  pas  un  point  sin;;ulier  pour  toutes  les  intégrales  de  l'équation  dille- 
rentielle. 

TorelLi  (G.).  —  Sur  la  transformation  cubique  d'une  forme 
binaire  cubique.  (i65-i'ji). 

La  transformation  cubique 

sur  la  forme  binaire  cubique  c%  peut  être  réduite  à  la  transformation  linéaire 

étant 

a^=:  {aKyiVcyc^—  {cKy{^a)-a^. 

où  T'x,  K.c  sont  les  covariants  quadratique  et  cubique  de  la  forme 
0|^  =r  {bc){ca){ah)a^. 6^. c^. 

Le  module  (z?)  de  la  transformation  linéaire  est 
(a:i)=2(rK)'P-', 
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P  étant  le  discriminant  do  0^.  La  transforiiialioii  linéaire  mentionnée  ronduit 
au  même  résultat  (juc  la  transformation  cubiciuc  à  moins  du  facteur  —  (cK)'r'. 

Sforza  (G.).  —  Gondilion  géomclriqiic  pour  la  rcalilé  des  points 
et  des  langenlcs  communes  à  deux  coniques.  (l'j^-iy.j). 

Étant 

aie  =  o,        a'J.  =  o 

les  équations  des  deux  coniques,  et  A,,  B,,  0^,  A^  les  invariants  fondamentaux 
des  deux  formes,  la  condition  cherchée  est  que  la  coni(|uc 

£2  =  (0|—  t),AjMÎ-t-  (A,  A,—  0,BJt4-r  (0;  —  ©,  A,)  £/!(.=  o, 
soit  imaginaire. 

Brambilla  {A.).  —  Sur  une  ccriainc  surface  algébrique  ration- 
nelle. (176-183). 

C'est  la  surface  dont  le  point  général  a  les  coordonnées 

x/.x./.x^:x^=  6f  :  6?  :  6«  :  e«, 
étant 

0,4-8^+03-1-0,  =  o. 

L'auteur  a  déjà  étudié  cette  surface  (liendiconti  ciel  fi.  Istilato  Loinbardo 
di  Scienze  e  Lcttere,  série  II,  vol.  \XI;  t88S).  Ici  il  apporte  les  modifications 
nécessaires  pour  le  cas  où  le  nombre  n  est  pair. 

Peano  (G.).  —  Théorèmes  sur  des  maxima  et  minima  géomé- 
triques et  sur  des  normales  à  des  courbes  et  à  des  surfaces. 

(189-192). 

L'auteur  donne  sans  démonstrations  quelques  propositions  à  l'aide  desquelles 
on  peut  résoudre  des  problèmes  de  Géométrie  infinitésimale  par  des  procédés 
fondés  sur  la  composition  de  segments,  de  barycentres,  etc.  Ces  propositions 
sont  des  conséquences  de  quelques  formules  obtenues  par  l'auteur  dans  son 
Calcolo  geonietrico  seconda  l'Ausdehnungslehre  di  H.  Grassniann  (Torino, 
188S). 

Mcuxolongo  (/?.).  —  Théorème  de  Mécanique.  (193-196). 

Tout  problème  de  Mécanique  dans  lequel  la  position  du  système  dépend  de 
trois  quantités  et  pour  lequel  existent  :  1°  l'intégrale  des  forces  vives;  2°  une 
des  intégrales  des  aires;  3°  une  des  intégrales  du  centre  de  gravité,  relative  à 
l'un  des  axes  du  plan  des  aires,  peut  être  réduit  aux  quadratures. 

Poincaré  {II-)-  —  Sur  une  propriété  des  fonctions  analytiques. 

(197-200). 


UEVUlî   DliS    PUBLICATIONS.  193 

Il  n'exisLc  pas  de  fonction  analytique  mullifornic  d'une  iniissuncc  (ou  classe) 
supérieure  à  la  première. 

L'auteur  complète  ainsi  les  résultats  obtenus  par  M.  Vivant!  (  l'o//' ci-dessus). 

Loria   (G.).    —    Sur   les    courbes    ralionnellcs    d'ordre    n   dans 
l'espace  de  /i  —  1  dimensions.  (201-224). 

L'auteur  commence  par  donner  qucliiues  propriétés  générales  de  ces  courbes, 
principalement  au  sujet  de  leurs  points  stationnaircs  et  des  espaces  de 
n  —  2  dimensions  osculateurs  en  ces  points.  Il  trouve  par  exemple  que  ces 
courbes  sont  de  la  classe  2{n  —  i),  et  donne  une  représentation  paramétrique 
canonique  de  la  courbe  en  prenant  les  espaces  stationnaircs  pour  espaces  fon- 
damentaux. Puis  il  étudie  en  particulier  les  courbes  admettant  la  représen- 
tation paramétrique  suivante  : 


px„_^-l, 

et,  enfin,  les  coUinéations  qui  transforment  une  courbe  rationnelle  en  elle- 
même,  en  particulier  la  cubique  plane  rationnelle,  la  quartique  gauche  de 
première  espèce,  la  quartique  gauche  harmonique  et  équianharmonique,  la 
courbe  tétraédrique  («  =  6),  la  courbe  octaédrique  {n  —  8),  et  la  courbe 
icosaédrique  {n  —  12). 

Pincherle  (S.).  —  Une  transformation  de  séries.  (225-22G). 
.\yant  la  série 

^^   z  -f-  n 

n  =  0 

où  a,,  est  tel  que  la  série 

F{x)  =  ^  ^,,^" 

soit  convergente  dans  un  cercle  de  rayon  >■  2,  on  aura 


<  =  >-l77ii^ 


(-.)"/(")  (0 


■  {z  +  i)...{z  +  n) 
n—O 


S.  R. 
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BULLETIN  Dii  i,A  SociÉTii;  matiiiîmatiuuk  du  Fiianck. 
Tome  XX;   1892  ('). 

D'Arone.  —  Sur  la  fonction  exponentielle,  (a-4)- 

Soient  M{x^,x.^,  ...,x,^),  N{x„Xj,  ...,x,^)  deux  fonctions  de  n  variables 
réciies,  finies  et  continues  ainsi  que  leurs  dérivées  premières,  adincllanl  des 
dérivées  secondes  finies  et  satisfaisant  à  ré(iuation  de  Laplacc 


d'u        >)'■  u  d' u 

àx\        Oui       '  '  '       àx'n 


=  0. 


L'auteur  démoulro  que,  si  la  différence 

gM  i.r,.  Xi, ...,  Xn)  —  gN  (.»■,,  .»■;, ...,  x„) 

est  une  constante  dilTérente  de  zéro,  les  fonctions  M  et  N  se  réduisent  à  des 
constantes. 

Il  déduit  de  là  que  si  la  diflerence  des  deux  exponentielles  eG(si — gPI^),  où 
les  exposants  G(^)  et  P{z)  sont  deux  polynômes  entiers  par  rapport  à  la  va- 
riable complexe  z,  est  constante,  ces  deux  polynômes  doivent  se  réduire  à  deux 
constantes. 

Si  l'on  parvenait  à  montrer  qu'il  en  est  de  même  lorsque  G(^)  et  P(^)  sont 
deux  fonctions  holomorplies,  cette  propriété  permettant  d'établir  directement 
et  sans  recourir  aux  fonctions  modulaires  le  théorème  bien  connu  de  M.  Picard  : 
Si  une  fonction  holomorplie  ne  i>rend  ni  la  valeur  a  ni  la  valeur  b,  elle  se  ré- 
duit à  une  constante. 

Foui'ct.  —  Sur  la   détermination  d'une  limite  inférieure  des  ra- 
cines d'une  équation  algébrique.  (4-6). 

Tout  nombre  qui,  substitué  à  x  dans  le  polynôme  entier  V{x)  et  dans  ses 
dérivées  successives,  donne  des  résultats  alternativement  positifs  et  négatifs, 
est  une  limite  inférieui-e  des  racines  de  l'équation  ¥{x)=  o. 

M.  I^'ouret  déduit  de  ce  théorème  une  règle  pour  trouver  une  limite  infé- 
rieure des  racines  plus  avantageuse  que  la  règle  usitée  qui  consiste  à  ramener 
cette  recherche  à  celle  d'une  limite  supérieure  des  racines  de  F( — x)=  o,  et 
qui  fournit  toujours  une  limite  inférieure  négative.  La  régie  de  M.  Fouret  pré- 
sente les  mêmes  avantages  que  celle  de  Newton  pour  la  recherche  d'une  limite 
supérieure  des  racines. 

Laisant.  —  Transformation  d'un  polynôme  entier.  (6-10). 
Solution  nouvelle  de  ce  problème,  déjà  résolu  par  M.  d'Ocagne  : 


(•)  Voir  Bulletin,  WII,,  p    89. 
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Meltro  un  polynruiic  ciilicr  de  degré  n 

a^+  a^x  +  a^x'^  +  ..  .-Ira,, x" 
sous  la  forme 

ù,-i-  O^x  -{-  0^x{x  —  i)+... 

-i-  b^,x{x  —  })..  .{x  —  p-+-i)-^...-i-  b,,x{x  —  j). .  .{x  —  /)  -h>). 

Lucas  {F.).  —  Nolo  relative  aux  points  centraux.  (Io-l:^). 

Soit 

f{z)={z-z^){z-z,)...{z-z^)  =  o 

l'équation  d'un  système  plan  de  p  points  quelconques  que  l'auteur  regarde 
comme  doués  de  masses  égales.  En  égalant  à  o  les  dérivées  successives  de  f{z), 
on  obtient  les  points  centraux  d'ordres  successifs  du  système. 

M.  F.  Lucas  montre  que  la  droite  qui  joint  les  deux  points  centraux  d'ordre 
/>  —  2  est  dirigée  suivant  un  des  axes  principaux  d'inertie  du  système. 

Il  en  déduit  ce  théorème  : 

«  Un  système  plan  de  points  et  les  systèmes  de  ses  points  centraux  successifs 
admettent  les  mêmes  directions  principales  d'inertie.  » 

Pour  que  l'ellipse  d'inertie  d'un  système  plan  de  points  soit  une  circonfé- 
rence, il  faut  et  il  suffit  que  la  somme  des  carrés  de  leurs  coordonnées  affixes, 
relativement  à  deux  axes  rectangulaires  quelconques  passant  par  leur  centre 
de  gravité,  soit  identiquement  nulle.  Dans  ce  cas,  tous  les  sy^stémes  de  points 
centraux  des  divers  ordres  admettent  des  circonférences  pour  ellipses  d'inertie. 

Laisant.  —  Note  relative  au  svmbole  «'  et  en  général  à  l'opération 
p'J.   (l2-l5). 

Lévy  (L.).  —  Sur  certaines  surfaces  formant  dos  systèmes  triple- 
ment orthogonaux.  (i5-i6). 

jM.  L.  Lévy  fait  connaître  toutes  les  surfaces  enveloppes  de  sphères  qui,  par 
une  translation  parallèle  à  Os,  engendi-ent  une  famille  faisant  partie  d'un 
système  triplement  orthogonal.  Ce  sont  : 

1°  Les  surfaces-canal  enveloppées  par  une  sphère  dont  le  centre  décrit  une 
courbe  plane  arbitraire  située  dans  un  plan  perpendiculaire  à  Oz; 

2°  Les  périsphères  symétriques  par  rapport  à  un  plan  passant  par  O.:;,  la  di- 
rectrice étant  encore  quelconque: 

3°  Les  enveloppes  de  sphères,  dans  lesquelles  chaque  sphère  touche  son  en- 
veloppe suivant  une  circonférence  de  rayon  nul.  Ces  surfaces  se  réduisent  à 
une  courbe. 

Raffy.  —  Sur  certaines  surfaces  spirales.  (16). 

On  sait  que  la  détermination  des  sjjirales  d'élément  linéaire 
ds'  =  e-''  U-  (  du'  -f-  dv-) 


iqO  seconde   l'AiniK. 

revient  à  riiUégriilion  de  réiiuiitinn 

M.  Hady  rnoiilrc  que  l'on  [)CiiL  Irouvei'  cxplicilcnienl  une  série  simplemcnl 
infinie  de  spirales  dans  l'Iiypotlièse 

9  27 

Lucas  {F.)-  —  Sur  l'ellipse  cciiLrale  d'inertie  d'un  systrinc  plan 
de  points  inaU'ricls  de  même  niasse,  (ij-iq). 

C'est  toujours  avec  le  grand  axe  de  l'ellipse  d'inertie  que  coïncide  la  droite 
de  jonction  des  deux  points  centraux  d'ordre/)—  2. 

La  diflërcnce  des  carres  des  rayons  de  giration  principaux  est  égaie  à  />  —  i 
fois  le  carré  de  la  demi-distance  des  deux  points  centraux  d'ordre/; —  2. 

Guiniavacs.  —  Sur  trois  normales  s])éciales  à  l'ellipse.  (i(j-ai). 

AppelL  —  Surnne  transformation  de  mouvement  et  les  invariants 
d'un  système  en  Méeanique.  (21-22). 

Soit  un  système  matériel  dont  la  configuration  est  définie  par  k  paramétres 
7,,  <7j,  ...,  q^^.  Les  équations  du  mouvement  de  ce  système  sous  l'action  de 
forces  arbitraires  ne  dépendant  que  de  sa  position  sont 

.  .  d  (  dt\        ÔT        ^^  ,        dq, 

Q^  ne  dépendant  que  de  q^,  q^,  ...,  q^.  Pour  un  deuxième  système  dont  la 
configuration  est  définie  par  A'  paramètres  /■,,  r^,  . ..,  /\.,  on  aura  de  même,  en 
appelant  t^  le  temps, 

.    .  d  fàS\        dS        ^^  ,       dv„ 

On  transformera  l'un  des  mouvements  dans  l'autre,  si  l'on  peut  trouver  des 
fonctions  9^  et  X  de  /y,,  q,,  ...,  q^,  telles  qu'eu  posant 

'V.  =  rc  (  ^p  ^.:  •  •  •  >  ?A  )  '        dt,=  À  dt, 

les  équations  (i)  se  transforment  en  (2). 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  transformation  soit  possible 
quelle  que  soit  la  loi  de  forces  agissant  sur  un  des  systèmes  est  l'égalité  de 
certains  invariants  qui  se  rattacbent  aux  recliercbes  de  Beltrami. 

Raffy.  —  Dcteiniiinalion  de  l'élément  linéaire  des  surfaces  spi- 
rales à  lignes  d'égale  courbure  parallèles.  (22-02). 

Tout  élément  linéaire  de  spirale  à  lignes  d'égale  courbure  parallèles,  quand 
on  raj)porte  la  surface  à  ces  lignes  et  aux  gé'idésiqucs  orthogonales,  prend  l'une 
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(les  (leii\  formes 

..=  .„.+  i'[A(;f)VB(|)-p„., 

ds^  =  du^+  -  (A  log  -  +  n  )  dv-, 

*     .  t'  /' 

dont  la   seconde  peut  être   considérée  comme  une  dégénérescence  de  la  pre- 
mière. 

Liicaa  (F.).  —  Sur  les  polygones  inscrits  dans  les  coniques.  (33- 
34). 

Lorsqu'un  polygone  de  2  p  côtes  est  inscrit  dans  une  conique,  ses  côtés  de 
rang  impair  coupent  ses  côtés  de  rang  pair  en  />(/>  — 2)  points  qui  appar- 
tiennent à  une  courbe  du  degré  p  —  1. 

En  faisant />  =  3,  on  obtient  le  théorème  de  Pascal  relatif  à  l'hexagone  in- 
scrit. 

En  supposant  que  les  côtés  de  rang  pair  d'un  polygone  de  ip  côtés  inscrit 
dans  une  conique  deviennent  infiniment  petits,  on  a  ce  théorème  : 

«  Lorsqu'un  polygone  de  p  côtés  est  inscrit  dans  une  conique,  les  tangentes  à 
la  conique  menées  par  les  sommets  de  ce  polygone  coupent  ses  côtés  en  p{p  —  2  ) 
points  qui  appartiennent  à  une  courbe  de  degré  p  —  2.  » 

En  transformant  les  figures  par  la  méthode  des  polaires  réciproques,  on  ob- 
tiendra les  théorèmes  corrélatifs  concernant  les  polygones  circonscrits  aux 
coniques. 

Fouret.  —  Remarques  sur  les  limites  des  racines  d'une  équation 
algébrique.  (3o-38). 

Une  valeur  négative  de  x  est  une  limite  inférieure  des  racines  de  l'équation 

a^  X'"  -f-  a,  .2;'"-'  -t-  a^  .x"'-'^  -4- . . .  -h  «,„  =  o 

lorsqu'elle  fait  prendre  des  valeurs  alternativement  positives  et  négatives  aux 
polynômes  de  la  suite 

a^  X"'  +  a,  x""''  +  . .  .-\-  «,„_ ,  a;  -t-  a„, , 
a^x"'--' -h  a. x'"-"  +  . .  .-h  «,„_,, 
a^x  4- a,, 


Cette  règle  est  corrélative  de  celle  due  à  M.  Thibaut  qui  donne  une  limite  su- 
périeure des  racines  d'une  équation  algébrique. 

Fouret.  —  R.emarque  historique  concernant  une  propriété  méca- 
nique de  la  lemniscate.  (38-39). 

On  sait  que  la  lemniscate  est  la  courbe  sur  la(|uelle  doit  se  mouvoir  un  point 
pesant   dans    un    plan   vertical    pour  décrire  sans  vitesse  initiale  à    [iiulir  d'un 
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point  li\c  un  iirc  (|iiclc()n(|ii(>  il;iiis  l'intcrviillc  dr  Ifirips  (iii'il  lui  f;ui(li;iil  |iour 
parcourir  en  putlanldu  rcjjos  la  corde  sous-lcndanl  ccl  arc. 

C'est  à  tort  que  la  découverte  de  ce  théorème  est  attribuée  tantôt  à  Fuss,  tantôt 
à  Salatlini.  h^iic  est  duc  en  n-alilé  à  VaiIcv  {Mécanirjue,  t.  II,  p.  1G6-167;  i^SC). 

Catalan.  —  Sur  ([iicl(|iic.s  lli('orrmes  d'Analyse  et  crArilljiiK'liquc. 

(40-43). 

Demoulin.    —   Quelques   remarques  relatives   à   la   théorie    des 
courbes  gauches.  (43-45). 

Soient  Ox,  Oy,  Oz  la  tangente,  la  normale  principale  et  la  binormale  en 
un  point  quelconque  O  d'une  courbe  gauche. 

L'axe  hélicoïdal  relatif  au  mouvement  élémentaire  du  Iriédrc  formé  par  ces 
trois  droites  coupe  à  angle  droit  la  normale  principale  Or  en  un  point  distant 
de  l'origine  O  de  la  longueur 

l'angle  0  qu'il  fail  avec  la  tangente  Ox  est  donné  par  la  formule 

tangO  =  —  -. 

P 

Si  l'on  cherche  à  exprimer   la  courbure  et  la  torsion  en  fonction  de  /  et  du 

rapport  A"  :=  —  de  la  vitesse  V  commune  à  tous  les  points  de  l'axe  hélicoïdal  à 

la  rotation  w  du  trièdre  Oxyz  autour  du  point  0,  on  trouve  ces  relations  cu- 
rieuses à  cause  de  leur  réciprocité 

Si  la  courbe  gauche  esta  torsion  constante,  l'axe  hélicoïdal  instantané  décrit 
par  rapport  au  trièdre  Oxyz  un  conoïde  de  Pliicker. 

Raffy .  —  Sur  une  transformation  des  formules  de  Codazzi  et  sur 
les    caractères    spécifiques    des  surfaces  à    courbure  moyenne 
constante.  (47)- 
On  sait  que  les  formules  de  Codazzi  sont 

'fJo 


Introduisant  la  courbure  moyenne  h  et  la  courbure  totale  g,  et  posant 
/^-S  =  S%         cos.  =  -^  =  ^, 


P       1^ 

A-^-è="' 

dp 

du 

=  7'\ 

I  dK 
C  Ov 

àq 
âv 

Ou 

=  ''P, 

I  dC 
"■-Â5^=°' 

àr 

dv 

du 

=  PQ, 
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M.   Uallv  cil  iliiluil  les  nouvelles  formules 


"99 


du 

_  A  dh 

"  C  dv 

si  UT  dh 
S     "^  du 

COST 

S 

_  C  dh 
"  A  du 

siiiT  dh 
S          dv 

COST 

^    d  ,       ,    ^ 

^     f'    i^„/-.c 
A  Ou     °        ' 

(Itii  se  pn'icnl  à  de  nombreuses  appliealions. 

Elles  inonlrent  notamment  que  la  courbure  moyenne  h  satisfait  à  deux 
l'Huations  aux  dérivées  partielles  du  troisième  ordre  d'où  a  disparu  l'angle 
auxiliaire  "z. 

L'auteur  s'en  sert  encore  pour  exprimer,  au  moyen  d'invariants  seulement, 
la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  élément  linéaire,  donné  sous 
une  forme  quelconque,  convienne  à  des  surfaces  à  courbure  moyenne  con- 
stante h.  Cette  condition  est 

Il   en  résulte  que  l'élément  linéaire  est  réductible  à  la  forme 


R,  R,/       R,R„ 


ds^  =  t^h^  -  j-^  j      (  du^  +  di>^-  ). 

UOcagne.  —  Sur  la  détermination  géométrique  du   centre  de 
courbure  de  la  développée  d'une  courbe  plane.  (49-09). 

M.  d'Ocagne  fait  ressortir  le  i-ùle  que  joue,  dans  l'étude  infinitésimale  des 
courbes  planes,  une  courbe  adjointe  ainsi  définie  : 

«  Étant  donnée  une  courbe  plane  (C),  on  prend  arbitrairement  deux  pôles  O 
et  P.  On  joint  le  pôle  O  à  un  point  M  pris  sur  (C),  et  par  P  on  mène  une  pa- 
rallèle à  la  normale  en  31  à  la  courbe  (C);  les  deux  droites  ainsi  menées  se 
coupent  en  un  point  H  dont  le  lieu  est  la  courbe  adjointe.  » 

L'adjointe  permet  de  construire  la  normale  en  tout  point  de  la  courbe  (C) 
et  aussi  de  trouver  les  points  de  cette  courbe  où  la  normale  a  une  direction 
donnée. 

Elle  permet  en  outre  d'obtenir  simplement  le  centre  de  courbure  en  tout 
point  de  (C),  de  la  manière  suivante  :  Par  le  point  M'  où  la  normale  en  M  à. 
la  courbe  (C)  coupe  la  droite  OP,  que  l'on  élève  à  cette  normale  une  perpen- 
diculaire coupant  OM  eu  L.  La  paiallèle  menée  par  L  à  la  tangente  en  H  à 
l'adjointe  passe  par  le  centre  de  courbure  Q.  répondant  au  point  J\L 

On  déduit  de  là  que  les  points  d'intlexion  de  la  courbe  (C)  se  trouvent  sur 
les  droites  joignant  le  point  0  au  point  de  contact  des  tangentes  menées  de  P 
à  l'adjointe. 

Les  éléments  de  l'adjointe,  dépendant  d'infiniment  petits  d'un  certain  ordre, 
permettent   d'obtenir   les   éléments  de  la  courbe   (C)  dépendant  d'infiniment 
petits  de  l'ordre  immédiatement  supérieur.  L'auteur  examine  comment  la  con 
naissance  du  centre  de  courbure  de  l'adjointe  entraine  celle  du  centre  de  cour- 
bure de  la  développée  de  la  courbe  (C). 
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Fourcl.  —  Sur  le  rayon  de  coiirI)ure  des  eourhes  Iriangulaircs  cl 
des  courbes  létraédrales  symétriques.  (60-64). 

L'aiilcur  établit  géométriquement  ces  deux  théorèmes  qui;  .M.  Jamct  avait 
déjà  démontrés  par  l'analyse  : 

«  1°  Le  rayon  de  courbure  d'une  courbe  triangulaire  symétrique 

A  x"^  -h  BjK"  -f-  C  c"  =  o 

est  dans  un  rapport  constant,  égal  à  — - — ,  avec  le   rayon  de   courlturc  de  la 

conique  tangente  au  point  considéré  à  la  courbe  et  circonscrite  au  triangle  de 
symétrie  (triangle  de  référence). 

»  2°  Le  rayon  de  courbure  d'une  courbe  tétraédrale  symétrique,  intersection 
des  deux  surfaces  tétraédrales 

A  a;"  -t-  BjK"  -H  C  s"  -1-  D  t"-  —  o, 
k' x"-^  B'y  +  C'z"+  D'f"=  0, 

est  dans  un  rapport  constant,  égal  à -?  avec  le  rayon  de  courbure  de  la 

cubique  gauche  tangente  au  point  considéré  à   la  courbe  et  passant  par  les 
sommets  du  tétraèdre  de  symétrie  (tétraèdre  de  référence).  >> 

Laisant.  —  Sur  un  prolilème  de  Géométrie.  (65-6^). 

Solution  d'un  problème  dont  l'énoncé  a  été  communiqué  à  l'auteur  par 
M.  Lemoine  : 

«  Trois  points  A,,  B,,  C,  ont  respectivement  pour  coordonnées  x,  y,  x\  y'; 
x" ,  y"  par  rapport  aux  côtés  AB,  AC;  BC,  BA;  CA,  CBd'un  triangle  pris  pour 
axes  coordonnés.  Connaissant  A,,  B,,  C,  et  les  six  valeurs  x,y;  x',y';  x",y", 
trouver  le  triangle  ABC. 

Bioche.  —   Sur  les  singularités  des  courbes  algébriques  planes. 
(67-69). 

Les  nombres  qui  entrent  dans  les  formules  de  Pliicker  sont  deux  à  deux 
corrélatifs,  sauf  le  genre  p,  qui  est  dualistique.  Les  nombres  corrélatifs  sont  : 

i"  Le  degré  n  et  la  classe  k; 

2°  Le  nombre  des  points  doubles  d  et  celui  des  tangentes  doubles  t; 
3°  Le  nombre  des    points   de  rebroussement  /•  et  celui  des  tangentes  d'in- 
flexion i. 

L'égalité  de  deux  nombres  coi'rélatifs  entraine  en  général  celle  des  autres; 
cependant  il  n'en  est  pas  toujours  ainsi.  J\I.  Bioche  énumère  les  cas  d'exception. 

L'auteur  fait  observer  que,  la  présence  de  points  multiples  abaissant  la  classe 
d'une  courbe,  on  pourrait  penser  que,  parmi  les  courbes  d'un  degré  donné  n, 
celles  dont  la  classe  a  la  plus  petite  valeur  sont  les  courbes  unicursales.  iMais 
cela  n'est  vrai  que  pour  les  valeurs  /?  =:  3,  4  ou  5. 
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J'^/'o/ov.  —  Ej;alilcs  à  deux  cl  à  trois  degrés.  ((ii-B/i). 

Mcuigcot.  —  Recliorclie  des  surfaces  aduiellaul  la  sjniétrie  courbe 
des  surfaces  polycdrales.  (8/1-90). 

L'extension  que  M.  Mangent  a  donnée  à  l'idée  de  symétrie  dans  sa  thèse  sur 
la  symétrie  courbe  le  conduit  à  rechei'clier  quelles  sont  les  surfaces  de  symétrie 
des  surfaces  polyédrales. 

Un  système  de  plans  ne  peut  oiïrir  la  symétrie  par  rapport  à  une  surface 
courbe  indécompo-^able  que  si  les  plans  du  système  passent  par  un  même  point 
et  sont  au  nombre  de  :>.,  !\  ou  6;  d'où  il  résulte  que  les  surfaces  polyédrales 
fermées  ne  peuvent  avoir  d'autres  surfaces  de  symétrie  que  des  plans. 

Quand  un  système  de  plans  présente  la  symétrie  relativement  à  une  surface 
courbe,  il  admet  une  infinité  d'autres  surfaces  de  symétrie. 

Les  seuls  ant;les  polyèdres  convexes  symétriques  par  rapport  à  des  surfaces 
courbes  sont  les  angles  tétraèdres  dont  les  quatre  arêtes  sont  les  diagonales 
d'un  même  parallélépipède  rectangle. 

Les  systèmes  de  six  plans  qui  possèdent  la  symétrie  courbe  sont  ceux  formés 
par  les  six  plans  diagonaux  de  parallélépipèdes  rectangles. 

Toutes  les  surfaces  de  symétrie  des  surfaces  polyédrales  sont  données  par 
l'équation 

x"'y"z''=  const. 
et  l'équation 

'y'      -'     -'      ■^^     X'  '   y 


A' 

dans  laquelle  /  est  une  fonction  arbitraire,  est  l'équation  générale  des  surfaces  S 
qui  admettent  toutes  les  surfaces  de  s^'iiiétrie  des  surfaces  pol^^édrales. 

Cherchant  celles  des  surfaces  S  qui  sont  réglées  et  celles  qui  sont  de  révolu- 
tion; l'auteur  trouve  que  ce  sont  des  quadriques. 

Enfin  les  seules  surfaces  possédant  la  symétrie  plane  du  cube  et  la  svmétrie 
courbe  du  système  de  ses  six  plans  diagonaux  sont  données  par  l'équation  arbi- 
traire 

■^[r-+  ?'+-•,  Ci  -  Y)(  y  -  a)  {  a  -  [i  )]  =  o, 
où  l'on  a  posé 

a.=y-  —  z-,         ft  =  z' — X-,        -(  =  x-  —  y\ 

Caronnet.  —  Sur  des  surfaces  dont  les  lignes  de  courbure  s'ob- 
tiennent par  quadrature.  (91-92). 

Dans  le  système  de  coordonnées  imaginé  par  Ossian  Bonnet,  l'équation  du 
plan  tangent  est 

(  a -f-  ?)-ï  +  '(, 3 -2)^-1- (a.3  -1)2  +  1  =  0. 

INI.  Caronnet  montre  ()u'on  obtient  par  de  simples  ([uadratures  les  lignes  de 
courbure  de  toute  surface  pour  laquelle  \  satisfait  à  une  équation  telle  que 

Bull,  des  Sciences  inalhém.,   >''  série,  t.  WTII.  (Octobre  i8y4-}         li.jo 
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Si  I'^(ç,  2,  [i  )  =  o  est  une  iiili'f^ralc  <le  colle  (■(jualioii  cl  (jiic  l'on  pose 
M  _  a  +  P  V   _  /(  p  —  a  )  (V  _  ap  —  I 

transporliinl  dans  l'éi|(iali()n  inlégrale  les  valeurs  de  a,  [i,  ;  lirées  de  res  fr)r- 
iiailcs,  on  aura,  cti  coordonnées  lang(;nliclles,  u,  v,  w,  p,  une  suilace  douL  les 
ligues  de  courbure  s'oblieunent  par  quadralures. 

Lilutel.  —  Sur  les  fondions  ralionncllos  des  racines  d'une  é(jua- 
lion  entière.  (92-96). 

Tuulc  fonclion  eulière/(^,,  x.^,  ...,  a:,,,)  des  racines  d'une  é(jualion 

X"'  -h /?, X'"  '  -t-  p.^x"^-'  -)- . . .  +  p,„  =  o 

à  coefficients  quelconques  peut  se  mettre  sous  forme  d'une  fonclion  entière  par 
rapport  aux  coeflicienls  de  cette  équation,  et  par  rapport  à  m — i  racines  a;,, 

/•,  (x,,.r^.  .. .,  ■27,,,  _,.  />!,  ...,  /->,„) 
F,(^„  ...,.r „,_„/>„  ...,  p,„) 

cette  nouvelle  fonction  étant  de  degré  p  par  rapport  à  .r„,_  .  Celle  transforma- 
tion n'est  possible  que  d'une  seule  manière. 
Si  la  fonction  rationnelle 

f(x,,  X,,  . . .,  x,„  ) 


R 


b'  l  X  .  X X    ) 


est  une  fonction  sj'métriquc,  les  deux  polynômes  y,  et  F,  regardés  comme 
fonctions  entières  de  x^,  x^,  ...,  .r,,,,  dont  les  coefficients  sont  des  polynômes 
par  rapport  à  />,,  p^,  .. .,  p,,^,  ont  leurs  coefficients  proportionnels  et  la  valeur 
de  la  fonclion  syniétricjuc  est  égale  au  rapport  de  deux  coefficicnls  correspon- 
dants. 

De  celte  proposition,  M.  Blulel  déduit  un  perfectionnement  notable  à  la  mé- 
thode de  Caucliy  pour  le  calcul  des  fonctions  symétriques  entières. 

Sclilegel.  —  Sur  une  nu'lliode  pour  représenter  dans  le  plan  les 
cubes  magiques  à  n  dimensions.  (9^-100). 

Transoti.  —  Lettre.  (io4-io()). 

Genty  (-^/.).  —  Sur  les  involutions  d'espèce  quelconque. 

Une  involulion  de  degré  n  el  d'espèce  k  est,  d'après  ISI.  Guccia,  une  série 
linéaire  k  fois  iudèlerminée  de  groupes  de  n  points  pris  sur  une  droite  ou  sur 
une  courbe  unicursale  donnée. 

Analyliquemenl,  une  équation  de  la  forme 

A,  V,  +  \\.^-\-...-\-\^^  Vj.^,  =  o, 

dans  laquelle  les  X,  sont  des  paramètres  arbitraires,  et  les  V  des  polynômes  de 
degié  n  par  rapport  à  la  variable  t,  au  moyen  de  laquelle  peuvent  s'exprimer 
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ralionnellemcnl  le   cuordonnccs  de  la  courbe  unicursalc  donnée,  représente  une 
involulion  I,',  de  degré  n  et  d'espèce  A". 

Un  point  donné  considéré  comme  point  multiple  d'ordre  k  détermine  un 
groupe  unique  de  l'involution  \\.  Il  existe  un  nombre  fini  de  groupes  d'une 
involution  i!;  possédant  un  point  multiple  dordre  Ar -f- 1.  M.  Genty  se  propose 
de  trouver  ce  nombre  par  une  voie  plus  courte  i|ue  celle  qu'a  suivie  M.  Guccia. 
Le  seul  lemmc  analytiiiue  auquel  il  a. recours  est  le  principe  de  correspondance 
de  Cliasles  qui  consiste  en  ceci  : 

«  Si  deux  séries  de  points  X  et  Y  se  correspondent  algébriquement  de  telle 
sorte  qu'à  un  point  X  correspondent  ^  points  Y  et  à  un  point  Y  a  points  X,  le 
nombre  des  coïncidences  des  points  X  et  Y  sera  a  -t-  fl.  » 

L'auteur  en  déduit  que  dans  une  involution  de  degré  n  et  d'espèce  A  il  existe 
(/,  _t-i)(/;  —A)  groupes  possédant  un  point  multiple  d'ordre  A -M. 

Si  de  plus  n  est  au  moins  égal  à  2  A  il  existe  un  nombre  fini  de  groupes  de 

,     ,  ^    2*(«-A')! 
l'involution  possédant  A   points  doubles.  Ce  nombre  est  égal  à  ^. ;  /  ,j  __  2  A- )  !  ' 

Ce  dernier  tliéoréme  avait  déjà  été  démontré  par  M.  Emile  Weyr. 

M.  Genty  montre  enfin  que  toute  involution  d'ordre  n  et  d'espèce  n  i 
présente  n  points  multiples  d'ordre  n;  dans  le  cas  où  n  est  impair,  ces  points 
multiples  appartiennent  à  un  même  groupe  de  l'involution. 

Ce  tbéorème  permet  de  mettre  en  évidence  un  grand  nombre  de  propriétés 
géométriques,  par  exemple  : 

Par  un  point  A  d'une  conique  on  peut  mener  à  cette  courbe  trois  cercles 
osculateursdont  les  trois  points  de  contact  sont  différents  de  A;  ces  trois  points 
sont  situés  avec  A  sur  un  même  cercle. 

Les  propositions  qui  précèdent  permettent  de  déterminer  immédiatement  le 
nombre  des  surfaces  algébriques  de  degré  donné  soumises  à  des  conditions  dé- 
terminées et  ayant,  avec  une  courbe  gauche  unicursale  donnée,  un  contact 
d'ordre  supérieur. 

Caronnet.  —  Noie  sur  les  trajectoires  isogonales  crime  famille 
quelconque  de  courbes  tracées  sur  une  surface,  (i  lo-iij). 

En  chaque  point  d'une  surface,  les  centres  de  courbure  géodésiquc  de  toutes 
les  familles  de  trajectoires  isogonales  d'une  famille  quelconque  de  courbes  sont 
alignés  suivant  une  droite. 

L'auteur  fait  diverses  applications  de  ce  théorème. 

Laisant.  —  Remarques  sur  les  fonctions  homogènes,  (i  i;-i2i). 

Formation  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  que  vérifie  une  fonction  dé- 
composable  eu  une  somme  de  plusieurs  fonctions  homogènes. 

llumhert.  —  Des  involutions  sur  les  courbes  algt-briqucs.  (lai). 

Abstraction  faite  de  1»  surface  de  Steiner,  il  n'existe  pas  de  surface  algé- 
brique engendrée  par  des  coniques  et  telle  qu'en  chacun  de  ses  points  passe 
plus  d'une  coni(|ue. 

nOcaiine.  —  Sur  les  suites  récurrentes.  {^\'i\.-\ii). 
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Lorsqu'une  siiilc  rc(Mirrcntc  est  (Jcfinic,  ou  lie  les  />  Icrincs  iniliaiix  Y^,  Y,,  .  . . , 
Y ,_,,  [);ir  lu  relation 

^"„  + -'V '^',.-,  +  A..  V„..^ -+-...+  A^,Y„_j,^  .,, 

on  (lit  qu'elle  répond  ;i  réchclle  d'orrlre /j  (  V,,  \^,  ...,  A    ). 
Soil 

■ç(x)  —  j:!"-^  \^xi'-'-h  A, XI'-'' -h. .  .-i-  A,=  o 

réi|ualion  génératrice  de  celle  suite.  Si  l'on  pose 

Q , {x)  =  X'-}-  A, a;'-' -+-... -h  A,, 
^(x)=\^,_,-t-0,{x)  Y^,_^-t-...-t-  ()^_,{x\\\, 

on  a  ce  tliéorùme  : 

«  Lorsque  les  équations 

'^(x)=o,        <:^{x)=o 

ont  une  racine  commune  a,  la  suite  donnée  répond  à  l'érliellc  d'ordre/)  —  i 

[Q,(^).  QA^)>  ■•••  Q,,-,(^)]- 

On  peut  ainsi  réduire  l'éclielle  d'une  suite  donnée  à  sa  plus  simple  ex- 
pression. 

Demoulin .  —  Sur  le  complexe  des  th^oilcs  par  lesquelles  on  peut 
mener  à  une  quadrique  donnée  deux  plans  tangents  rectangu- 
laires, (l  22-l32). 

Ce  complexe  du  second  ordre  a  été  étudié  par  ^L  Painvin.  !\L  Demoulin  en 
fait  connaître  un  certain  nombre  de  propriétés  nouvelles. 

Un  complexe  de  Painvin  étant  donné,  il  existe  une  infinité  de  relations  entre 
les  carrés  des  distances  d'une  droite  quelconque  du  complexe  à  dix  points  pris 
arbitrairement  dans  l'espace  et  non  situés  sur  une  surface  du  second  ordre. 

Si  une  congruence  est  composée  des  droites  communes  aux  complexes  de 
Painvin  de  deux  quadriques  quelconques  représentées  en  coordonnées  tangen- 
tielles  par  les  équations  £  =  o,  £'=  o,  elle  appartiendra  également  aux  com- 
plexes de  Painvin  de  toutes  les  quadriques  représentées  par- l'équation  II +  p£'=o, 
dans  laquelle  p  est  un  paramètre  variable. 

Les  coniques,  relatives  à  un  plan,  des  complexes  de  Painvin  d'une  famille  de 
quadriques  homofocales  sont  homofocales. 

Les  cônes,  relatifs  à  un  point,  des  complexes  de  Painvin  d'une  famille  de 
quadriques  homofocales  sont  homocycliques. 

Le  complexe  de  Painvin  i-elalif  à  une  quadrique  0  peut  être  considéré,  d'une 
infinité  de  manières,  comme  le  lieu  des  droites  d'intersection  de  deux  plans 
rectangulaires  P',  P"  respectivement  tangents  à  deux  quadriques  O',  Q"  homo- 
focales à  Q. 

Un  corps  solide  étant  donné,  les  droites  par  rapport  auxquelles  le  moment 
d'inertie  de  ce  corps  est  constant  engendrent  un  complexe  de  Painvin.  Ce  Ihéo^ 
rème  avait  déjà  été  énoncé  par  M.  Fouret.  La  n)éthode  de  ]\L  Demoulin  permet 
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(l'en  (lonnor  une  cli'inonslration  simple,  ainsi  que  de  la  proposition  suivanlc 
(lue  à  Bobillicr  cl  qui  esl  la  généralisation  du  théorème  de  Monge  : 

Si  trois  plans  rcclangulaircs  P',  P",  P'"  sont  rc-speclivemcnt  tangents  à  trois 
quadriques  liomofocales  Q',  Q",  Q'",  leur  point  commuu  0  décrira  une  sphère 
ronrenlriquo  à  ces  quadriques. 

M.  Deinoulin  termine  son  Mémoire  par  l'établissement  des  propositions  sui- 
vantes : 

Le  complexe  des  droites  dont  les  distances  à  deux  points  fixes  sont  entre 
elles  dans  un  rapport  constant  est  aussi  celui  des  droites  par  lesquelles  on  peut 
mener  deux  plans  rectangulaires  passant  chacun  par  un  point  fixe. 

Si  l'on  considère  le  complexe  de  Painvin  d'une  quadrique  de  révolution  à 
centre,  le  cône  du  complexe  relatif  à  un  point  quelconque  admet  deux  direc- 
tions de  sections  circulaires  perpendiculaires  aux  droites  qui  joignent  ce  point 
aux  deux  fojers  de  la  quadrique,  et  la  conique  du  complexe,  relative  à  un  plan 
quelconque,  admet  comme  foyers  les  projections  orthogonales  sur  ce  plan  des 
deux  foyers  de  la  quadrique. 

Lcmoiiie  {Eni.).  —  Application  de  la  Géomclrographie  à  l'examen 
de  diverses  solutions  d'un  même  problème.  (iSa-iSo). 
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y  série,  t.  IX,  189?.  (i). 

Painle^'é.  —  Mémoire  sur  les  équations  différentielles  du  premier 
ordre.  (9-3o,  ioi-ii4,  28i-3o8). 

Suite  et  fin  de  l'important  lAIémoirc  dont  la  première  Partie  a  paru  dans  le 
Tome  précédent  des  Annales. 

Fonssereau.  —  Sur  la  fréquence  des  nombres  premiers.  (3i-34). 
La  fréquence  des  nombres  premiers  entre  deux  entiers  A  et  A'  est  le  quo- 
tient —, r  du  nombre   I\I  des  nombres  premiers  supérieurs  à  A  et  inférieurs 

A  —  A 

à  A'-(-i  par  la  difTérence  A' — A  des  limites  considérées. 

Si,  A  restant  constant,  et  A'  croissant  indéfiniment,  le  quotient  -r-; -j-  tend 

vers  une  limite  déterminée,  cette  limite  est  la  fréquence  moyenne  à  partir 
de  A. 

.M.   Fousscreau   démontre  que  la  fréquence   dos  nombres   premiers  compris 


(')  Voir  Bulletin,  XVII.,  |).  20. 
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entre  (^  et  A  =  KQ  lonrl  vers  zéro,  lorsqu'on  f:iil  rroUre  in(l('finimenl  le  flcr- 
nicr  facteur  premier  ^7  conlcnu  flans  le  prorliiil  O.  Il  en  est  ilc  naine  <le  la  fré- 
quence moyenne  des  nombres  premiers  à  partir  de  Q. 

Kapleyn.  —  Nouvelle  niélliode  pour  l'inh'j^riilion  de  l'é(jiiJitlon 
différer] lielle  (^'V^  G^(^^  — a)(a- [■i)(«— 7)  (/^— 0).  (3.5-G>j. 

L'auteur  indique  une  nictIio<le  nou\clie  pour  satisfaire  à  ["équation 


C-jV  =  C„-t-C.«  +  C^M'-i-C,«M-C.«' 


par  une  série  de 

la  forme 

A, 

A, 

-1-  -       — 
z  —  a 

M  — 

Z  —  0, 

Cette  méthode  conduit  d'une  manière  très  simple  aux  f(jnrlions  Z  cl,  par  con- 
séquent, aux  fonctions  0  de  Jacobi.  Elle  présente,  en  outre,  l'avantage  de  s'ap- 
pliquer également  à  l'intégration  de  plusieurs  autres  é(jualions  d'un  ordre  plus 
élevé. 

Borel.  —  Sur  l'équalion  adjointe  et  sur  certains  systèmes  d'équa- 
tions différentielles.  ((33-go). 

L'objet  de  ce  travail  est  d'indiquer  quelle  est  la  signification  géométrique  de 
l'équation  adjointe  d'une  équation  différentielle,  ainsi  que  de  ses  principales 
propriétés,  et  d'étudier,  comme  application,  les  équations  équivalentes  à  leur 
adjointe  et  certains  sj'stèmes  d'équations  difl'érenlielles  qui  s'y  rattachent. 

Etant  donnée  une  équation  dilférentielle  d'ordre  n,  linéaire  et  sans  second 
membre,  on  peut  lui  faire  correspondre  une  courbe  dans  un  espace  k  n  —  i 
dimensions  en  regardant  n  intégrales  distinctes  de  l'équalion,  comme  les  coor- 
données homogènes  d'un  point  de  la  courbe.  La  courbe  attachée  à  une  équation 
donnée  est  déterminée,  si  l'on  ne  regarde  pas  comme  distinctes  deux  courbes 
transformées  l'une  de  l'autre  par  une  substitution  homographique  (qui  équivaut 
à  un  simple  changement  de  coordonnées).  Mais  à  urTe  courbe  correspondent 
une  infinité  d'équations,  car  on  peut,  dans  une  équation,  changer  la  variable 
indépendante,  ou  multiplier  la  fonction  inconnue  par  une  fonction  déterminée 
quelconque,  sans  que  la  courbe  correspondante  soit  modifiée.  On  peut  aussi 
évidemment  multiplier  le  premier  membre  de  l'équation  par  un  facteur  quel- 
conque. 

Les  courbes  attachées  à  deux  équations  adjointes  l'une  de  l'autre  se  corres- 
pondent dualistiquement  (cela  résulte  des  relations  connues  entre  les  solutions 
d'une  équation  linéaire  et  celle  de  l'adjointe).  On  peut  prendre  cette  propriété 
comme  définition  de  l'équation  adjointe  et  dire  que  deux  équations  sont  ad- 
jointes lorsque  les  courbes  correspondantes  sont  corrélatives;  cette  définition 
met  en  évidence  le  fait  que  la  relation  entre  les  deux  équations  est  réciproque; 
mais  elle  n'est  pas  assez  précise,  puisque  l'équation  correspondant  à  une  courbe 
donnée  n'est  pas  entièrement  déterminée.  M.  Borel  la  complète  en  ajoutant 
qu'il  faut  que  deux  points  correspondants  des  deux  courbes  correspondent  à 
une  môme  valeur  du  paramètre  dont  dépendent  les  coordonnées.  Cette  reslric- 
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lion  élanl  faite,  il  suflil  de  imilllplicr  les  premiers  membres  des  étiiialions  qui 
correspondcnl  aux  courbes  par  un  facteur  conveiiai)le,  pour  que  ces  équations 
deviennent  adjointes  l'une  de  l'autre. 

L'auteur  montre  comment,  de  celte  définition  géométrique,  on  peut  déduire 
la  propriété  fondamentale  de  l'équation  atljoinle. 

Il  clierclie  ensuite  à  quelle  condition  une  équation  d'ordre  n  est  équivalente 
à  son  adjointe.  Celle  question  a  fait  l'objet  de  reclierclies  approfondies  de  la 
pari  de  Jacobi,  de  0.  Hesse  et  de  M.  Bertrand,  pour  les  équations  d'ordre  pair, 
cl  de  la  part  de  M.  Darboux,  pour  les  éciuations  d'ordre  impair.  M.  Borel 
abor(1e  le  même  problème  par  une  voie  géométrique. 

La  discussion  se  scinde  en  deux  cas,  suivant  qu'une  cerlaine  forme  9  qua- 
dratique par  rapport  aux  intégrales  x,,  x.^,  a:,,  ...  n'est  pas  ou  est  identique- 
ment nulle.  Dans  le  premier  cas,  la  reclierclie  des  équations  correspondantes 
se  ramène  à  celle  des  lignes  asymptoliques  de  la  surface  du  second  degré 
!f>(j7,,.r,,  ...)  =  o  dans  l'espace  à  n  dimensions.  Les  équations  que  l'on  déter- 
mine ainsi  sont  nécessairement  d'ordre  impair,  et  l'auteur  montre  géométrique- 
ment comment  leurs  solutions  s'expriment  complètement  sans  signe  de  qua- 
dralure.  C'est  toujours  par  des  considérations  géométriques  que  M.  Borel  re- 
trouve le  résultai  énonce  par  M.  Darboux,  que  la  relation  quadratique  vérifiée 
par  les  intégrales  subsiste  quand  on  les  remplace  par  leurs  dérivées  jusqu'à  un 
ordre  déterminé.  De  plus,  la  méthode  suivie  par  M.  Borel  lui  permet  de  dé- 
montrer la  réciproque  cl  surtout  de  la  généraliser  :  Si  2/1 -h  3  fonctions  et 
leurs  dérivées,  jusqu'à  l'ordre  n  inclusivement,  vérifient  une  même  relation 
quadratique  homogène,  à  coefficients  constants,  ce  sont  les  solutions  d'une 
équation  d'ordre  2rt  -H  3  équivalente  à  son  adjointe. 

Généralisant  la  question,  l'auteur  montre  comment  on  peut  intégrer  sans 
quadratures  un  système  d'équations  de  la  forme 

fdx^     r/.r,  \  fd''x,     rf'3         \ 

où  c?  est  une  forme  quadratique  à  coefficients  constants  de  n  variables  x„ 
x^,  ...,  .r„  (à  discriminant  ditrérenl  de  zéro);  il  s'introduit  dans  la  solution 
une  fonction  arbitraire. 

Revenant  aux  équations  équivalentes  à  leurs  adjointes,  1\I.  Borel  étudie  le  cas 
provisoirement  laissé  de  côté,  où  la  forme  cp  est  toujours  identiquement  nulle. 
La  méthode  qu'il  emploie  dans  ce  casa  pour  base  la  transformation  corrélative, 
non  plus  par  rapport  à  une  surface  du  second  degré,  comme  dans  le  cas  pré- 
cédent, mais  par  rapport  à  ce  que  l'on  peut  appeler  un  complexe  linéaire. 
Mais  cette  méthode  géométrique  ne  donne  plus,  celle  fois,  la  solution  du  pro- 
blème sans  quadrature;  elle  fournit,  du  moins,  une  idée  précise  de  son  degré 
de  difficulté  et  permet  d'obtenir,  tout  au  moins  pour  le  sixième  ordre,  des  ex- 
pressions renfermant  un  seul  signe  de  quadrature  et  relativement  assez  simples. 

Chemin  faisant,  M.  Borel  est  conduit  à  des  digressions  intéressantes  sur  les 
surfaces  de  l'hyperespace  (notamment  celles  du  second  degré),  sur  les  plans, 
les  développables  et  les  cônes.  11  fait  remarquer  que,  dans  l'espace  à  n  dimen- 
sions, un  cône  n'est  pas,  en  général,  une  surface  développable,  c'est-à-dire  dont 
les  plans  tangents  ne  dépendent  que  d'un  paramètre. 

Stoiiff.  —  Sur  la  valeur  de  la  courbure  totale  d'une  siuRicc  aux 
points  (riinc  arèle  de  rebroussemcnl  (91-100). 
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En  général,  qnanfl  une  snrfarc  posscflc  une  arèlc  fie  relirousscment,  en  loni, 
point  de  celle  arcle,  la  courbure  totale  est  infinie.  Il  y  a,  toutefois,  un  ras 
principal  d'exception;  c'est  celui  où  le  plan  tangent  à  la  surface,  le  long  de 
l'arcle  de  rcbroussenienl,  est  le  plan  osculatcur  à  celte  arête.  Dans  ce  cas,  la 
courbure  totale  a,  en  tout  point  de  l'arête,  une  valeur  finie  et  bien  déterminée. 

Parmi  les  surfaces  les  plus  intéressantes  qui  présentent  une  arête  de  rebrousse- 
ment  sont  les  surfaces  des  centres  de  courbure  des  surfaces  minima;  les  deux 
nappes  de  la  surface  qui  aboutissent  à  celte  arête  sont  applicables  l'une  sur 
l'autre.  On  sait,  d'ailleurs,  que  ces  surfaces  sont  applicables  sur  la  surface  de 
révolution  engendrée  par  la  développée  d'une  cbaînetle.  Tout  le  long  de  l'arête 
de  rebroussement,  la  courbure  totale  reste  finie,  de  sorte  que  ces  surfaces  pré- 
sentent le  cas  d'exception  principal  dont  il  vient  d'être  parlé,  et  le  plan  oscu- 
latcur de  l'arête  de  rebroussement  est  aussi  le  plan  tangent  de  rebroussement. 

^^ffy-  —   Sur  la  défoi-malion  des  surfaces  spirales.  (i45-i6(3). 

Pour  reconnaître  si  un  élément  linéaire  donné  ds"—  \dxdy  convient  à  des 
surfaces  spirales,  on  calculera  la  courbure  totale  —  lé'  (qui  ne  peut  être  con- 
stante sans  être  nulle),  et  Ion  formera  l'invariant  c-"  AO,  en  désignant,  suivant 
l'usage,  par  A9  le  premier  paramétre  diflerenliel  delà  fonction  6. 

Si  cet  invariant  ne  se  réduit  pas  à  une  constante,  on  formera  les  deux  in- 
variants 

e(<;^^  AO,  6)        A^(e-«AO) 

A ( e-^  AO )    '      A(e-"  AO )  ' 

le  symbole  A,  désignant  le  second  paramètre  différentiel  et  le  symbole  0(e-' A0,0) 

-       .      »  1-  •  2i  (^fe-«  AO,  0)     ^, 

représentant  1  expression  —  -^; '-.  Chacun  deux  devra  être  fonction 

A       d{x,  y  ) 
de  e-''  AO. 

Si  l'invariant  e-**  AO  est  constant,  on  calculera  l'invariant  g-"  A^O.  Si  ce  der- 
nier est  constant  aussi,  l'élément  linéaire  convient  à  des  spirales  en  même 
temps  qu'à  des  surfaces  de  révolution.  Si  l'invariant  g-*  \J^  n'est  pas  constant, 
on  formera 

efe-^A,0,  0) 

A(e-*A,6) 
et  ce  nouvel  invariant  devra  être  une  fonction  de  e"^  A^O. 

Fabrv.  —  Sur  les  courbes  algébriques  à  torsion  constanle.  (177- 
.96). 

Une  courbe  à  torsion  constante  t,  rapportée  à  trois  axes  rectangulaires,  est 
représentée  par  les  équations 


_      ridk  —  kdl 
~    J  h-+k'^l' 


,'hd/.  —  ldh 
k  dh  —  Il  dk 


^  _       rk  dh  —  h  dh 

^J  'W~k^i' 

où  /(,  /.-,  /  sont  des  fonctions  arbitraires  d'une  même  variable. 
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Pour  t)lileiiir  des  coiiibcs  algébriques  réelles  à  torsion  ronstaiite,  i\I.  Faliry 
|)rond  pour  li,  A,  l  trois  fonctions  linéaires  des  sinus  et  cosinus  des  multiples 
d'un  même  angle  0 

h  =  a  -\-    b  C09.\%   -h    csin)>0    +    c/cosa6    +esin|j.O, 
^  =  a'-l- 6' cosX'O  -i-c'sin);'rj   +  rf' cos;j.'9  +  e' sin  ;j.'0, 
/  —  «"+  b"  cosVO  -f-  c"  sinÀ"9  -f-  d"  cos;x"6  +  e"  sin  ;j."0, 

et  il  détermine  les  coefficients  a,  a',  a",  b,  . . .  de  façon  :  1°  que  /t-+A'+l' 
soit  constant;  2°  que  dans  les  trois  expressions 

exprimées  en  fonction  linéaire  des  sinus  et  cosinus  des  multiples  de  6,  les 
termes  constants  disparaissent.  Les  expressions  de  x,  y,  z  prennent  alors  les 
mêmes  formes  que  h,  k,  l,  et  la  courbe  sera  algébrique  si  les  multiples  de  6 
qui  y  entrent  ont  des  rapports  comniensurables. 

On  obtient  ainsi,  pour  le  problème  proposé,  quatre  espèces  de  solutions, 
dont  la  première  a  déjà  été  signalée  par  l'auteur  {Comptes rendus  des  séances 
de  l'Académie  des  Sciences,  ib  janvier  1892). 

La  méthode  employée  par  M.  Fabry  donnerait  un  assez  grand  nombre  de  so- 
lutions imaginaires.  L'auteur  se  borne  à  examiner  le  cas  le  plus  simple,  où  les 
fonctions  h,  A",  l  ne  contiennent  chacune  qu'un  angle,  c'est-à-dire  où  les  coeffi- 
cients d,  e,  d' ,  e',  d",  e"  sont  nuls.  Il  retrouve  ainsi  une  cubique  gauche  rec- 
tifiable  déjà  connue. 

L'auteur  montre  en  terminant  que  la  méthode  indiquée  par  M.  Lyon 
(Annales  de  renseignement  supérieur  de  Grenoble)  peut  aisément  conduire 
aux  courbes  réelles  obtenues  ci-dessus. 

Vessiot.  —  Sur  l'intégralion  des  équations  différenti elles  linéaires. 

(197-282). 

L'auteur  expose  une  théorie  de  l'intégration  des  équations  difTérenlielles  li- 
néaires, qui  est  analogue  à  la  théorie  de  Galois  relative  à  la  résolution  des 
équations  algébriques. 

La  théorie  des  groupes  de  transformations,  due  à  M.  Sophus  Lie,  sert  de  fon- 
dement à  ce  travail. 

Première  Partie.  —  On  sait  qu'un  groupe  continu  fini  de  transformations 
à  11  indéterminées  x^,  ...,  x„  et  à  /■  paramétres  (essentiels)  a^,  a.,,  ...,  a  , 
groupe  défini  par  le  système  d'équations 

x'.  =  f^{x^,  . . .,  x,^;  a^,  . . .,  o,. )         (i  =  i,  2,  ...,«), 

est  entièrement  déterminé  par  /•  transformations  infinitésimales. 

11  y  a  d'autres  groupes  qui  ne  peuvent  pas  être  définis  par  un  seul  système 
d'équations  :  ce  sont  les  groupes  complexes.  Tout  groupe  complexe  est  défini 
par  un  groupe  G  engendré  par  des  transformations  infinitésimales  et  par  un 
certain  nombre  de  transformations  finies  laissant  le  groupe  G  invariant. 

On  dit  qu'un  sous-groupe  H  d'un  groupe  G  est  invariant  dans  G,  si,  quelle 
que  soit  la  transformation  T  appartenant  au  groupe  G,  le  groupe  T-'HT  est 
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identique  au  groupe  II.  Un  groupe  de  transformations  est  simple  s'il  ne  con- 
tient pas  de  sous-groupe  invariant;  dans  le  cas  contraire,  il  est  composé. 

L'auteur  se  sert  de  ces  notions  pour  démontrer  un  théorème  fondamental  sur 
les  fonctions  qu'on  déduit  d'une  fonction  donnée  en  y  effectuant  toutes  les 
transformations  d'un  groupe,  \oici  en  quoi  consiste  ce  théorème  ; 

«  Soit  F(.r,,  ...,a'„)  une  fonction  quelconque  des  arbitraires  x^,  .,.,  x^.  Si 
l'on  y  ed'eclue  la  traiislVjrmalion  générale 

j-|  =y_  (.r,,  . . .,  x„  ;  rt,,  . . .,  a^)        (('  —  1,2,  ...,«) 

d'un  groupe  à  /•  paramètres,  on  obtient  une  fonction 

F  ( x', ,  . . . ,  ar',  )  =  'I'  (  J7, ,  . . . ,  a:„  ;  a,,  . . . ,  o^  ) 

des  indt'lcrniinées  ;r,,  . . .,  x„  et  des  paramètres  a,,  . . .,  a^.  Or,  pour  que  •!>  dé- 
pende exactement  de  r —  0  paramètres  essentiels,  il  faut  et  il  suffit  que  V  ad- 
mette précisément  p  transformations  infinitésimales  du  groupe,  c'est-à-dire  un 
sous-groupe  à  p  paramètres  du  groupe  donné.  » 

Deuxième  Partie.  —  La  deuxième  Partie  contient  l'exposition  de  la  théorie 
générale  de  l'intégration  des  éijuations  linéaires. 

Le  point  de  départ  de  l'auteur  est  létude  des  fonctions  rationnelles  des  in- 
tégrales (formant  un  système  fondamental)  d'une  équation  linéaire  et  des  dé- 
rivées de  ces  intégrales. 

n  fonctions  indéterminées  x^,  x^,  ...,  x^  d'une  variable  t  peuvent  toujours 
être  considérées  comme  un  système  fondamental  d'intégrales  d'une  équation 
différentielle  linéaire 

^ ,     ,        d"  X       ,    rf"~'  X  ,        dx 

^     '        dl"  '  dt'-'  "-'  dt 

A  l'égard  de  cette  équation,  le  groupe  linéaire  homogène  général  à  n  indé- 
terminées 

n 

(i)  x^=^a^jX.        (1=1,  a,  ...,/0 

joue  le  même  rôle  que  le  groupe  de  substitutions  de  n  lettres  dans  la  théorie 
des  équations  algébriques  de  degré  n. 

Ici  s'introduisent  immédiatement  les  fonctions  rationnelles  Y{{x^,x^,  ...)  de 
x^,  ...,  a7„,  de  leurs  dérivées  successives  prises  par  rapport  à  t,  et  de  la  va- 
riable t.  Les  plus  importantes  de  ces  fonctions  R  sont  les  fonctions  invariantes, 
celles  qui  admettent  toutes  les  transformations  du  groupe  (1).  Elles  jouent, 
dans  la  théorie  des  équations  linéaires,  le  même  rôle  que  les  fonctions  symé- 
triques des  racines  dans  la  théorie  des  équations  algébriques.  Les  coefficients 
>>,,  )i^,  ...,  )v„  sont  des  fonctions  invariantes  de  x^,  ...,a7„  et  de  leurs  dérivées, 
et  toute  fonction  K  s'exprime  rationnellement  au  moyen  de  t,  de  X,,  ...,  a„  et 
leurs  dérivées. 

La  considération  des  fonctions  rationnelles  R  conduit  M.  Vessiot  à  une  théorie 
de  la  transformation  des  équations  linéaires  analogue  à  la  théorie  bien  connue  de 
la  transformation  des  équations  algébriques.  Les  transformations  du  groupe  (i) 
qu'admet  la  fonction  rationnelle  R(.r,,  ,..,x,^)  forment  elles-mêmes  un  sous' 
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groupe  que   l'auleur   appelle  le  groupe   de  la  fonction   W.  Ce  groupe  peut, 
d'ailleurs,  se  rétluire  à  la  seule  iransformalion  idenLique. 

Vuiei  maintenant  comment  s'introduit  la  transformation  d'une  équation  li- 
néaire. Soit  toujours  \\{x,,...,x„)  une  fonction  rationnelle  des  intégrales  et 
de  leurs  dérivées  et  soit  n'-s  le  nombre  des  paramètres  de  son  groupe,  c  est- 
à-dire  le  nombre  des  iransformalions  infinitésimales  linéaires  homogènes  d.s- 
iinctes  qu'elle  admet.  R  considérée  comme  une  fonction  de  t  est  intégrale  d'une 
é.uiation  diUerentielle  algébrique  d'ordre  *  à  coeClicients  rationnels  en  t,  en 
)>,...,  \.  et  leurs  dérivées.  Cette  équation  est  une  transformée  Aq  l'equat.on 

linéaire /(.r)  =  o.  .  , .       i      .  i- 

Pour  obtenir  cette  transformée,  M.  Vessiot  indique  deux  procèdes,  dont  I  un 
rappelle  l'emploi  des  fonctions  symétriques,  et  dont  l'autre  correspond  a  la 
méthode  par  élimination  employée  dans  la  transformation  des  équations  algé- 
briques. Ce  dernier  procédé  permet  de  préciser  la  nature  des  intégrales  de  la 
transformée  en  montrant  que  ces  intégrales  sont  précisément  toutes  les  fonc- 
tions que  l'on  déduit  de  R  en  y  remplaçant  x„  ...,x,  par  n  autres  intégrales 
de  l'équation  linéaire  donnée  formant  un  système  fondamental. 

M  Vessiot  est  ainsi  amené  à  s'occuper  de  l'expression  des  fonctions  ration- 
nelles des  intégrales  (et  de  leurs  dérivées)  les  unes  au  moyen  des  autres.  Il 
établit  à  ce  sujet  deux  théorèmes  dont  voici  le  premier  : 

«  Si  une  fonction  rationnelle  des  intégrales  x„  ...,  x,,  d'une  équation  li- 
néaire d'ordre  n  n'admet  aucune  transformation  linéaire  homogène  en  ^„  ..., 
X  ces  intégrales  s'expriment  rationnellement  au  moyen  de  celte  fonction,  des 
coèflicienls  de  l'équation,  de  leurs  dérivées  et  de  la  variable  indépendante  t.  ,> 

Telle  est  la  fonction 

V  =  i<,:r, -+-... -4- i<„^,„ 

où  les  u  sont  des  fonctions  indéterminées  de  t.  Elle  dépend  d'une  équation 
linéaire  d'ordre  n^  qui  est  analogue  à  la  résolvante  de  Galois  pour  les  équations 
algébriques. 

Voici  maintenant  le  second  théorème  annonce  : 

«  Si  la  fonction  rationnelle  S  (.r,,  ...,  :r„)  admet  toutes  les  transformations 
linéaires  homogènes  qui  constituent  le  groupe  de  la  fonction  rationnel  e 
\\{x  X  )    elle  s'exprime  rationnellement  au  moyen  de  R,  de  À„  ...,A„  et 

de  leurs  d'érl'vées  par  rapport  à  t.  »  Cette  proposition  correspond  au  iheoreme 
de    Lagrange  sur  les  fonctions  rationnelles   des  racines  d  une   équation  alge- 

^'ue'là  se  déduisent  et  l'existence  du  groupe  de  transformations  à' nn<t  équa- 
tion linéaire  donnée  et  les  propriétés  de  ce  groupe  : 

A  toute  équation  linéaire  correspond  un  groupe  V  de  transformations 
homogènes  gui  jouit  des  deux  propriétés  suivantes  : 

lo  Toute  fonction  rationnelle  des  intégrales  qui  a  une  expression  , ation- 
nelle  admet  toutes  les  transformations  de  ce  groupe;  ,     ,      ,,, 

oo  Toute  fonction  rationnelle  des  intégrales,  invariante  pour  toutes  les 
transformations  de  ce  groupe,  a  une  expression  rationnelle. 

Cette  proposition  capitale,  qui  est  le  pivot  de  la  théorie  de  M.  Vessiot,  est 
l'analogue  du  célèbre  théorème  de  Galois.  M.  Picard  eu  avait  dcja  énonce  et 
démontré  la  première  partie. 
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Si  le  syslème  fondamental  d'intégrales  n'est  pas  parlieularisé,  il  y  a  une  in- 
finité de  groupes  r  appartenant  au  même  type,  c'esl-à-dirc  qu'on  déduit  de 
l'un  d'entre  eux  en  ell'ectuant,  dans  les  deux  membres  des  équations  qui  le  déli- 
nissent,  la  transformation  linéaire  homogène  la  plus  générale.  Les  groupes  à 
considérer  sont  nécessairement  algébriques. 

La  détermination  du  groupe  de  transformations  d'une  éipiation  linéaire  donnée 
de  l'ordre  n  sera  possible  dés  qu'on  saura  résoudre  les  trois  problèmes  suivants  : 

«  1°  Déterminer  les  différents  types  de  groupes  linéaires  homogènes  algé- 
briques à  71  variables;  2°  calculer,  pour  chacun  des  types  trouvés,  un  invariant 
rationnel  caractéristique,  c'est-à-dire  qui  n'admette  pas  un  groupe  plus  grand, 
et  forme  la  transformée  dont  il  dépend  (la  solution  de  ce  deuxième  problème 
ne  dépend  que  d'éliminations  algébriques);  3°  reconnaître  si  une  de  ces  trans- 
formées a  une  intégrale  rationnelle  en  t\  le  type  cherché  sera,  en  effet,  le  plus 
petit  groupe  correspondant  à  une  transformée  possédant  une  intégrale  ration- 
nelle en  t.  » 

La  considération  du  groupe  T  est  capitale,  parce  que  l'intégration  de  l'équa- 
tion donnée  au  moyen  d'équations  auxiliaires  est  liée  à  la  réduction  pro- 
gressive de  ce  groupe.  Sans  insister  sur  la  définition  de  ces  équations  auxiliaires 
et  le  moyen  de  les  obtenir,  signalons  leur  propriété  principale;  elle  se  trouve 
énoncée  dans  le  théorème  suivant  qui  fournit  la  méthode  générale  d'intégra- 
tion des  équations  linéaires  : 

«  Par  l'interprétation  de  l'équation  auxiliaire  dont  dépend  une  fonction  ra- 
tionnelle R  des  intégrales  de  la  proposée  et  des  dérivées  de  ces  intégrales,  le 
groupe  de  transformations  de  l'équation  donnée  se  réduit  à  son  plus  grand 
sous-groupe  invariant  dont  R  admette  toutes  les  transformations.  « 

Il  reste  à  étudier  dans  quelles  circonstances  l'intégration  d'une  équation 
auxiliaire  peut  réduire  le  groupe  de  transformations  données.  C'est  ce  que  fait 
l'auteur  dans  le  cas  particulier  où  l'équation  auxiliaire  est  elle-même  linéaire. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  la  méthode  de  réduction  à  laquelle  arrive 
]\I.  Vessiot  par  la  voie  qu'il  a  suivie  est  la  seule  possible,  si  l'on  s'astreint  à 
n'employer  comme  équations  auxiliaires  que  des  équations  jouissant  de  pro- 
priétés caractéristiques. 

Elle  donne  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  équation  linéaire 
soit  intégrable  par  quadratures  : 

Pou?-  qu'une  équation  linéaire  soit  intégrable  par  quadratures,  il  faut  et 
il  suffit  que  le  groupe  de  transformations  de  cette  équation  soit  un  groupe 
intégrable.  (Un  groupe  de  transformations  composé  est  dit  intégrable  s'il 
contient  un  sous-groupe  invariant  ayant  un  paramétre  de  moins  que  lui,  celui-ci 
de  même,  et  ainsi  de  suite.) 

De  là  résulte  cette  remarquable  conséquence  que  l'équation  différentielle 
linéaire  {d'ordre  /i  >i)  n'est  pas  en  général  intégrable  par  quadratures. 

Lorsque  exceptionnellement  il  en.  est  ainsi,  la  dérivée  logarithmique  de 
l'une  des  intégrales  s'exprime  rationnellement.  De  cette  propriété  l'auteur  tire 
la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  équation  linéaire  soit  inté- 
grable par  quadratures. 

Troisième  Partie.  —  La  troisième  et  dernière  Partie  est  consacrée  aux  appli- 
cations. 
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M.  Vcssiol  coniiuciice  par  approfondir,  autant  qu'il  est  possible  de  le  faire  en 
restant  dans  les  généralités,  le  triple  problème  énoncé  plus  haut  et  qui  se  pose 
à  propos  de  l'intégration  d'une  équation  linéaire.  Il  montre  comment  une  des 
parties  de  ce  problème  est  simplifiée  par  la  considération  des  groupes  diialis- 
ti(/ties.  On  sait  que  M.  Lie  appelle  ainsi  deux  groupes  qui  se  déduisent  l'un 
de  l'autre  par   la   transformation  de  contact  homogène,  définie  par  la  relation 

x^x\  -h  x.^x\  +...-)-  a7„.r),  +  I  =  o. 

L'auteur  fait  ressortir  l'importance,  au  point  de  vue  de  sa  théorie,  de  l'ad- 
jointe de  Lagrange  de  l'équation  linéaire  proposée.  Cette  importance  tient  à  ce 
fait  que  les  groupes  de  transformations  de  deux  équations  adjoinles  sont  deux 
groupes  dualisliques. 

Enfin,  il  étudie  complètement  le  cas  des  équations  linéaires  du  second  et  du 
troisième  ordre.  L'application  à  ces  deux  cas  particuliers  de  sa  théorie  générale 
lui  permet  de  retrouver  facilement  tous  les  résultats  connus  et  l'amène  en 
outre  à  cette  conclusion  qu'il  ne  peut  pas  se  présenter  dans  l'intégration  de  ces 
équations  de  particularités  intéressantes  autres  que  celles  qui  ont  déjà  été  si- 
gnalées, notamment  par  Lagucrre  cl  llalpheii. 

Beaupain .    —   Sur  l'intégi'ale    eulrrimne  de    pieniirro   espèce. 
(3o9-3'>8). 

Ce  travail  a  pour  objet  principal  le  dévelopj)erneut  en  série  Convergente   des 

fonctions  B(rt,.r)  et  -—- Le  point  de  départ  de  l'auteur  est  le  théorème 

\i{a,x)  ' 

suivant  : 

«  Si  z  est  l'affixe  d'un  point  du  plan  situé  à  droite  (riinc  iKiralirie  à  l'axe 
des  j>'  menée  à  la  distance  —  i  de  l'origine,  la  série 

V 


s^  {:) — î — 

"'  il) 


/,  =0 

désigne  le  coefficient  binoinial 


:(.^-i)...(. 


est  absolument  convergente  dans  cet  espace,  q  étant   une  quantité    réelle  ou 
imaginaire  quelconque.  » 

D'où  résulte  ce  corollaire  : 

«  0  étant  un  angle  réel  arbitraire,  les  séries 

;  \  cos  (  ^  -t-  ^  -t-  3  /.■  )  0 


1 


j^  \kj         cj  —  z-^-ik 


a/.)0 


liull.  des  Sciences  mathém.,  a"  série,  t.  \\  III.  (Noxeinbre  iHij'i)         \\.\(\ 


2i4  SECONDE   PARTIE. 

sonl  iilisoluniciU  convcrRcnlcs  ilans  loiil  l'espace  à  droilr  dr  la  (larallrle  à  l'axe 
des  y  nicnce  à  la  distance  — i.  » 

C'est  de  là  que  l'auteur  déduit  les  dévelo[)pcnicnls  suivants  pour  l'intégrale 
culériennc  de  première  espèce  cl  pour  son  inverse. 

/  r(a)r(^) 

l    y  [a  -h  X) 

I      _  (a  -h  x)(,a  -i-  a;  -hi)- .  .{a  -h  X  +  m)    {a  -h  9.x  +  m)  !i\n(,a  +  x)-:: 
(i)    /      ~  a(a +i). .  .(a  4- m)  sin(a  +  2X  + /?»  )0  sinai: 


sin  (  t/,-  —  a  —  7?i)0 


y  r     , 

Jmé   \      A       J  { /:  -h  X  )  {/,■  —  a  —  X  —  m  ) 

/c=zO 

r{a-i-  x) 

a{a  +  i). .  .{a  -h  m)  x{x  —  a  —  m)sin-û^sinaTr 


(j)    y  {a-i-x){a-hx-hi)...{a-hx-\-m)  -  sin  (« -h  x)- sin(a7  —  a  —  m){ 

1  k=zx, 

'a,-r-  X  -{-  ni\  si n  (  T /r  —  a  —  x  —  «i )  0 


1 


/.  y     {/.  —x){k  —  a  —  m) 

Ces  dévcloppenicnls  convergent  pour  les  valeurs  de  0  comprises  entre et 

—  ;  le  nombre  m  est  un  entier  indéterminé,  mais  tel  cependant  que  dans  la  sc- 

2 

condc  formule  a  -h  x  -h  m  repi'ésentc  l'affixe  d'un  point  situé  à  droite  delà 
parallèle  à  l'axe  des  y  menée  à  la  distance  —  i,  et  que  dans  la  première  a  +  m 
ait  sa  partie  réelle  supérieure  à  — i. 

IM.  Beaupain  fait  connaître  d'autres  développements  analogues  des  fonctions 

B{a,x)  et j  qui  conduisent  à  des  expressions  plus  ou  moins   inléres- 

u{a,  X) 

santés  de  ces  fonctions  lorsqu'on  y  particularise  d'une  manière  convenable  la 
valeur  de  0. 

,  ,  ,,        ,  ,  /■  ■  -  C0s(2a7  —  7M)6 

Il  en  lire  divers  modes  des  développements  des  fondions ■. -^ 

^'  sin-j; 

Tî  Sin  (2:27  —  /?0  9  •  i 

^ ,  ou  ni  est  un  nombre  entier. 

simra; 

Il  montre  en  terminant  comment  la  formule  (2)  peut  servir  à  sommer  à 
l'aide  de  symboles  élémentaii'es  une  infinité  de  séi-ies.  Si,  en  effet,  on  pose 
a  =  OL  +  i'^,  x  =  a  —  i[:>,  m  =  o,  la  formule  en  question  devient 

r(2a) 
r(a-+-  «p)r(a— iji) 

(  a-+ |B=)  2iP  sim:(  a  4- «Jî)  sin7r(a — ijî)   y^   /2a\  sin2(A-  —  a)9 


^2 


2aTT:  sin2a- sinatSb  ^   V  ^  /   {/^'  —  2)^+^1^ 

A=o 

Elle  fournit  la  somme  d'une  infinité  de  séries  trigonomélriques  si  a.  =  n  ou 

si  u  =  n-\ — )  n  étant  un  entier,  positif  ou  nul. 
2 

Par  exemple,  si  l'on  y  fait  a  =  ->  p  =  o,  elle  donne 

I     sin39  I      I  I      sinyO 


(0)        ttO  +  2O  cosO  =  5  sinO -f- 


'6'  2.3  5=        o/i 
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2l5 


il 'où,  pour  0  =  -  » 


=  ^--.3^- 


!.3  5^        iJ, 


Si  l'on  prend  la  déiivéc  des  deux  membres  de  l'cgalilé  (3)  et  qu'on  fasse  en- 
suite 0  —  o,  on  oi)ticnt  cette  valeur  assez  remarquable  de  it 


t:  =  3  + 


1.2.3 


■2.3.5 


3.4. 


^•7 


4.;j.9 


Elliot.  —  Sur  les  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  et  du  second  degré.  (329-374)' 

M.  Elliot  étudie  des  transformations  très  générales  qui  peuvent  être   utiles 
pour  l'intégration  des  équations  du  premier  ordre  et  du  second  degré. 
Soit 


(') 


ap-  -+-  2  bpq  +  cq-  +2d/>  +  2e^+/=o 


une  telle  équation,  où  a,  b,  ...,  /  désignent  des  fonctions  quelconques  des 
deux  variables  x  et  y. 

Cette  équation  a  la  propriété  de  conserver  la  même  forme  quand  on  fait  un 
changement  quelconque  des  variables  indépendantes 

^,=  'i{x,  y),      y,  =  '\'{x,  y), 

et  un  changement  de  fonction 

t  désignant  une  fonction  quelconque  de  x  et  y. 

Certaines  fonctions  des  coefficients  a,  b,  ...,  /présentent  le  caractère  d'in- 
variants par  rapport  aux  transformations  qui  viennent  d'être  définies. 

Il  y  a  d'abord  la  fonction  invariante  b- —  ac.  Les  équations  (i)  où  les  termes 
du  second  degré  forment  un  carré  parfait  constituent  une  classe  distincte,  in- 
dépendante des  changements  de  la  fonction  et  des  variables. 

Puis  il  y  a  l'invariant 

a     b    d 


J  = 


b     c     e 
d    e    f 


La  condition  J  =  o  est  encore  indépendante  d'un  changement  de  variables  et 
de  fonctions.  Il  y  a  donc  une  seconde  classe  d'équations  qui  ont  la  propriété 
invariante  de  se  décomposer  en  deux  équations  linéaires. 

Une  troisième  classe  est  constituée  par  les  équations  qu'on  rencontre  dans  la 
recherche  des  lignes  géodésiques  et  qui  n'ont  pas  de  termes  du  premier  degré 
en  p  et  q. 

Laissant  de  côté  toutes  ces  classes  particulières,  l'auteur  se  propose  ensuite 
de  simplifier  l'équation  générale.  On  peut  profiter  des  deux  fonctions  arbi- 
traires qui  entrent  dans  le  changement  de  variables  pour  faire  disparaître  les 
coefficients  des  termes  carrés  par  ra[)porl   aux  dérivées  partielles.  Si   l'on  sait 
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intégrer  les  deux  éqii;ilions  linéaires 

crj  -\-  {b  —  sjb'  —  ac)p  =  o 
cq  -\-  {b  -^  \Jb' —  oc) p  =  o, 

on  prendra  pour  <!'  une  solution  de  lu  première,  pour  *r  une  solution  delà  se- 
conde, et  ré(|ualion  (i)   se  trouvera  ramenée,  par  le    cliangcment  de  variables 

X  =  <\>(x,  y),         V  =  ^'ix,  y), 
à  la  fornie 

(  2  )  2  B,  P,  Q,  -t-  2  D,  P,  -(-  2  E,  Q,  -+-  F,  ^  o. 

Si  maintenant  on  cfTectuc  sur  l'équation  (2)  le  changement  de  fonction 

z  =  7.-^  T, 

et  qu'on  détermine  T  par  la  condition 

^'  __  E, 
0\  ""  ~  Hi"  ' 

l'équation  transformée  prend  la  forme  canouique 

(3)  PO  =  MP-l-N. 

M.  Elliot  démontre  l'invariabilité  de  celte  réduction  par  rapport  à  un  clian- 
gement  quelconque  de  variables  et  de  fonction 

x'=-:i{x,y),        y'='i{x,y),        z  =  z' -\- t, 

auquel  on  aurait  d'abord  soumis  l'équation  proposée  (i).  Le  résultat  de  cette 
opération  préalable  n'a  aucune  influence  sur  les  coefficients  de  l'équation  cano- 
nique correspondante. 

La  réduction  à  la  forme  canonique  est  impossible  dans  le  cas  spécial  où 
b-—  ac  est  nul,  mais  elle  peut  encore  se  faire  quand  l'équation  appartient  à  la 
catégorie  des  équations  géodésiques. 

Voici  maintenant  comment  ce  mode  de  réduction  peut  être  appliqué  à  la  re- 
cherche de  certains  cas  d'intégrabilité. 

Étant  donnée  une  fonction  ^  de  ^  et  y  définie  par  une  équation  telle  que 

(4)  V{x,y,z,C)  =  o, 

qui  contient  une  constante  C,  si  l'on  forme  les  équations  qui  fournissent  les  va- 
leurs des  dérivées  premièi'es,  on  aura  un  système  de  trois  équations  entre  les- 
quelles on  pourra  éliminer  z  et  C.  Le  résultat  de  l'élimination  n'est  pas  altéré 
si  l'on  remplace  z  par  z  -^-  C,,   en   désignant  par  C,   une  nouvelle  constante. 

L'équation 

F(.r,j>',  ^-+-C„  C)  =  o 

définira  donc  une  intégrale  complète  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  ob- 
tenue par  l'élimination.  Quel  que  soit  le  degré  de  l'équation  obtenue,  ce  degré 
n'est  pas  altéré  par  un  changement  de  fonction  tel  que  z  =  s,-+-  t. 

IM.  Elliot  indique  quelques  équations  telles  que  (4)  qui  donnent  naissance  à 
des  équations  aux  dérivées  partielles  et  pour  lesquelles  on  connaîtra  par  con- 
séquent une  intégrale  complète. 


lUiVUK  DHS   l'UBLICATlONS. 

l/iiii  dos  exemples  qiril  iiidiciue  l'amène  à  s'occuper  du  système 
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où  a,  p,  y  sont  trois  coiistanlcs.  L'intégration  de  ce  système  revient  à  trouver 
le  changement  de  variable  qui  fait  disparaître  les  carrés  des  dérivées  partielles 
dans  une  éciuation  de  la  forme 

nxp'+  [{n  -hi)x  —  {m  -^  i)y]pcj  —  my q'  —  nx p  -h  myg  =  o, 

où  m  et  n  sont  des  constantes  :  le  problème  peut  se  résoudre  par  des  quadra 
tures. 

La  dernière  Partie  du  Mémoire  est  consacrée  à  l'étude  des  équations  (i)  <iui 
admettent  des  intégrales  du  premier  ou  du  second  degré. 

Sui)|)Icnieiil. 

Padé.  —  Sur  la  représentation  approchée  d'une  fonction  par  des 
fractions  rationnelles.  (3-()3). 

L'objet  principal  de  ce  travail  est  l'introduction  de  la  forme  de  fraction  con- 
tinue algébrique  qui  joue  un  rôle  analogue  à  celui  des  séries  entières  dans  la 
théorie  des  séries  :  l'auteur  donne  à  ce  type  particulier  de  fractions  le  nom  de 
fraction  continue  simple. 

Le  Mémoire  de  M.  Padé  se  compose  de  deux  parties  : 

Dans  la  première,  il  n'est  pas  question  des  fractions  continues;  M.  Padé  y 
étudie  l'ensemble  des  fractions  rationnelles  approchées  auxquelles  donne 
naissance  une  série  entière,  fractions  qu'il  dispose  dans  un  Tableau  qui  joue 
un  grand  rôle  dans  l'exposition  de  sa  théorie. 

Il  est  important  de  savoir  obtenir  une  fonction  qui  représente  une  fonction 
donnée  avec  une  approximation  d'ordre  (ixé  à  l'avance.  Le  développement  des 
fonctions  en  séries  entières  offre  l'exemple  d'une  telle  recherche;  une  série  en- 
tière, quand  elle  est  convergente,  est  une  expression  analytique  qui  met  en 
évidence  une  suite  de  polynômes  de  plus  en  plus  approchés  de  la  fonction 
qu'elle  définit.  Mais  la  représentation  d'une  fonction  donnée  par  un  polynôme 
n'est  évidemment  qu'un  cas  particulier  de  la  représentation  par  une  fonction 
algébrique  et  en  particulier  par  une  fraction  rationnelle,  seul  cas  auquel 
s'attache  M.  Padé. 

L'auteur  démontre  deux  théorèmes  fondamentaux  sur  l'expression  approchée, 
au  moyen  d'une  fraction  rationnelle,  d'une  fonction  développable  en  série  en- 
tière pour  les  valeurs  infiniment  petites  de  la  variable.  Voici  le  premier  : 

«  Parmi  toutes  les  fractions  rationnelles  irréductibles  dont  les  termes  ont  dis 
degrés  égaux  au   plus  à  p  pour  le  numèraleur,  à   q  pour  le  dénominateur,  p 
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cl  q  clanl  deux  iiuiiibrcs,  égiiiix  ou  inégaux,  pris  dans  la  suite  <>,  i,  2,  3,  ..., 
il  y  en  a  une  -  qui  fournit  une  approximation  dont  l'oi'drc  est  supérieur  ù 
celui  de  l'approximation  fournie  par  une  quelconque  des  autres  fractions.  » 

Ce  lliéoréme  correspond  à  cette  proposition  bien  connue  dans  la  théorie  des 
polynômes  :  «  Il  y  a  un  polynôme  de  degré  n  au  plus,  et  un  seul,  qui,  dans  le 
voisinage  de  la  valeur  zéro  de  la  variable,  puisse  représenter  une  fonction  avec 
une  erreur  infiniment  petite  d'ordre  au  moins  égal  à  « -f- 1  ». 

Le  second  théorème  établi  par  lAf.  Padé  serait  assez  difficile  à  énoncer  si  l'on 
ne  faisait  intervenir  la  disposition  du  Tableau  dont  il  a  été  question;  bornons- 
nous  à  dire  qu'il  correspond  à  celle  autre  proposition  de  la  théorie  des  poly- 
nômes :  «  Les  approximations  obtenues  avec  les  polynômes  approchés  qui  corres- 
pondent à  des  valeurs  croissantes  du  degré  n  ne  sauraient  diminuer;  elles  con- 
servent la  même  valeur  ou  bien  elles  vont  en  croissant  ». 

Dans  la  deuxième  Partie,  l'auteur  étudie  les  rapports  qui  existent  entre  la 
théorie  de  l'approximation  par  les  fractions  rationnelles  et  la  théorie  des  frac- 
tions continues.  Ces  rapports  ont  été  pour  la  première  fois  remarqués  par 
Lagrange.  Euler,  Lagrange,  Gauss  ont  donné  les  premiers  exemples  de  repré- 
sentation d'une  fonction  par  les  fractions  continues.  Tous  les  développements 
auxquels  on  a  eu  affaire  jusqu'ici  se  ramènent  (si  l'on  fait  abstraction  des 
iri'égularités  du  début)  aux  quatre  formes  difl'érentes  que  voici  : 

a  '^x  ,,  ax 


I  -r  bx 


iX^ 


1  -h  ex  -j- 


I  -f-. 
ax^ 


=  ^  +  aœ+ [^]=.+ 


I  -f-  bx 


1  -\-  ex  H - 


yx'  -fx 


a,  ji,  Y,  . . .,  a,  6,  c,  . . .  désignant  des  constantes. 

Sont-ce  là  les  seules  formes  qu'il  y  ait  lieu  de  considérer  et  pour  une  fonction 
quelconque  peuvent-elles  toutes  quatre  être  obtenues?  Pour  une  fonction  donnée 
combien  y  a-t-il  de  fractions  ayant  une  forme  donnée'?  Telles  sont  les  ques- 
tions que  se  pose  M.  Padé. 

11  montre  que  les  irrégularités  qu'on  observe  au  dél)ut  des  développements 
sont  soumis  à  une  loi  fort  simple  au  fond;  que,  dans  le  cas  général,  trois  types 
de  fractions  régulières,  ri,,  llJ),  ©,  sont  seuls  à  considérer;  que  la  forme  [S] 
n'est  qu'un  cas  d'exception  et  doit  être  regardée  comme  rentrant  dans  le  type 
général  S;  que,  dans  le  cas  généi'al,  il  existe  une  infinité  de  développements  de 
chacune  des  formes  A^,  1)1),  G  et  aucun  des  autres  formes. 

Tous  ces  résultats  sont  obtenus  comme  cas  particuliers  de  la  méthode  géné- 
rale indiquée  par  l'auteur  pour  obtenir  le  développement  d'une  fonction  quel- 
conque en  fraction  continue  non  plus  régulière,  mais  seulement  simple.  L'au- 
teur entend  par  là  une  fraction  où  les  numéiateurs  partiels  sont  des  monômes 
de  degré  entier  positif  et  les  dénominateurs  partiels  des  polynômes  de  degré 
quelconque  ayant  un  terme  constant  diiïérenl  de  zéro.  Une  fraction  continue 
régulière  est  une  fraction  simple  dans  laquelle  (sauf  des  irrégularités  possibles 
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jui  ilcliul)  Ions  les  numéralcurs  partiels  ont  le  même  degré  ainsi  (|iie  tous  les 
dénominateurs  partiels. 

Ce  sont  ces  fractions  sim])Ies  qui,  dans  la  théorie  des  fractions  continues, 
jouent  un  rôle  analogue  à  celui  des  séries  entières  dans  la  théorie  générale  des 
séries.  Comme  les  séries  entières,  elles  possèdent  un  cercle  de  convergence.  A 
l'intérieur  de  ce  cercle,  la  fraction  continue  simple  est  convergente,  sauf  peut- 
être  en  chaque  point  x  tel  que,  en  supprimant  de  la  suite  formée  par  les  va- 
leurs absolues  en  ce  point  des  dénominateurs  des  réduites  successives  un 
nombre  limite  ou  illimité  de  termes,  on  puisse  obtenir  une  suite  illimitée  a5'ant 
zéro  pour  limite.  A  l'intérieur  du  cercle,  la  fraction  définit  une  fonction  analy- 
tique continue  de  x. 

Une  fraction  continue  simple  est  divergente  à  l'extérieur  de  son  cercle  de 
convergence,  sauf  peut-être  en  chaque  point  x  tel  que,  en  procédant  comme  il 
vient  d'être  dit,  on  puisse  obtenir  une  suite  illimitée  ayant  l'infini  pour  limite. 

En  ce  qui  concerne  la  formation  et  les  propriétés  des  réduites  successives 
d'une  fraction  continue  simple  ainsi  que  la  représentation  approchée  d'une  frac- 
tion au  moyen  de  ces  réduites,  l'auteur  donne  un  grand  nombre  de  résultats 
qu'on  ne  poui"rait  énoncer  avec  quelque  précision  qu'en  faisant  intervenir  le 
Tableau  qui  joue  un  rôle  si  important  dans  toute  cette  théorie.  Bornons-nous 
à  citer  la  proposition  suivante  : 

«  Les  réduites  d'une  fraction  continue  simple  sont  des  fractions  rationnelles 
irréductibles  toutes  diiïérentes  entre  elles  ». 


ANNALES  DE  L.v  Société  scientifique   de   Bruxelles.   Treizième    année. 
1 888-1 889.  Bruxelles,  F.  Hayez,  1889  (A,  I™  Partie;  B,  2''  Partie)  (»). 

Mansion  (P-)-  —   Sur  l'extension  dti  lliéorème  de  Rolle  aux  ra- 
cines imaginaires  des  équations  algébriques.  (A,  42-45)- 

Démonstration  du  théorème  suivant,  dû  probablement  à  M.  Félix  Lucas  : 

«  Si  l'on  divise,  par  une  droite,  le  plan  en  deux  régions  dont  l'une  contient 
tous  les  points  racines  d'une  équation  algébrique,  cette  même  région  contient 
aussi  tous  les  points  racines  de  l'équation  dérivée.  » 

Le  procédé  de  démonstration  consiste  à  représenter  géométriquement  la  dé- 
rivée logarithmique  du  premier  membre  de  l'équation  donnée. 

Mansion  {P.).  —  1.  Sur  la  fonction  p{u)-  2.  Sur  une  interpréta- 
tion géométrique  de  la  première  intégrale  elliptique.  (A,  46- 

48). 

La  fonction  rationnelle  la   plus  simple  de  sn"(z<,  A)  ([ui,  par  le  changement 


(•)  Voir  Bulletin,  t.  XVI.,  p.  In-Sa. 
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(le  U  cil  Ut,  f;;ii<l(;  au  si^nc  jn'i'^s  la  niùiiic  forint;,  fsl  la  ConcliDn  ,))(«)  di;  \N(;i(,'r- 
slrass.  L'iiilerprélaLion  f,'i;omcliique  de  F(/.,  o)  donnée  par  Halphen  csL  con- 
tenue dans  colle  que  Jacobi  a  donnée  pour  le  lliéoiéiiie  de  l'addition. 

Mansion  {P-)-  —  Sur  l'emploi   du   siyiic  E  dans  la  lliéoiic  des 
fonctions.  (A,  55-5 j). 

Le  syiiiiiole  V.{x),  c|iii  désif;ne  le  plus  grand  entier  contenu  dans  x,  pcul 
servir  à  exprimer  an;tlyli(|iicnienl  la  valeur  de  fondions  discontinues.  Ainsi 

xv\\x-+Y--i-  V.  ( ^ ) 

est  une  fonclion  ronliniie  de  x,  même  si  y  est  nul,  une  fonction  continue  de  y, 
même  si  x  est  nul,  mais  elle  est  discontinue  considérée  comme  fonclion  de  x 
et  dey. 

Mansion  (P-)-  —  Sur  la  Ciéomélrie  non  euclidienne.  (A,  5y-(h). 

lîemarques  de  Hcid  et  de  Ampère  sur  le  pcjsliilal  de  la  parallèle  unique,  de 
Fourier  sur  les  délinilions  de  la  droite  et  du  plan.  Indication  de  la  manière 
dont  M.  de  Tilly  caractérise  un  système  de  géométrie,  au  moyen  d'une  relation 
entre  les  dix  distances  de  cinq  points  (M.  .Mansion  a  reconnu,  depuis  lors,  que 
M.  Schering  a  exprimé  une  idée  équivalente  dans  \<ii  Nachrichleii  de  Gotlingen, 
en  1S70,  puis  en  18^3  ). 

Mansion  (P-)-  —  Sur  nue  formule  tie  M.  iJarboux.  (B,  108-1  i5). 

Démonslraliou,  au  moyen  du  lliéorème  de  Taylor,  de  la  formule 
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due  à  M.  Darbûux  [Journal  de  Liouville  (3  ),  t.  II,  296-297]. 

De  Salvei't.  —  Mémoire  sur  la  recherche  la  plus  générale  d'un 
système  orthogonal  triplement  isothertne.  Première  Partie  : 
Préliminaires   et  cas   particuliers  remarquables.  (B,  iiy-260). 

Mansion  (P.).  —  Rapport  sur  les  Chapitres  I  et  II  de  ce  Mémoire. 

(A,  00-55). 

Dans  le  Chapitre  I,  l'auteur  établit  :  1°  les  propriétés  fondamentales  des  in- 
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vaiiuiils  ilillV'reiiliels  de  L;iiiic 
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exprimés  en  coordonnées  curvilignes;  2°  les  équations  du  mouvement  de  la 
chaleur,  d'abord  en  coordonnées  rcctilignes,  puis  en  coordonnées  curvilignes, 
soit  par  transformation  de  coordonnées,  soit  directement. 

Le  seeoml  Cliapilre,  ainsi  que  l'appendice,  est  consacré  principalement  à  la  re- 
cherche des  familles  isothermes  de  surfaces  du  premier  et  du  second  ordre,  en 
partant  de  la  remarque  suivante  :  On  peut  ramener  la  recherche  des  solutions 
algébriques  de  forme  donnée  d'une  certaine  équation  aux  dérivées  partielles  à 
celle  des  solutions  d'équations  dilTérentielles  ordinaires,  que  l'on  obtient  en  ex- 
primant que  l'équation  aux  dérivées  partielles  est  vérifiée  quelle  que  soit  la 
valeur  des  variables.  L'auteur  parvient  à  prouver  rigoureusement  qu'il  n'existe 
pas  d'autres  familles  de  surfaces  isothermes  que  celles  qui  ont  été  découvertes 
par  Lamé  et  complète  divers  théorèmes  de  ce  géomètre. 

Gilbert   [P/i.).   —  Recherclies  sur  les  accélérations  en  général. 
(B,  26i-3i5). 

Étude  des  accélérations  du  premier  ordre  dans  le  mouvement  d'un  corps  so- 
lide oii  l'auteur,  par  un  habile  emploi  de  l'anal j'se  et  en  même  temps  des  repré- 
sentations géométriques,  arrive  simplenient  à  un  grand  nombre  de  théorèmes 
anciens  ou  nouveaux. 

Sommaire.  —  1.  Accélération  angulaire.  1.  Propriétés  générales  des  accélé- 
rations d'un  point  d'un  solide  dont  un  des  points  est  fixe.  3.  Groupement  et 
construction  géométrique  des  accélérations  dans  un  solide  qui  a  un  point  fixe. 
4,  Composante  tangenlielle  et  normale  de  l'accélération.  5.  Accélération  des 
points  d'un  solide  libre.  6.  Etude  géométrique  des  accélérations  des  points  d'un 
solide  libre. 

Voici  les  théorèmes  les  plus  remarquables  auxquels  est  arrivé  M.  Gilbert 
dans  ce  travail  : 

«  I.  Dans  le  mouvement  d'un  solide  libre  autour  d'un  point  fixe,  à  chaque 
instant  :  1°  le  produit  géométrique  de  la  résultante  des  forces  motrices  par 
l'dxe  instantané  de  rotation,  et  le  produit  géométrique  de  l'accélération  an- 
gulaire par  la  quantité  totale  de  mouvement  donnent  une  somme  égale  à  zéro; 
2°  le  produit  géométrique  de  l'axe  instantané  par  l'axe  du  couple  moteur  est 
égal  au  produit  géométrique  de  l'accélération  angulaire  par  l'axe  du  moment 
dis  quantités  de  mouvement,  le  centre  de  réduction  étant  au  point  fixe.  » 

«  2.  Si  le  solide  est  libre,  la  somme  indiquée  ci-dessous  sous  le  1°  est  égale 
à  la  masse  du  corps  multipliée  par  la  dérivée,  par  rapport  au  temps,  du  pro- 
duit des  vitesses  de  rotation  et  de  glissement.  I-e  2"  subsiste,  si  le  centre  de 
réduction  est  au  centre  de  gravité  du  corps;  ou  au  point  central  de  l'axe  de 
Mozzi,  le  centre  de  gi-avité  étant  dans  le  plan  principal  (plan  mené  par  l'axe 
instantané  et  l'accélération  angulaire).  » 

«  3.  Les  directions  principales  étant  :  1"  l'axe  instantané  OZ;  2°  la  projec- 
tion OX  de  l'accélération  angulaire  sur  le  plan  normal  à  OZ  :   .1"  la   droite  OV 
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perpendiculaire  à  OX,  OZ,  ces  directions  forment  un  sjstème  rectangulaire. 
Soient  j\,  j,  j\  les  composantes  de  l'accélération  d'un  point  quelconque  M  du 
corps  parallèlement  à  OX,  OY,  OZ.  » 

Les  directions  OX'  de  l'acctilération  angulaire,  OY'  de  l'axe  instantané,  OZ' 
de  la  droite,  lieu  des  points  dont  l'accélération  est  parallèle  à  l'axe  instantani'-, 
forment  un  système  de  diamètres  conjugués  2a',  o-b',  ic'  de  l'ellipsoïde  d'égale 
accélération  (W.  Scliell).  Soient  x' ,  y',  z'  les  coordonnées  de  M  par  rapport  à 
OX',  OY',  OZ'.  On  a  les  relations 

•   _       ^'  •_.?''  •  _       ■^' 

On  en  déduit  une  construction  simple  de  l'accélération  du  point  M. 

«  4.  Soient  w  la  vitesse  angulaire  de  la  rotation  instantanée,  X\  la  composante 
de  l'accélération  angulaire  normale  à  l'axe  instantané.  Construisons  un  cylindre 
tangent  au  plan  principal  le  long  de  l'axe,  et  ayant  pour  section  droite  un 
cercle  de  diamètre  )v>-.  Le  rayon  mené  du  point  fixe  O  à  un  point  quelconque  M 
du  corps  perce  ce  cylindre  en  un  point  E.  On  porte  à  partir  de  E,  sur  la  gé- 
nératrice du  cylindre  dans  le  sens  positif  de  la  rotation,  une  longueur  con- 
stante Er=w'.  La  droite  OF  est  l'axe  de  courbure  pour  la  trajectoire  d'un 
point  quelconque  M  de  OE;  MC  perpendiculaire  sur  OF  est  la  normale  prin- 
cipale, G  le  contre  de  courbure  de  cette  trajectoire.  » 


BULLETINS  de  l'Académie  royale  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Bealx- 
Arts  de  Belgique.  59"  année,  y  série  ('). 

Tome  XVII  :  janvier  à  juin  1889. 

Van  der  Menshrugghe  (G.).  —  Sur  les  propriétés  physiques  de 
la  couche  superficielle  libre  d'un  liquide  et  de  la  couche  de 
contact,  d'un  liquide  et  d'un  solide.  (i5i-iG-,  5i8-53-). 

Conclusions.  —  Les  théories  capillaires  de  Laplace  et  de  Poisson  sont  en 
contradiction  avec  de  nombreux  résultats  de  l'expérience;  la  théorie  de  Gauss 
et  celle  de  la  tension  superficielle  sont  étroitement  liées  entre  elles,  et  s'im- 
pliquent réciproquement.  La  force,  soit  contractile,  soit  extensive,  de  la  surface 
de  contact  d'un  solide  et  d'un  liquide  dont  l'existence  peut  se  déduire  de  la 
théorie  de  Gauss,  découle  également  de  l'application  du  principe  de  l'attraction 
moléculaire  et  se  trouve  pleinement  confirmée  par  l'expérience. 

De  Heen  (P-)-  —  Détermination  de  la  formule  théorique  expri- 
mant les  variations  de  volume  que  le  mercure  éprouve  avec  la 
chaleur.  (  lôS-i^S). 

(')  Voir  Bullelin,  t.  XVI,,  p.  ^|5-48. 
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L(ii:;rai)p;e  [Cit.).  —  Note  sur  une  théorie  de  la  varialion  sécu- 
laire du  magnétisme  terrestre  déduite  de  données  expérimen- 
tales, (i  -3-207). 

1-xposc  piLliniinaire  des  déductions  qui  ont  conduit  l'auleur  à  une  lij'pollièse 
nouvelle  :  le  iiKignélismc  séculaire  de  la  Terre  provient  d'un  potentiel  magné- 
tique intérieur  et  non  extérieur  à  la  surface  terrestre;  le  globe  terrestre  doit 
être  regardé  comme  un  aimant  ou  un  solénoïde  en  rotation,  etc. 

iJeruyls  (/'•)•  —  Sur  la  représentation  de  riiomographie  de  se- 
conde espèce  sur  la  cubique  gauche.  (3 1  2-329). 

Le  Paige  {C).  —  liapport.  (3o6-3o9). 

Le  but  de  l'auteur  est  de  résoudre  les  problèmes  fondamentaux  relatifs  à 
riiomographie  du  troisième  ordre  et  de  seconde  espèce.  L'auteur  y  parvient, 
par  des  réductions  successives  de  la  question  à  traiter,  en  prouvant  que  l'ho- 
mographie \\\  la  plus  générale,  dont  les  trois  séries  d'éléments  sont  figurées  sur 
un  support  unique,  peut  être  regardée  comme  résultant  de  trois  involutions  I^ 
marquées  sur  ce  mèine  support, 

Servais  (CL).  —  Sur  les  ombilics  des  quadricpies.  (366-384). 

Afansion  (P.).  —  Rapport.  (353-356). 

Applications  intéressantes  et  nouvelles  de  la  théorie  des  transformations  bi- 
rationnelles,  sous  forme  géométrique  le  plus  souvent,  à  la  construction  des 
quadriques,  quand  on  en  connaît  un  ombilic  et  d'autres  éléments  en  nombre 
suffisant. 

Deriiyls  {F.).  —  Sur  une  propriété  commune  aux  courbes  nor- 
males des  espaces  linéaires.  (545-554). 

Le  Paige  (C).  —  Rapport.  (496-497). 

Extension  à  un  espace  à  n  dimensions  des  propriétés  connues  dans  l'espace 
à  trois  dimensions,  par  exemple,  de  celle-ci  :  «  Les  bisécantes  d'une  cubique 
gauche  passant  par  un  même  point  de  celle-ci  forment  un  cône  du  second 
degré. » 

Le  Paige  (C).  —  Rapports  sur  trois  Mémoires  de  M.  Deru_)ts. 

(493-493)- 

Ces  Mémoires,  qui  ont  été  publiés  dans  le  Tome  XLI  des  Mémoires  couronnés 
et  Mémoires  des  Savants  étrangers  de  l'Académie  de  Belgique,  forment  la 
suite  des^recherches  de  l'auteur  sur  les  semi-invariants.  I\L  Deruyts,  dit  M.  Le 
Paige,  considère  des  fonctions  nouvelles  auxquelles  il  donne  le  nom  de  semi- 
invariants  de  première  espèce,  et  les  caractérise,  soit  par  leur  mode  même  de 
formation,  soit  par  les  équations  aux  dérivées  partielles  auxquelles  elles  satisfont. 


2?4  SECONDE   PAUTIE. 

Il  fait  cnsiiilo  f:onn;iîlrc  leur  expression  symlmlique  et  la  manière  de  les  dé- 
duire d'un  certain  semi-invariant  de  i)reinièrc  espèce.  Il  dètinil  ensuite  d'autres 
expressions  qu'il  appelle  des  covariants  identiques  de  seconde  espèce  et  dé- 
montre le  Ihéorème  suivant  : 

«  Tout  convariant  à  un  nombre  quelconque  de  séries  de  variables  est  une 
somme  de  produits  de  covariants  identiques,  par  des  polaires  de  covariants  pri- 
maires. » 

La  détermination  des  covariants  primaires  forme  l'objet  du  troisième  Mé- 
moire. L'auteur  parvient  à  démontrer  le  théorème  vraiment  fondamental  : 

«  Tout  cnvariaiit  [)riniairc  de  degré  t,  par  rapport  à  une  fui-me  f,  est  une 
somme  de  covariants  dérivés  de  la  forme  /  et  de  covariants  primaires  r,  de 
degré  t  —  i  par  rapporta  la  forme/.  » 

Ce  théorème  ])ermcl  de  construire,  de  proche  en  proclic,  tous  les  covariants 
primaires  d'un  système  de  forme  à  n  vaiiables. 


Tome  XVIII  (juillel  à  décembre   itSSg). 

Folie  {F.).    —   Rapport  sur  un  Mémoire  de  M.  Ch.    Lagrange. 

(7-9)- 

L'idée  fondamentale  de  ce  Mémoire  est  celle-ci  :  La  chaleur  peut  être  consi- 
dérée, non  comme  un  mouvement  de  la  matière,  mais  comme  une  force  propre- 
ment dite,  fonction  de  la  distance  des  éléments  et  de  leur  température  absolue. 
D'après  l'auteur,  celte  force  émane  de  la  surface  des  atomes  et  son  intensité  est 
mesurée  par  la  température  absolue. 

Mansion  {P.).  —  Rapport  sur  le  Mémoire  intitulé  :  Les  fondions 
pseiido-  et  liyperbernoii lliennes  et  leurs  premières  applica- 
tions, par  JM.  G.  de  Longchamps.  (9-14)- 

Catalan  {£•)•  —  Remarques  sur  un  Mémoire  de  M.  G.  de  Long- 
champs.  (4 1-49)- 

Soient  A,,  A,,  A,,  A^,  ...  une  suite  indéfinie  de  coefficients  liés  entre  eux,  à 
partir  de  l'un  d'eux,  par  une  loi  de  récurrence 

(i)  A„»(«)=  A,A„_,-|-  A^A„^,-j-...-l- A„_^\^-4- A„_,A,  =  (A)„. 

Dans  la  première  Partie  de  son  Mémoire,  l'auteur  montre  comment,  au  moyen 
de  l'algorithme  isobare  (i),  on  peut  exprimer  la  loi  de  récurrence  d'un  grand 
nombre  de  séries  célèbres,  celles  qui  représentent  e"^,  cosj:,  sin.r;  même  eu 
généralisant  la  loi  (i),  il  parvient  au  développement  de  sn^. 

Dans  la  deuxième  Partie,  il  trouve  les  développements  de  tanga:,  tangha?, 
xcolx,  a;cotli:r,  jrcoso:,  séca?,  appelées  par  lui  fonctions  pseudo-bernoul- 
liennes. 

Dans  la  troisième  Partie,  il  parvient  à  intégrer,  par  une  série,  l'équalion   ilc 


v»i  ft^^' 
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Riccali,  j 'h-  Aj'=  Hj;'",  en  partant  des  relations 

(ow  -H  6)a„  =  (a)„,         y  =  a, 3;"+''+  rt,a;^''+''+  a,^"'+''  + 

La  Note  de  M.  Catalan  contient  quelques  remarques  critiques  sur  divers 
points  du  Mémoire  de  M.  de  Longchamps. 

Le  Paige  (C),  Catalan  {E .)yMansion  [P-)-  —  Rapports  sur  le 
IMémoire  intitulé  :  Sur  les  projections  et  contre-projections 
d'un  triangle  donné,  par  M.  Neuberg.  (i5-2o). 

Le  Mémoire  de  M.  Neuberg  renferme  d'innombrables  propriétés  qu'il  est  dif- 
ficile de  résumer  et  qui  sont  relatives  :  i"  au  problème  de  Simon  Lhuilier  : 

«  Trouver  un  plan  sur  lequel  un  triangle  donné  A  se  projette  suivant  un 
triangle  B,  semblable  à  un  triangle  donné  C;  trouver  un  second  plan  sur  lequel 
la  contre-projection  D  de  A  est  semblable  à  C.  » 

1"  A  la  théorie  de  trois  figures  directement  semblables. 

Van  der  Mensbrugghe  (G.).  —  Sur  un  genre  particulier  d'expé- 
riences capillaires.  (64-^o). 

De  Heen{P.).  —  Détermination  à  l'aide  d'une  méthode  nouvelle, 
du  coefficient  de  conductibilité  calorifique  de  quelques  liquides 
homologues  organiques.  (192-208). 

De  Heen  (P-)-  —  Détermination  de  la  loi  générale  qui  régit  la 
dilatabilité  des  liquides  en  partant  de  la  considération  des  mou- 
vements moléculaires.  (208-210). 

Le  Paige  (C).  —  Rapport  sur  le  Mémoire  intitulé  :  Détermina- 
tion des  fonctions  invariantes  de  formes  à  plusieurs  séries 
de  variables,  par  M.  Deruyts.  (377-379). 

Le  résultat  principal  du  travail  de  M.  J.  Deruyts  est  celui-ci  :  Il  est  possible 
d'obtenir,  par  un  procédé  uniforme,  tous  les  covariants  de  formes  à  un  nombre 
quelconque  de  séries  de  variables. 

Catalan  {E.).  —  Sur  une  formule  de  M.  Bachwitz.  (666-669). 

Catalan  (E.).    —   Sur  une  nouvelle  formule  de  M.  Bachwitz. 

(770)- 
1°  Cas  particulier  de  la  transformation  d'Euler 


M,,  -h  U,X  -h  U,X--\-.  .  .=  U.-h 


'—)  \u,  +  (-^—)  A=w.,-f-...; 


t  —  X  /        ■      \  I  —  -r  / 
Bull,  des  Sciences  malhém.,  2"  série,  t.  XVUL  (Décembre  iScj'j.)        U.17 


ïi6  SIÎCONOK   PAHTIE. 

2°  Pour  des  valeurs  considérables  de  x  cl  de  y, 


.^1  /!     I 


Ronkar  (E.).  —   Sur  l'entraînement   mutuel  de   l'écorce  et  du 
nojau  terrestres,  en  vertu  du  frottement  intérieur.  ('-98-813). 

Folie  (F.).  —  Rapport.  (768-7(39). 

M.  Ronkar  a  démontré  que,  dans  le  mouvement  relatif  d'un  spliéroïde  plus 
ou  moins  liquide  à  sa  surface  et  d'une  écorce  solide  qui  la  recouvre,  on  a  les 
deux  théorèmes  suivants  : 

«  1°  Dans  les  mouvements  à  très  courte  période,  le  mouvement  de  l'écorce 
est  indépendant  de  celui  du  noyau.  » 

«  2°  Dans  les  mouvements  à  très  longue  période,  l'écorce  cl  le  noyau  se 
meuvent  comme  s'ils  étaient  solidaires.  » 

Dans  la  Note  actuelle,  l'auteur  montre  qu'il  est  facile  d'assigner  un  coeffi- 
cient de  frottement  qui  permet  d'expliquer  la  autation  diurne  et  la  précession; 
pour  la  nutation  annuelle,  il  n'arrive  pas  à  des  résultats  aussi  nets. 


MÉMOIRES  DE  l'Académie  koyale  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Beaux- 
Arts  DE  Belgique. 

Tome  XLVII,    1889  ('). 

Catalan  (F.).  —  Seconde  Note  sur  les  fonctions  X/,.  (12  pages). 

Catalan    {F.).    —  Nouvelles   propriétés  des   fonctions   X«.  (12 
pages). 

Catalan  (F.).  —  Nouvelles  propriétés  des  fonctions  X/^  (supplé- 
ment). (24  pages). 

Ces  Mémoires,  peu  susceptibles  d'analyse,  renferment  d'innombrables  relations 
anciennes  ou  nouvelles  sur  les  fonctions  X„.  Beaucoup  sont  obtenues  au  moyen 

de  la  formule 

/'it  

~X„=2"    /      sin"9  (a:  sincs -f- v^ — icoss)"rfï; 

.-''0 

probablement  nouvelle. 

(»)  Voir  Bulletin,  XIII^,  p.  28-29. 
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Catalan  {E.).  —  Remarques  sur  certaines  intégrales  définies. 

(8  pages). 

Sur  les  intégrales  frullaaiennes.  Voir  Bulletin  de  l'Académie  de  Belgique, 
(3),  t.  XIII,  p.  474-477- 

Catalan  {E.).  —  Sur  un  tableau  numérique  et  sur  son  applica- 
tion à  certaines  transcendantes.  (26  pages). 

Sur  des  séries  doubles.  Voir  Bulletin  de  V Académie  de  Belgique,  (3  ),  t.  XIII, 
p.  477-481. 


MÉMOIRES  couronnés  et  Mémoires  des  Savants  étrangers  publiés  par  l'Aca- 
démie  royale  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Beaux-Arts  de  Belgique  (  '  ). 

Tome  L;  1890. 
Ne  contient  aucun  Mémoire  de  Mathématiques. 

Tome  LI  ;  (889. 

RonkariE.).  —  Sur  l'influence  du  frottement  et  des  actions  mu- 
tuelles intérieures  dans  les  mouvements  périodiques  d'un 
"système.  Application  au  sphéroïde  terrestre  (55  pages). 

Ce  Mémoire  a  été  analysé,  en  188S,  dans  le  Tome  XV,  p.  489-500,  du  Bulletin 
de  l'Académie  de  Belgique. 

Beaupain{J.).  —  Mémoire  sur  quelques  formules  de  Calcul  inté- 
gral. (Go  pages). 

Beaiipain  (/.).  —  Nouvelles  recherches  sur  quelques  formules  de 
Calcul  intégral.  (4o  pages). 
Voir  Bulletin  de  l'Académie  de  Belgique,  t.  XVI,  p.  iS-ig,  843-3|9:  1888. 

Deruyts  (7.).  —  Sur  la  généralisation  des  semi-invariants. 
(20  pages). 


(•)  Voir  Bulletin,  XIII,,  p.  27-28. 
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Deruyts  (•/•)•  —  Sur  la  Iransfonnalion  linéaire  de  la  théorie  des 
covarianls  (22  pages). 

Deruyts  {J-).  —  Sur  la  loi  de  forinaliou  des  fonctions  inva- 
riantes. (16  pages). 

Voir  Bulletin  de  l'Académie  de  Belgique,  (3),  t.  XVII,  p.  493-395,  une  ana- 
lyse de  ces  Mémoires  par  M.  Le  Paige.  M,  J.  Deruyts  a  réuni  en  1891,  l'ensemble 
de  ses  recherches  en  un  Ouvrage  spécial  dont  il  sera  rendu  compte  ultérieure- 
ment. 

Ouvrages  séparés. 

Gilbert  (Ph.).  —  Mémoire  sur  l'application  de  la  méthode  de  La- 
grange  à  deux  problèmes  de  mouvement  relatif.  Paris,  Gauthier- 
Villars,  in-8,  200  pages. 

Nouvelle  édition  d'un  Mémoire  publié  dans  les  Annales  de  la  Société  scien- 
tifique  de  Bruxelles,  t.  VI,  p.  270-374;  t.  VII,  p.  11-110.  L'introduction  a  reçu 
quelques  développements  dans  la  nouvelle  édition. 

Houzeau  et  Lancaster.  —  Bibliographie  générale  de  l'Astro- 
nomie. T.  J,  2*^  Partie.  Paris,  Gaulhier-Villars. 

La  première  Partie  du  Tome  I  a  paru  en  1882,  le  tome  II  en  i885.  La  seconde 
Partie  du  Tome  I  contient  :  biographies,  commerce  épistoiaire, ouvrages  didac- 
tiques, Astronomie  sphérique.  Astronomie  théorique  (cxx-765  pages  avec  por- 
trait de  Houzeau).  Voir  une  notice  sur  cette  seconde  Partie  dans  le  Bulletin 
de  l'Académie  de  Belgique,  t.  XVIII,  p.  5i6-5i7. 

Massau  (/•)•  —  Appendice  au  Mémoire  sur  l'intégration  gra- 
phique et  ses  applications.  Gand,  Hoste.  In-4''  de  264  pages 
avec  2  planches. 

Suite  d'un  Ouvrage  analysé  antérieurement  dans  le  Bulletin.  I.  Sur  la  con- 
struction des  fonctions  entières  données  par  un  nombre  suffisant  de  valeurs  et  de 
valeurs  de  leurs  dérivées.  II.  Théorème  sur  l'influence  d'une  charge  mobile. 
Charge  quelconque.  Charge  parabolique;  train  de  charges  uniformes;  train  de 
forces  isolées  sur  une  poutre  à  deux  appuis;  poutres  prismatiques;  poutres  à 
sections  variables;  poutres  en  arc.  III.  Sur  les  moments  des  divers  ordres.  IV. 
Accords  de  sui-faces  et  de  systèmes  concentrés.  V.  Calcul  d'une  intégrale  d'ordre  n 
par  une  quadrature.  VI.  Interpolation  parabolique.  VII.  Compléments  d'inté- 
gration graphique.  VIII.  Intégrations  approchées.  IX.  Interpolation  par  la  mé- 
thode des  moindres  carrés.  X.  Les  accords  et  les  poutres  droites.  XI.  Historique. 
Supériorité  des  méthodes  naturelles  d'intégration  graphique  sur  les  méthodes 
souvent  artificielles  de  la  Statique  graphique.  Les  Chapitres  IV  à  IX  contiennent 
sur  l'intégration  approchée  des  recherches  importantes. 
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Massau  {J-)-  —  Note  sur  la  resolution  graphique  des  équations 
du  premier  degré.  Gand,  Hoste.  In-8"  de  11  pages. 

Carnoy  {J-)-  —  Cours  de  Géométrie  analytique.  Géométrie  de 
l'espace.  4"  édition,  revue  et  augmentée.  Louvain,  Peeters.  Paris, 
Gaullner-Villars,  in-8"  de.xii-535  pages. 

Voir  un  compte  rendu,  Mathesis,  t.  I\,  p.  223-224;  1889. 


MATHESIS,  RECUEIL  mathématique  a  l'usage  des  écoles  spéciales  et  des 
ÉTABLISSEMENTS  d'instruction  MOYENNE,  publié  par  P.  Mansioii  et  /.  Neu- 
berg.  Paris,  Gauthier-Villars  ;  Gand,  Hoste  ('). 

Casey  {J .).  —  Géométrie  élémentaire  récente.  (5-'jo). 

Exposé  systématique  élémentaire  des  théories  qui  se  groupent  autour  des 
propriétés  du  point  de  Lemoine  (ou  de  Grèbe)  et  des  points  de  Brocard.  C'est 
la  traduction  du  Chapitre  supplémentaire  de  l'Ouvrage  :  A  sequel  to  the  First 
six  books  of  the  Eléments  of  Euclicl.  Ce  travail  est  divisé  en  liuit  sections  : 

1.  Points  isogonaux  et  isotomiques,  antiparallèles,  symédianes.  2.  Théorie  de 
deux  figures  directement  semblables.  3.  Cercle  de  Lemoine,  de  Tucker  et  de 
Taylor.  4.  Théorie  générale  de  trois  figures  semblables.  5.  Application  spéciale 
"de  la  théorie  des  figures  directement  semblables.  6.  Théorie  des  polygones  har- 
moniques. 7.  Théorie  générale  des  figures  associées.  8.  Exercices  divers. 

Breton  (Ph.).  —  Sur  une  épure  de  Géométrie  descriptive.  (73- 
75). 

Etude  des  normales  communes  à  deux  cônes  de  révolution  donnés. 

Peano  (G.).  —  Sur  le  déterminant  wronskien.  (70-76;  1  lo-i  12). 
Soient  X  =  ^-,  Y  =  ^  modt;  on  aura 

et  cependant  entre  X  et  Y  il  n'y  a  pas  de  relation  linéaire  homogène.  Donc  le 
théorème  fondamental  sur  les  wronskiens  comporte  des  restrictions  dans  son 
énoncé. 


(')  Voir  Bulletin,  XVI^,  p.  52-55. 


23o  SECONDIÎ   PAKTIR. 

Malet  [J.-C .).  —  Quelques  propriétés  d'une  qnarlif[uc  plane  Iri- 
nodale.  (Sq-qS). 

Théorèmes  divers  sur  ces  courbes,  avec  les  théorèmes  correspondants  relatifs 
à  la  sextique  plane  ayant  six  points  de  rebroussement  et  quatre  points  doubles. 

Exemple.  —  i°  Les  six  points  où  les  tangentes  nodales  rencontrent  une 
quartique  trinodale  sont  sur  une  conique;  2°  Les  tangentes  à  une  quartiquc 
trinodale,  menées  par  les  nœuds  et  distinctes  des  tangentes  nodales,  touchent  la 
couibe  en  six  points  qui  sont  sur  une  conique. 

On  peut  aussi  déduire,  de  la  considération  d'une  quartique  trinodale,  des 
théorèmes  relatifs  à  un  système  de  deux  coniques. 

Mansion  {P-).  —  Solution  de  la  question  243  (B.  Peirce).  (97- 

98). 

A  un  certain  jeu,  le  joueur  A  gagne  un  point  chaque  fois  qu'il  lire  une  boule 
blanche  d'une  urne  qui  contient  3  boules  blanches  et  2  boules  noires;  chaque 
fois  qu'il  tiie  une  boule  noire,  il  perd  tous  ses  points  et  B  en  gagne  un;  B 
d'ailleurs  ne  fait  jamais  de  tirage.  Quelle  est  la  probabilité  pour  A  de  faire  n 

point  le  premier? 

(5  '  " 
-  1  ;  celle  que  B  gagne 

un    point,    i  —  f  ^  j  ;   la   probabilité  de  B  de  gagner     i  — 1'-\       >  celle  de  A, 

I —  Il — (  -  I       •  Pour  n  =  3,  cette  dernière  probabilité  est  o,5i8. 

Seri-ais  (CL).   —   Sur  un   certain  cercle  analogue  au  cercle  de 
courbure-  (io5-io6).  —  Sur  le  cercle  osculateur.  (i36-i3-). 

La  limite  du  cercle  circonscrit  à  un  triangle  circonscrit  à  une  courbe,  lorsque 
deux  des  points  de  contact  se  rapprochent  indéfiniment  du  troisième  M,  est  un 
cercle  tangent  à  la  courbe  au  point  M  et  dont  le  rayon  est  le  quart  du  rayon 
de  courbure  de  la  courbe  en  ce  point.  Le  cercle  osculateur  est  la  limite  de  l'un 
des  cercles  ex-inscrits  au  même  triangle. 

Mansion  [P.)-  —  L'arc  de  grand  cercle  est  le  plus  court  chemin 
d'un  point  à  un  autre  sur  la  sphère,  (i  12-1 16;  2i3-2i4)- 

Critique  des  démonstrations  de  Legendre,  Blanchet,  J.  Delaunay,  Hoiiel.  Dé- 
monstration élémentaire  du  théorème  suivant  : 

«  On  peut  inscrire,  d'une  infinité  de  manières,  dans  une  courbe  quelconque 
tracée  sur  la  sphère,  un  polygone  dont  le  périmètre  surpasse  l'arc  de  grand 
cercle  qui  joint  les  extrémités  de  la  courbe. 

Lucas  (Ed.).  —  Sur  les  coordonnées  tri  polaires.  (129-134:  ijS- 
i8i).~ 
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Cette  étude  a  pour  but  de  montrer  l'utilité  du  système  des  coordonnées  tri- 
polaires  dans  la  recherche  des  propriétés  de  systèmes  formés  par  des  points, 
des  droites  et  des  cercles.  L'auteur  appelle  coordonnées  d'un  point  P  les  carrés 
de  ses  distances  aux  trois  sommets  du  triangle.  Voici  les  sujets  traités  :  Équa- 
tions du  cercle,  de  la  droite,  du  triangle  circonscrit  au  triangle  de  référence, 
des  côtés  de  ce  triangle.  Distance  de  deux  points.  Relation  fondamentale  entre 
les  trois  coordonnées  d'un  point  et  les  éléments  du  triangle.  Segments  capables. 
Hauteurs  du  triangle.  Inversion  par  rapport  au  cercle  circonscrit.  Cercles  iso- 
tomiques.  Bissectrices  et  cercles  tangents.  Points  de  Brocard.  Cercles  de  Lucas. 


DemoLilin  (A.).  —  Remarque  sur  une  propriété  fondamenlale 
des  wronskiens.  (i36). 


Si  l'on  pose 


\\{y,z,u,v)^. 


y  z  H  V 

y'  z'  II'  v' 

y"  z"  u"  v" 

y'"  z'"  u'"  v'" 


\v(r,--,«,^)  =  r^^(^f  I'  "- 


F  ourler  et  Monge. 


—  Une  discussion  sur  la  ligne  droite.  (137- 


•4.). 


Fourier  propose  de  définir  la  droite,  le  lieu  des  points  situés  à  la  même  di- 
stance de  trois  points  donnés;  le  plan,  le  lieu  des  points  à  égale  distance  de  deux 
points  donnés;  la  circonférence,  le  lieu  des  points  dont  les  distances  à  deux 
•points  fixes  sont  données;  la  sphère,  le  lieu  des  points  dont  la  distance  à  un 
point  fixe  est  donnée. 

Cesâro  {E.).  —  Solution  de  la  question  394  (Weill).  (i4a-i43). 

Le  seul  triangle  dans  lequel  le  rapport  de  deux  angles  est  un  nombre  entier, 
et  où  en  même  temps  les  côtés  sont  exprimés  par  trois  nombres  entiers  consé- 
cutifs, est  celui  dont  les  côtés  sont  entre  eux  comme  les  nombres  4,  5,  6. 


De  Longchamps  {G.). 

i56). 


Sur  le  cercle  de  Joachimsthal.  (i53- 


Soient  A,  B,  C,  D  les  pieds  des  quatre  normales  menées  d'un  point  M  à  une 
conique  E  de  centre  O.  La  perpendiculaire  abaissée  du  centre  ABC  sur  la  corde 
commune  à  E  et  au  cercle  osculateur  en  A  et  les  trois  droites  analogues  con- 
courent au  milieu  O'  de  OM.  Le  cercle  ABC  passe  par  D'  symétrique  de  D,  par 
rapport  à  O;  par  la  projection  de  M  sur  la  corde  supplémentaire  de  la  normale 
en  D,  relativement  au  diamètre  DD';  enfin  par  D",  second  point  d'intersection 
du  cercle  ayant  pour  centre  0',  et  pour  rayon  O'D',  avec  la  corde  commune 
à  E  et  au  cercle  osculateur  en  D'. 
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Brocard  {II.)  et  Mansion  (P.).  —  La  Trigonométrie  rectiligno 
réduite  à  une  seule  formule  d'après  J.  Ozanam.  (iGi-164). 

Mansion  (P.).  —  Sur  la  formule  d'Oz.anam.  (18 1-1 8a). 

Mansion{P.).  —  Encore  la  formule  d'Ozanam.  (aGS-aC-). 

Dans  un  triangle  rectangle  scalène  ABC,  le  nombre  de  degrés  du  plus  petit 
angle  B,  divisé  par  172,  est  à  peu  près  égal  au  rapport  du  plus  petit  côté  à  la 
somme  de  l'autre  côté  et  du  double  de  l'hypoténuse. 

Exemples.   Démonstration   par  le  Calcul  différentiel  ou  par  la  Trigonomé- 

trie  elementarre.  Table   des  valeurs   de   la   fonction  _1__I-— _! ,  toujours  à 

SMij;  •* 

peu  près  égale  à  3,  d'après  le  théorème  d'Ozanam  (ou  plutôt  de  Sncll,  d'après 

Le  Paige,  Mathesis,  t.  X,  p.  34). 

Peano  (G.).  —  Une  nouvelle  forme  du  reste  dans  la  formule  de 
Tajlor.  (182-183). 

Si /:r  est  une  fonction  ayant  des  dérivées  d'ordre  i,  2,  3,  ....  («  — i)  pour 
les  valeurs  de  x^  à  x^-{-  h,  et  une  dérivée  d'ordre  n  pour  x  =  x^,  on  a 

I  1 . 2 . . .  (  «  —  I  )  •' 

,  _  f"-^{x^-^h,)  —  f-^x,        . 

/i,  étant  une  partie  de  A;  s  a  pour  limite  zéro,  si  limA  =  o. 

Cesdro  {E .).  —  Etude  intrinsèque  de  quelques  courbes  planes. 
(209-212). 

Etude  de  quelques  courbes  dont  les  rayons  de  courbure  partagent  harmo- 
niquement  les  segments  interceptés  sur  les  normales  par  une  conique  invariable. 

Mantel{lV.).  —  Sur  une  projection  imaginaire.  (21^-219). 
Etude  de  la  transformation  y  —  u,  x  =  v\J—i. 

Fauquenibergue    {E.).    —    Note   sur    l'équation    indéterminée 

ii,,-^v''=^s''^w\  (241-242). 

La  solution  de  Desboves  est  identique  au  fond  à  l'une  des  solutions  d'Euler. 

Jamet{V.).  —  Sur  une  équation  différentielle  linéaire.  (25o-25i). 
Intégration  par  les  séries  de  l'équation  ny  =  xy'  -^  by'. 

Servais  {CL).  —  Sur  la  réversibilité  de  la  transformation  linéaire. 
(267-268). 
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Complément  d'un  article  antérieur  {Malhesis,  t.  VII,  p.  90-91). 
Article  divers,  questions  résolues,  questions  d'examen,  questions  proposées, 
bibliographie  {passim). 

Table  des  matières.  —  (281-288). 

Suppléments. 

I.  Gob  (^i.).  —  Notes  de  Géométrie  récente.  (16  pages), 

1.  Sur  la  droite  et  le  cercle  d'Euler.  2.  Sur  les  cercles  de  Neuberg.  Contri- 
butions à  la  Géométrie  récente,  difficiles  à  résumer.  Ce  travail  est  extrait  du 
t.  XVI,  2"  série  des  Mémoires  de  la  Société  royale  des  Sciences  de  Liège. 

II.  Clasen  (B.-I.).  —  Sur  une  nouvelle  méthode  de  résolution 
des  équations  linéaires  et  sur  l'application  de  celte  méthode  au 
calcul  des  déterminants.  (4o)- 

Ce  Mémoire  est  extrait  des  Annales  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles, 
t.  XII. 

III.  Vigarié  [Em.).  —  Premier  inventaire  de  la  Géométrie  du 
triangle. 

Résumé  extrêmement  bien  fait  des  principaux  résultats  relatifs  à  la  Géométrie 
du  triangle  (io4  définitions  ou  théorèmes). 


ANNUAIRE  DE  L'ACADÉMIE  ROYALE  DES  SCIENCES,  des  Lettres  et  des 
Beaux-Arts  de  Belgique.  1890.  56°  année.  Bruxelles,  Hayez,  MDCCCXC. 

Liagre  (/.).  —  Notice  sur  Jean-Charles  Houzeau.  (207-810). 

Biographie  de  l'astronome  J.-Ch.  Houzeau  de  Lehaye,  né  à  Mons  le 
7  octobre  1820,  mort  à  Bruxelles,  le  12  juillet  1888.  Ses  principaux  Ouvrages 
sont  les  suivants  :  1.  Physique  du  globe.  2.  Régies  de  Climatologie.  3.  Géogra- 
phie physique  de  la  Belgique.  4.  Histoire  du  sol  de  l'Europe.  5.  Études  sur  les 
facultés  mentales  des  animaux.  6.  Le  ciel  mis  à  la  portée  de  tout  le  monde. 
7.  L'étude  de  la  nature,  ses  charmes  et  ses  dangers.  8.  Uranomélrie  générale. 

9.  Répertoire  des  constantes  de  l'Astronomie  ou  Vade-mecum  de  l'Astronome. 

10.  Traité  élémentaire  de  Météorologie.  11.  Bibliographie  générale  de  l'Astro- 
nomie (en  collaboration  avec  A.  Lancaster). 
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BULLETIN  DE  L'ACADÉMIE  ROYALE  DES  SCIENCES,  des  Lettres  et  des 
Beaux-Arts  de  Belgique.  3*  série. 

Tome  XIX,  janvier  à  juin  1890. 

Liagre  (/.).  —  Quelques  mots  à  propos  de  la  Notice  de  M.  E. 
Ronkar  :  Sur  V entraînement  mutuel  de  Vécorce  et  du  noyau 
terrestres  en  vertu  du  frottement  intérieur.  (54-6o). 

Folie  (/*'.).  —  Réponse  à  la  Note  du  Général  Liagre.  (353-36i). 

Ronkar  {E.).  —  Sur  rentraîncmenl  mutuel  du  noyau  et  de 
l'écorce  terrestres  en  vertu  du  frottement  (43i-444)- 

Ronkar  {E.).  —  Sur  Tépaisseur  de  l'écorce  terrestre  déduite  de 
la  nutation  diurne.  (3g9-43i). 

Folie  {F.),  Lagrange  et  de  Tilly.  —  Rapports  sur  ces  Mémoires. 
(328-338). 

1.  M.  Liagre  lâche  d'énoncer  explicitement  les  hjpothéses  sur  lesquelles 
s'appuie  M.  Ronkar  dans  un  Travail  antérieur.  Il  estiuae  d'ailleurs  que  le 
nojau  et  l'écorce  terrestres  engrenés  l'un  dans  l'autre  tournent  simultanément 
ensemble. 

2.  M.  Folie  fait  observer  que  les  observations  des  étoiles  voisines  du  pôle 
semblent  prouver  l'existence  de  la  nutation  diurne.  Pour  qu'elle  soit  possible 
et  que  M.  Ronkar  ait  raison,  il  suffît  de  prendre  pour  noyau  du  globe  la  partie 
non  engrenée  dans  l'écorce. 

3.  M.  Ronkar  reprend,  dans  le  troisième  Travail  cité,  d'une  manière  appro- 
fondie, la  question  de  l'entraînement  mutuel  de  l'écorce  et  du  no3'au  terrestres. 

4.  Dans  le  suivant,  admettant  comme  postulat  une  faible  nutation  diurne, 
il  en  déduit,  au  moyen  d'hypothèses  complémentaires,  l'épaisseur  de  l'écorce 
terrestre. 

5.  Les  rapporteurs  font  ressortir  les  résultats  obtenus  par  M.  Ronkar,  sans 
dissimuler  les  objections  que  l'on  peut  encore  y  faire. 

J^an  der  Mensbrugghe  (G.).  —  Sur  la  condensation  de  la  vapeur 
d'eau  dans  les  espaces  capillaires.  (loi-i  10). 

La  vapeur  d'eau  se  condense  plus  facilement  sur  les  corps  présentant  une 
infinité  d'espaces  capillaires  concaves,  d'après  une  formule  de  Sir  William 
Thomson.  Ce  principe  explique  une  foule  de  phénomènes,  en  particulier  la 
formation  des  brouillards  et  des  nuages  quand  il  y  a  dans  l'atmosphère  des 
particules  solides  servant  de  noyaux  de  condensation. 
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Folie  {F.)-  —  (nislave-Adolphe  llirn.  (175-179). 

Folie  (F.).  —  Chr.-H.  Bujs-Ballot.  (180-181). 

De  Ileen  (P.)-  — Détermination  des  variations  que  le  coefficient 
de  diffusion  éprouve  avec  la  température  pour  des  liquides 
difTérents  de  l'eau.  (197-206). 

Sei'i'ais  (CL).  —  Quelques  propriétés  des  coniques.  (28 1-241). 

Le  Paige  {C).  —  Rapport.  (160-161). 

Servais  (CL).  —  Sur  les  centres  de  courbure  des  lignes  décrites 
pendant  le  déplacement  d'une  figure  plane  dans  son  plan.  (241- 
245). 

Le  Paige  (C).  —  Rapport.  (161-162). 

Servais  (CL).  —  Sur  l'hyperbole  équilatère.  (739-763). 

Le  Paige  (C).  —  Rapport.  (736-787). 

Nouvelles  applications  d'une  transfoi-mation  quadialique  birationnelle  spé- 
ciale, principalement  à  la  théorie  de  la  courbure  des  coniques. 

Deruyts  {J-)-  —  Sur  les  fonctions  semi-invariantes.  (250-272). 
Le-Paige  (C).  —  Rapport.  (i65-i66). 

Propriétés  principales  et  modes  divers  de  formation  de  certaines  fonctions 
qui  déterminent  d'une  manière  simple  des  semi-invariants. 

Van  der  Menshriigghe  (G.).  —  Discours  prononcé  aux  funé- 
railles de  Ch.  Montignj.  (3o8-3i2). 

De  Calignj  [A.).  —  Recherches  d'Hydraulique.  (3 1 3-3 17),  (5o3- 
5o9),  (728-734). 

Schoentjes  {H.).  —  Projet  d'expériences  destinées  à  vérifier  si  la 
lumière  polarisée,  dont  le  plan  de  polarisation  oscille,  exerce 
une  influence  sur  le  champ  magnétique.  (444-4^8). 

De  Heen  (P.),  Lagrange  (C).  —  Rapports.  (3 19-32 1  ;  82 1-328). 

Le  second  rapporteur  fait  connaître  les  raisons  qui  permettent  de  conserver 
la  théorie  de  la  lumière  de  Cauchy,  même  si  les  expériences  proposées 
réussissent. 
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Servais  (CL).  —  1.  Sur  les  points  caractéristiques  de  quelques 
droites  remarquables  dans  les  coniques.  (5ig-528).  2.  Sur  la 
courbure  des  courbes  du  second  degré.  ( 529-540). 

Le  Paige  {C .).  —  Rapport.  (5io-5i2), 

Géiiéralisalion  de  rcclicrches  antérieures  qu'il  est  difficile  de  rdsumer. 

Denioulin  {A.).  —  Note  sur  le  développement  en  série  des  fonc- 
tions sinus,  cosinus  et  de  la  fonction  exponentielle.  (54i-542). 

On  obtient  ces  séries  en  intégrant  un   nombre  suffisant  de  fois  les  inégalités 
cos.r  <  I,  e-^<  I. 

Catalan  {E .).  —  Conséquences  d'un  théorème  d'Algèbre.  (742- 

746). 

Si  a,  b,  . . .,  l  sont  des  quantités  inégales,  la  somme 


a  —  b        a  —  c  a  —  l )  {ci  —  b  )-  {a  —  c )-. .  .(a  —  / )■■ 

/     I  _  I  .         I      \ I 

'^\l  —  a  ^  l  —  b'^'"'^  l  —  k)  {l  —  a)--{l-cy...{l~iry 

est  égale  à  zéro. 

Ronkar  {E.).  —  Sur  l'entraînement  mutuel  de  l'écorce  et  du 
nojau  terrestres  en  vertu  du  frottement  intérieur.  Réponse  à  la 
Notice  de  M.  Liagre.  (746-758). 

Lagrange  (C).  —  Rapport.  (734-736). 

M.   Ronkar  défend  son   théorème,  en  précisant  les  hypothèses  sur  lesquelles 
il  repose,  mais  par  là  même  il  semble  en  diminuer  la  portée. 

Tome  XX,  juillet  à  décembre  1890. 
De  Caligny  {A.),  —  Recherches  d'Hydraulique.  (6-10). 

Van  cler  Mensbrugghe  (G.).  —  Sur  la  propriété  caractéristique 
de  la  surface  commune  à  deux  liquides  soumis  à  leur  affinité 
mutuelle.  (32-37;  253-264). 

Si  l'affinité  des  deux  liquides  surpasse  la  somme  de  leurs  tensions  superfi- 
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cielles,  la  résultante  des  actions  existant  à  la  surface  de  contact  tend  à  augmenter 
celte  surface.  Cette  résultante  peut  être  appelée  force  d'extension. 
Nombreuses  expériences  ou  observations  pour  confirmer  cette  loi. 

Deruyts  (•/•)•  —  Sur  les  covarianls  primaires,  (i  i6-i32).  —  Sur 
la  réduction  des  formes  invariantes.  (^ôS-a^i). 

Le  Paige  {C).  —  Rapport.  (16-17;  ^3i). 

Dwelsliauveis-Dery.  —  Sur  une  Notice  biographique  relative  à 
G. -H.  Hirn.  (iSa-i.!;). 

Maus.  —  Rapport.  (14-16). 

Dans  un  Travail  de  M.  Hirn,  publié  en  i854,  ce  physicien  affirme  avoir  trouvé 
le  principe  de  l'équivalence  de  la  chaleur  et  du  travail,  dans  un  cas  particu- 
lier, avant  d'avoir  connaissance  des  résultats  obtenus  par  Mayer. 

Servais  (CL).  —  Sur  les  involutions  cubiques  conjuguées,  {^'jo.- 
280). 

Le  Paige  (C).  —  Rapport.  (232-233). 

Démonstration  simple  de  propriétés  de  ces  involutions  établies  par  MM.  Ém. 
Weyr  et  G.  Le  Paige,  et  propriétés  nouvelles. 

Cesàro  {E .).  —  Sur  les  démonstrations  du  théorème  de  Staudt 
et  de  Clausen.  (280-289). 

Mansion  (P-).  —  Rapport.  (233-236). 

L'auteur  établit  l'identité  substantielle  des  démonstrations  de  Catalan, 
Radicke,  Lucas  et  donne  une  interprétation  de  certains  déterminants  qui  se 
rencontrent  dans  la  dernière.  Cela  équivaut  au  fond  à  une  démonstration  par- 
tielle nouvelle. 

Schoentjes  {H.).  —  Sur  les  déformations  que  font  naître,  dans 
un  hémisphère  creux  métallique,  le  choc  et  la  pression  d'un 
corps  dur.  (295-3o5). 

Van  der  Mensbrugghe  (G.).  —  Rapport.  (237). 

Les  déformations  ont  une  régularité  plus  grande  qu'on  ne  l'eût  conjecturé 
a  priori. 

Servais  (CL).  —  Sur  les  points  d'inflexion  dans  les  cubiques. 

(453-462). 
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Le  Paige  (C).  -  Rapport.  (43 1-433). 

Démonslralion  très  simple  d'un  grand  nombre  de  propriétés  des  points  d'in- 
flexion des  cubiques,  dont  quelques-unes  sont  nouvelles. 

Le  Paige  (C).  —  Un  astronome  belge  du  wii"  s'ièc\e.  ('joc)-']9.'j). 

Godefroid  Wendelin,  né  à  Herck,  le  6  juin  i58o,  mort  après  1680,  a  le  premier 
trouvé  la  variation  de  la  durée  des  oscillations  du  pendule;  il  a  constaté  et 
établi  la  diminution  continue  de  l'obliquité  de  l'écliptique;  il  a  calculé,  avec 
une  exactitude  plus  grande  que  ses  prédécesseurs,  la  parallaxe  du  Soleil  ;  enfin 
il  a  contribué  à  établir  le  système  de  Kepler. 


MÉMOIRES  DE   LA  Société   uovale  des   Sciences   de  Liège.  —    2.'  série. 
Tome  XVI.  Paris,  Rorel;  Bruxelles,  Hayez.  Avril  1890  (i). 

Graindorge  (•/.).  —  Intégralion  des  équations  de  la  Dynamique. 
(V,  290  pages). 

Développement  de  la  dissertation  inaugurale  de  l'auteur  (1871),  contenant  le 
résumé  des  Travaux  de  Lagrange,  Poisson,  Hamilton,  Jacobi,  Donkin,  Ber- 
trand, Liouville,  Bour,  Darboux,  Mayer,  avec  des  applications  à  la  théorie  des 
perturbations. 

Gob.  —  Sur  la  droite  et  le  cercle  d'Euler.  (1-7).  —  Sur  les  cercles 
de  Neuberg.  (i-i4). 

Contributions  à  la  Géométrie  récente  du  triangle  qu'il  est  difficile  de  résumer. 

Neuberg  {J.).  —  Sur  les  figures  affinement  variables.  (1-12). 

Euler  et  Môbius  appellent  affine  à  elle-même  la  figure  formée  par  trois  points 
M,,  Mj,  M3  de  masse  ni^,  tn^,  ni^  et  par  leur  centre  de  gravité.  L'auteur  étudie 
les  propriétés  d'une  pareille  figure  mobile.  Voici  l'un  des  théorèmes  auxquels 
il  arrive  :  «  Lorsqu'une  figure  plane  se  meut  en  restant  toujours  semblable  à 
elle-même,  l'aire  engendrée  par  le  rayon  vecteur  de  l'un  de  ses  points  est  pro- 
portionnelle à  la  puissance  de  ce  point  par  rapport  à  une  circonférence  fixe; 
tous  les  points  dont  les  rayons  vecteurs  décrivent  la  même  aire  appartiennent 
à  une  même  circonférence.  » 

D'Ocagne.  —   Reinarques  sur  une   transformation  quadratique 
réciproque,  (i-io). 

(')  Bulletin,  XVI^.  p.  ôS-S;. 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  ^Sg 

Neuher<^  (/.)•  —  Remarque  sur  une  transformation  quadratique. 

(I-.2). 

La  transformation,  dans  le  ^lan  et  dans  l'espace,  étudiée  dans  ces  deux  Notes, 
peut  se  définir  comme  il  suit,  dans  le  plan  :  a  et  a'  sont  les  côtés  d'un  angle 
constant,  b  et  b'  d'un  autre  angle  constant.  Quand  les  deux  angles  se  meuvent 
autour  de  leurs  sommets,  les  côtés  a,  b  se  coupent  en  M,  a'  et  b  en  M  .  Les 
points  M  et  M'  sont  les  points  correspondants.  Les  deux  auteurs  étudient  cette 
transformation  avec  soin,  par  l'Analyse  et  la  Géométrie,  et  la  rattachent  a  la 
théorie  générale  des  transformations  quadratiques. 


REVUE  DES  QUESTIONS  SCIENTIFIQUES,  publiée  par  la  Société  scienti- 
6que  de  Bruxelles. 

Tome  XXVII,  i'''  semestre  1890. 

Thirion  (/.)•  —  L'Astronomie  sidérale.  (83-i36). 

Exposé  à  la  fois  systématique  et  historique  de  ce  que  nous  savons  sur  l'éclat, 
la  couleur,  la  variabilité,  le  mouvement  propre  et  la  distance  des  étoiles. 

Thirion  (/.).  -  Le  R.  P.  Perrj.  (201-208). 

Notice  biographique  et  bibliographique  sur  Stephen  John  Perry,  né  à  Londres 
le  26  août  ,833,  mort  en  janvier  1890,  l'un  des  meilleurs  astronomes  observa- 
teurs de  l'Angleterre.  Il  fut  chargé,  par  le  gouvernement  anglais  d  observer  le 
passage  de  Vénus,  en  1874  à  Kerguelen,  en  188.  à  Madagascar  les  echpses  de 
Lleil  de  1870  en  Espagne,  de  1886  aux  Antilles,  de  1887  en  Russie,  de  1889  a 
la  Guyane  française. 

Folie  {F.).  —  R.  Clausius  :  sa  vie  et  ses  travaux.  {/iig-iS^)- 

Biographie  de  Clausius,  né  à  Kôstlin,  le  2  janvier  1822,  mort  à  Bonn  le 
.4  août  1888.  Il  fut  successivement  professeur  à  l'Ecole  roj-ale  des  ingénieurs 

de  l'artillerie  à  Berlin  (iS5o),  à  l'École  Polytechnique  (i8aa)  et  a  1  Unlver- 
s  te  (1857)  de  Zurich,  à  celle  de  Wurzbourg  (.867)  et  enfin  a  celle  de  Bonn 
(X869).  Analyse  de  ses  principaux  travaux.  Conséquences  métaphysiques  de  la 
loi  de  la  dissipation  de  l'énergie. 

Recensions  des  Ouvrages  suivants  : 

Borchardt's  (  C.-W.  )  gesammelte  Werke  (  Berlin,  Reimer,  1888)  ;  par  M.  d'O- 

"i::J£f(/.').  -  Leçons  synthétiques  de  Mécanique  générale  (Paris,  Gau- 
thier-Villars  et  fils,  1889)  par  M.  Ph.  Gilbert    (257-.64). 

Houzeau  U.-C.)  ^t  Lancaster  {A.).  -  Bibliographie  générale  de  J  Astro- 
nomie  Tome  premL.  seconde  Partie  (Bruxelles,  Haye.,  1889);  par  M.  J.  Th.- 


non. 
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Tome  XXVIII;  1890. 

Delsaulx  {•/•)■  —  Quelques  applications  du  Calcul  des  proLabi- 
lités  à  la  démonstration  de  vérités  de  certitude  morale.  (5-36). 

Delsaulx  (•/.)•  —  La  probabilité  philosophique  et  la  nature  ciné- 
tique de  la  chaleur.  (484-5iC). 

Considérations  sur  la  portée  objective  du  Calcul  des  probabilités  avec  diverses 
applications;  considérations  analogues  sur  le  degré  de  certitude  de  la  théorie 
cinétique  de  la  chaleur. 

Lucas  [J.-D.).  —  L'Astronomie  à  Babjlone.  (45o-483). 

Exposé  des  recherches  des  PP.  Srassmaier  et  Epping.  1.  Calcul  de  la  nou- 
velle Lune  chez  les  Chaldéens.  2.  Éphémérides  lunaires  des  Chaldécns. 

Recensions  des  Ouvrages  suivants  : 

Lancaster  {A.).  —  Liste  générale  des  Observatoires  et  des  Astronomes,  des 
Sociétés  et  des  Revues  astronomiques  (Bruxelles,  Hayez,  1890);  par  M.  R. 
Jacopssen.  (600-607). 

Œuvres  de  Fourier,  publiées  par  G.  Darboux.  Tome  second  (Paris,  Gauthier- 
Villars  et  fils,  1890);  par  M.  Ph.  Gilbert  (25o-253). 

Riccardi  (P.).  —  Saggio  di  una  bibliografia  euclidea  (Bologne,  1887,  1888, 
1890);  par  M.  J.  Thirion. 
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TABLE  ALPHABETIQUE 

DES  .MATIÈRES. 


RECUEILS  ACADÉMIQUES  ET  PÉRIODIQUES  DONT  LES  ARTICLES 
ONT  ÉTÉ  ANALYSÉS  DANS  CE  VOLUME. 

Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse.  T.  IV,  1890.  —  T.  V,  1S91.  — 
T.  VI,  1892.  —  5-38;  i3i-i85. 

Annales  scientifiques  de  l'École  Normale  supérieure.  3«  série,  T.  IX,  1892.  — 
205-2.19. 

Annales  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles.  iS''  année,  1888-1889.  —  219-222. 

Annuaire  de  l'Académie  royale  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Beaux-Arts  de 
Belgique.  56°  année,  1890.  —  228. 

Association  française  pour  l'avancement  des  Sciences.  16"  session  (Toulouse), 
J887.  —  17"  session  (Oran),  1888.  —  18»  session  (Paris),  1889.  —  içf-  session 
(Limoges),  1890.  —  38-53. 

Atti  délia  Reale  Accademia  dei  Lincei.  4'  série,  T.  VI,  1890;  i'--  semestre.  —  2<=  se- 
mestre. —  T.  VII,  1891;  I"  semestre.  —  2'  semestre.  —  96-114. 

Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France.  T.  XX,  1892.  —  194-205. 

Bulletins  de  l'Académie  royale  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Beaux-Arts  de  Bel- 
gique. T.  XVII.  -  T.  XVIII,  1889.  —  T.  XIX.  —  T.  XX,  1890.  —  222-226.  — 
234-238. 

Comptes  rendus  hebdomadaires  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences.  T.  CXIV, 
1892.  —  T.  CXV,  1893.  —  71-96;  ii4-i3i. 

Malhesis.  —  229-233. 

Mémoires  de  l'Académie  royale  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Reaux-,\rts  de 
Belgique.  T.  XLVII,  1889.  —  226-227. 

Mémoires  couronnés  et  Mémoires  des  Savants  étrangers,  publiés  par  l'Académie 
royale   des   Sciences,   des    Lettres  et  des  Beaux-Arts  de   Belgique.    T.    L,   Ll 
(et  ouvrages  séparés),  1890.  —  227-229. 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  2=  série,  t.  XVIII.  (Décembre  189'!.)         B.iS 
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Mémoires  de  la  Sociélc  royale  des  Sciences  de  Liège.  2'  série,  T.  XVI,  1890.  — 

238-2,39. 
Hendiconli  del  circolo  malcnialico  di  Palermo.    -  T.  11,  1888.  —  186-19'!. 
Revue  des  questions  scicnlifiques.  T.  XXVII.  —  T.  XXVIll,  1890.  —  239-240. 
Tlic  Messenger  of  Malhcn.alics.  T.  Wll,  1887-88.  -  T.  XVIII,  1888-89.  -T.  XIX, 

1889-90.  —  53-67. 
Tiie   Quartcrly  journal  of  pures  and   applicd   Malhematics.   T.   XXIII,   1889.   — 

G7-71. 
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André  (D.).  i^i 

Andoycr  (H.)-  16,  178. 

Appel!  (P.)-  12,  7G,  86,  i55,  196. 

Arone  (d').  87,  194. 

AsLor  (A.).  38. 

Autonnc.  78,  120. 

Baker  (H. -F.).  64. 

Barbarin  (P.).  Sg,  !\o,  53. 

Beaupin.  2i3,  227. 

Berdellé  (Ch.).  4i,  44,  46,  ja. 

Berry  (A.).  70. 

Bertrand.  81. 

Betty  (E.).  109,  191. 

Bianchi  (L.).99,  100,  loa,  io3,  107,  ii3. 

Biercns  de  Haan,  49- 

Bigiavi  (C.).97,  100. 

Bioche  (Cli.).  200. 

Blulel.  202. 

Bordiga  (G.).  96. 

Borel.  206. 

Boussinesq.  81.  83,  96,  11 4,  11 5. 

Brambilla.  (A.).  192. 

Breton  (P. -H.).  229. 

Brill  (G.).  56,  61,  64,  66. 

Brocard  (H.).  232. 

Buchheini  (Arthur).  56,  Sg. 

Biirnside  (W.).  58,  64,  65. 

Cailler.  47. 

Caligny  (de).  235,  236. 

Calliplironas  (G. -G.).  61. 

Caminati  (P.).  42. 

Capelli  (A.).  109. 

Carnoy  (J.).  229. 

Caronnet.  120,  201,  2o3. 

Casalonga  (D.-A.).  52. 

Casey  (J.).  22g. 

Castelnuovo  (G.).  ii4. 

Catalan  (E.).  47,  198,  224,  225,  226,  227, 
236. 


Cavalli  (E.).  99, 
Cayley  (A.).  4>,  54 
63,  65,  6(',  67,  69, 
Gels.  127. 


o5,  I  : 


55,  56,  Sg,  60,  61, 


Cesàro  (E.).  23r,  232,  237. 

Childe  (G.-F.).  66. 

Chree  (Ch.).  56,  68,  70. 

Ciani  (E.).  loi,  io3,  m,  112. 

Clasen  (B.-J.).  233. 

Cookie  (  James).  67. 

Coculesco.  91. 

Collignon  (E.).38,  4o,  43,45,  5o,5i. 

Commines  de  Marcilly  (L.-J.A.   de). 

44,  46,  52. 

Conti  (.1.).  188. 

Cosserat  (E.).  19,  !\2,  i25,  129,  166. 

Cunningliarn  (Allan).  56,  5g. 

Dawson  (H.-G.).  55,  61,  65. 

Day  (H.-G.).  61. 

Defforges.  ii4- 

Delannoy  (H.).  46,  5o. 

Del  Pezzo  (P.).  igo. 

Del  Re  (A.).  g7,  99,  io5,  ii3,  ii4,  186, 

189. 
Delsaux  (J.).  240. 

Demoulin.  88,   116,   ig8,  204,   23r,   236. 
Deruyts(F.).  223,  227,  228,  235,  237. 
Desboves  (A.).  42- 
Di  Leggc  (A.).   io5,  106. 
Dixon  (A.-C).  70. 
Dormoy  (E.).  4  i- 
Dwelshauversdery.  237. 
Elliot.  i3o,  2i5. 
Elliott  (E.-B.).  62. 
Escary,  39,  49. 
Enriques  (J.).  io3. 
Fabry.  75, 208. 
Fauquembergue  (E.).  232. 
Favero  (G.-B.).  112. 
Fiske  (T.-S.).  64. 
Flamant.  95. 
Floquet.  118. 

Folie  (F.).  224,  226,  234,  235,  239. 
Fontaneau  (  E.).  5o. 
P'ontès.  i3o. 
P'ontviolant  (de).  79. 
Forsyth  (A.-B.).  57,"  60,  68 
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Fouret.  127,  194,  197,  200. 

Fourier.  281. 

Foussereau.  2o5. 

Franklin  (F.).  66. 

Frolov.  201. 

Garibaldi  (P. -M.).  97,  100. 

Garrigou-Lagrange  (P.)-  53. 

Gélion-Towne.  46. 

Gcnt}'.  44'  461  202. 

Giacomelli  (F.).  io4,  loG,  108. 

Gilbert  (  P.-H.)-  221,  228. 

Glaisher  (J.-W.-L.).  53,  57,  58,  66. 

Gob  (A.).  48,  49,  233,  238. 

Gonnessiat.  49- 

Goursat.   122,  i45. 

Graindorge  (J.).  288. 

Greenhill  (A.-G.).  63. 

Guichard.  81. 

Guidice  (  F.).  186. 

Guiinaraes.  196. 

Hadamard.  87. 

Halphen  (G.-H.).  187. 

Hamy.  85. 

Haro.  4o. 

Heen  (P.  de).  222.  225,  235. 

Ilcrman  (R.-A.).  71. 

Ilerniite.  i4,  179- 

Holmes  (  R.).  Sg. 

Houzeau.  228. 

Humbert  (E.).  45,  2o3. 

Humbert  (G.).  17. 

Isuruta  Kenji.  64. 

Jablonski.  83. 

Jamet  (J.).  8,  78. 

Jamet  (V.).  202. 

Janssen.  /(i. 

Jaubert.  48. 

Jeffery  (H.-M.).  70,  71. 

Jenkins(M.).  54. 

Jessop  (C.-.M.).  71. 

Johnston  (J.-P.).  Sg. 

Jonquiéres  (E.  de).  189. 

Jordan  (G.).  187. 

Joukevsky  (N.).  46. 

Kapteyn.  206. 

Kobb  (Gustaff).  i45. 

Kœnigs  (G.).  8,  72,  81,  i56,  181. 

Kieiber  (Joseph).  61. 

Fvluyver  (J-C.).  4o. 

Lafay  (A.).  176. 

Lagrange  (Ch.).  223,  234,  235,  236. 

Laisant  (C.-A.).  38,  89,  41,  42,  43,  44, 
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Lancaster.  228. 
Langlois  (M.).  4i,  45- 
Larmor  (J.).  54,  68. 
Lazzeri  (G.).  188. 


Lccornu  (L.).  53,  80. 

Legoux  (A.).  7,  i52. 

Lemoinc  (E.).  38,  44>  45,  4^,  5i,  2o5. 

Le  Paige  (C.).  223,  225.  235,  236,  287, 

2  38. 
Le  Pont  (H.).  89,  43. 
Le  Vavasseur.  126.   129. 
Lévy  (L.).  195. 
Lcudesdorf  (  G.).  62. 
Liagre  (J.).  288,  284. 
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